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。 实 例 丰 富 ， 通 俗 易 懂 
通过 趣味 故事 引入 算法 ， 从 简 到 繁 ， 帮 助 读者 体会 算法 设计 思想 。 


+ ЛЕН, НН 
结合 大 量 完美 绘图 ， 分 解剖 析 算 法 ， 提 升 读者 阅读 乐趣 。 


。 网 络 资源 ， 技 术 支 持 
网 络 提供 本 书 所 有 范例 程序 的 源 代码 、 练 习题 、 答 案 解析 和 调试 说 明 书 。 
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内 容 提 要 


本 书 内 容 按 照 算 法 策略 分 为 7 章 。 第 1 章 从 算法 之 美 、 简 单 小 问题 、 趣 味 故 事 引 入 算法 概念 、 时 
间 复 杂 度 、 空 间 复 杂 度 的 概念 和 计算 方法 ， 以 及 算法 设计 的 爆炸 性 增 量 问 题 ， 使 读者 体验 算法 的 奥妙 。 
第 2 一 7 章 介 绍 经 典 算法 的 设计 策略 、 实 战 演练 、 算 法 分 析 及 优化 拓展 , 分别 讲解 贪心 算法 、 分 治 算法 、 
动态 规划 、 回 溯 法 、 分 支 限界 法 、 线 性 规划 和 网 络 流 。 每 一 种 算法 都 有 4 一 10 个 实例 ， 共 50 个 大 型 实 
例 ， 包 括 经 典 的 构造 实例 和 实际 应 用 实例 ， 按 照 问题 分 析 、 算 法 设计 、 完 美 图 解 、 伪 代码 详解 、 实 战 
演练 、 算 法 解析 及 优化 拓展 的 流程 ， 讲 解 清楚 上 且 通俗 易 懂 。 附 录 介 绍 常见 的 数据 结构 及 算法 改进 用 到 
的 相关 知识 ， 包 括 sort 函数 、 优 先 队列 、 邻 接 表 、 并 查 集 、 四 边 不 等 式 、 排 列 树 、 贝 尔 曼 规则 、 增 广 
路 复杂 性 计算 、 最 大 流 最 小 割 定理 等 内 容 。 

本 书 可 作为 程序 员 的 学 习 用 书 ， 也 适合 从 未 有 过 编程 经 验 但 又 对 算法 有 强烈 兴趣 的 初学 者 使 用 ， 
同时 也 可 作为 高 等 院 校 计算 机 、 数 学 及 相关 专业 的 师 生 用 书 和 培训 学 校 的 教材 。 
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编写 背景 

有 一 天 ， 一 个 学 生 给 我 留言 :“ 我 看 到 一 些 资料 介绍 机 器 人 具有 情感 ， 真 是 不 可 思议 ， 
我 对 这 个 特别 感 兴趣 ， 但 我 该 怎么 做 呢 ? ”我 告诉 他 :“ 先 看 算法 。” 过 了 一 段 时 间 ， 这 个 学 
生 苗 恼 地 说 :“ 算 法 书 上 那些 公式 和 大 有 段 的 程序 不 能 执行 ， 太 令 人 抓 狂 ! 我 好 像 慌 了 一 点 儿 ， 
却 又 什么 都 不 懂 !” 我 向 他 推荐 了 一 本 简单 一 点 儿 的 书 ， 他 仍然 表示 不 太 懂 。 

问题 出 在 哪里 ? 数据 结构 ? C 语言 ? 还 是 算法 表达 枯燥 、 上 涩 难 懂 ? 

这 些 问题 一 点 也 不 意外 , 你 不 会 想到 , 有 同学 拿 着 C 语言 书 问 我 : “这么 多 英文 怎么 办 ? 
for、 这 这 样 的 单词 是 不 是 要 记 住 ? ”我 的 天 ! 我 从 来 没 考虑 过 for. if 这 些 是 英文 ， 而 且 是 
要 记 的 单词 ! 就 像 拿 起 筷子 吃饭 ， 端 起 杯子 喝 水 ， 我 从 来 没 考虑 我 喝 的 是 H2O。 经 过 这 件 事 
情 , 彻底 颠覆 了 我 以 前 的 教学 理念 , 终于 理解 为 什么 看 似 简单 的 问题 , 那么 多 人 就 是 看 不 懂 。 
我 们 真正 需要 的 是 一 本 算法 入 门 书 ， 一 本 要 简单 、 简 单 、 再 简单 的 算法 入 门 书 。 

有 学 生 告诉 我 :“ 大 多 数 算法 书 上 的 代码 都 不 能 运行 ， 或 者 运行 时 有 各 种 错误 ， 每 每 如 
此 都 迷茫 至 崩溃 ……” 我 说 :“ 你 要 理解 算法 而 不 是 运行 代码 。” 可 这 个 学 生 告 诉 我 :“ 你 知 
道 吗 ， 我 运行 代码 成 功 后 是 多 么 喜悦 和 自信 上 ! 已 经 远 远 超 越 了 运行 代码 的 本 身 。” 好 吧 ， 相 
信 这 本 书 将 会 给 你 满 满 的 喜悦 和 自信 。 

本 书 从 算法 之 美 娓 娓 道 来 ， 没 有 高 深 的 原理 ， 也 没有 枯燥 的 公式 ， 通 过 趣味 故事 引出 算法 
问题 ， 结 合 大 量 的 实例 及 绘图 展示 ， 分 析 算 法 本 质 ， 并 给 出 代码 实现 的 详细 过 程 和 运行 结果 。 
如 果 你 读 这 本 书 ， 像 躺 在 躺椅 上 悠闲 地 读 《普罗 旺 斯 的 一 年 》 这 就 对 了 ! 这 就 是 我 的 初衷 。 

本 书 适合 那些 对 算法 有 强烈 兴趣 的 初学 者 ， 以 及 觉得 算法 星 涩 难 懂 、 无 所 适 从 的 人 ， 也 
适合 作为 计算 机 相关 专业 教材 。 它 能 帮助 你 理解 经 典 的 算法 设计 与 分 析 问 题 ， 并 获得 足够 多 
的 经 验 和 实践 技巧 ， 以 便 更 好 地 分 析 和 解决 问题 ， 为 学 习 更 高 深 的 算法 黄 定 基础 。 

更 重要 的 是 一 一 体会 算法 之 美 ! 





学 习 建 议 
知识 在 于 积累 ， 学 习 需 要 耐力 。 学 习 就 像 控 金 矿 ， 或 许 一 开始 毫 无 头绪 ， 但 转 个 角度 、 换 换 
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工具 ， 时 间 久 了 总 会 找到 一 个 缝 阶 。 成 功 就 是 你 比 别人 多 走 了 一 段 路 ， 或 许 恰恰 是 那么 一 小 步 。 

第 一 个 建议 : 多 角度 ， 对 比 学 习 。 

学 习 算 法 ， 可 以 先 阅读 一 本 简单 的 入 门 书 ， 然 后 综合 几 本 书 横 向 多 角度 看 ， 例 如 学 习 动 
态 规 划 ， 拿 几 本 算法 书 ， 把 动态 规划 这 章 都 找 出 来 ， 比 较 学 习 ， 多 角度 对 比分 析 更 清晰 ， 或 
许 你 会 居然 大 悟 。 或 许 有 同学 说 我 哪 有 那么 多 钱 买 那么 多 书 ， 只 要 想 学 习 ,， 没有 什么 可 以 阻 
挡 你 ! 你 可 以 联系 你 的 老师 ， 每 学 期 上 课 前 ， 我 都 会 告诉 学 生 ， 如 果 你 想 学 习 却 没 钱 买书 ， 
我 可 以 提供 帮助 。 想 一 想 ， 你 真 的 没有 办 法 吗 ? 

第 二 个 建议 : 大 视野 ， 不 求 甚 解 。 

经 常 有 学 生 为 了 一 个 公式 推导 或 几 行 代码 抛锚 ， 甚 至 停滞 数 日 ， 然 后 沉浸 在 无 尽 的 挫败 
Ж, ЗЕВС А. АИЛЕ, 代码 可 以 不 会 。 你 不 必 投 入 大 量 精力 试图 推导 
书 上 的 每 一 个 公式 , 也 不 必 探 究 语 法 或 技术 细节 。 学 算法 就 是 学 算法 本 身 , 首先 是 算法 思想 、 
解 题 思 路 ， 然 后 是 算法 实现 。 算 法 思想 的 背后 可 能 有 高 深 的 数学 模型 、 复 杂 的 公式 推导 ， 你 
理解 了 当然 更 好 , 不 懂 也 没关系 。 算 法 实现 可 以 用 任何 语言 , 所 以 不 必 纠 结 是 C、C++、Java、 
Python…… 更 不 必 考 虑 严格 的 语法 规则 ， 除 非 你 要 上 机 调试 。 建 议 还 是 先 领会 算法 ， 写 伪 代 
码 ， 在 大 脑 中 调试 吧 ! 如 果 你 没有 良好 的 编程 经 验 ， 一 开始 就 上 机 或 许 会 更 加 骨 演 。 志 到 不 
懂 的 部 分 , 浏览 一 下 或 干脆 跳 过 去 , 读 完了 还 不 明白 再 翻 翻 别 的 书 , 总 有 一 天 , MERRIN 6 
然 回首 ， 那 人 却 在 灯火 阑珊 处 ”。 

第 三 个 建议 : 多 交流 ， 见 贤 思 齐 。 

与 同学 、 朋 友 、 老 师 或 其 他 编程 爱好 者 一 起 学 习 和 讨论 问题 ， 是 取得 进步 最 有 效 的 办 法 
之 一 ， 也 是 分 享 知识 和 快乐 的 途径 。 加 入 论坛 、 交 流 群 ， 会 了 解 其 他 人 在 做 什么 、 怎 么 做 。 
遇 到 问题 请 教 高 手 ， 会 感受 到 本 酮 灌顶 的 喜悦 。 论 坛 和 群 也 会 分 享 大 量 的 学 习 资 料 和 视频 ， 
还 有 不 定期 的 培训 讲座 和 读书 交流 会 。 记 住 ， 你 不 是 一 个 人 在 战斗 ! 

第 四 个 建议 : 勤 实战 ， 越 挫 越 勇 。 

实践 是 检验 真理 的 唯一 标准 。 古 人 云 :“ 学 以 致 用 ”“ 师 夷 长 技 以 制 夷 ”"。 请 不 要 急切 期 
有 盼 实际 应 用 的 例子 ， 更 不 要 看 不 起 小 实例 。“ 不 积 哇 步 ， 无 以 至 千里 ”大 规模 的 成 功 商业 案 
例 不 是 我 们 目前 要 解决 的 问题 。 看 清楚 并 走 好 脚下 的 路 ， 比 仰望 天 空 更 实际 。 多 做 一 些 实战 
练习 ， 更 好 地 体会 算法 的 本 质 ， 在 错误 中 不 断 成 长 ， 越 挫 越 勇 ， 相 信 你 终究 会 有 建树 。 

第 五 个 建议 : 看 电影 ， 洞 察 未 来 。 

不 管 是 讲 人 工 智 能 ， 还 是 算法 分 析 ， 我 都 会 建议 同学 们 去 看 一 看 科幻 电影 ， 如 《人 工 智 
能 》《 记 忆 和 裂痕 》《 绝 密 飞 行 》《 未 来 战士 》《 她 》 等 。 奇 妙 的 是 ， 这 些 科 幻 的 东西 正在 一 步 步 
地 被 实现 ， 靠 的 是 什么 ?人工 智能 。 计 算 机 的 终极 是 人 工 智 能 ， 人 工 智能 的 核心 是 算法 。 未 
来 的 战争 是 科技 的 战争 , 先进 的 科技 需要 人 工 智 能 。 我 们 的 国家 还 有 很 多 技术 处 于 落后 状态 ， 
未 来 需要 你 。 


“一 心 两 本 ”学 习 法 : 一 颗 好 奇 心 ， 两 个 记录 本 。 

怀 着 一 颗 好 奇 心 去 学 习 ， 才 能 不 断 地 解决 问题 ， 获 得 满足 感 ， 体 会 算法 的 美 。 很 多 科学 
大 家 的 秘诀 就 是 永远 保持 一 颗 好 奇 心 ; 一 个 记录 本 用 来 记录 学 习 中 的 重点 难点 和 随时 突 发 的 
奇想 ;一 个 记录 本 做 日 记 或 周记 ， 记 录 一 天 或 一 周 来 学 了 什么 ， 有 什么 经 验 教训 ， 需 要 注意 
什么 ， 计 划 下 一 天 或 下 一 周 做 什么 。 不 停 地 总 结 反 思 过 去 ， 计 划 未 来 ， 这 样 每 天 都 有 事 做 ， 
心中 会 有 满 满 的 正 能 量 。 

记 住 没 有 人 能 一 路 而 就 ， 付 出 总 有 回报 。 








本 书 特 色 


СТ) 实例 丰富 ， 通 俗 易 懂 。 从 有 趣 的 故事 引入 算法 ， 从 简单 到 复杂 ， 使 读者 从 实例 中 体 
会 算法 设计 思想 。 实 例 讲 解 通俗 易 懂 ， 让 读者 获得 最 大 程度 的 启发 ， 锻 炼 分 析 问 题 和 解决 问 
题 的 能 

(2) 完美 图 解 ， 简 单 有 趣 。 结 合 大 量 完美 绘图 ， 对 算法 进行 分 解剖 析 ， 使 复杂 难 懂 的 问 
题 变 得 简单 有 趣 ， 给 读者 带 来 巨大 的 阅读 乐趣 ， 使 读者 在 阅读 中 不 知 不 觉 地 学 到 算法 知识 ， 
体会 算法 的 本 质 。 

G) 深入 浅 出 ， 透 析 本 质 。 采 用 伪 代 码 描述 算法 ， 既 简洁 易 懂 ， 又 能 抓 住 本 质 ， 算 法 思 
想 描 述 及 注释 使 代码 更 加 通俗 易 懂 。 对 算法 设计 初衷 和 算法 复杂 性 的 分 析 全 面 细致 ， 既 有 逐 
步 得 出 结论 的 推导 过 程 ， 又 有 直观 的 绘图 展示 。 

(4) 实战 演练 ， 循 序 渐进 。 每 一 个 算法 讲解 清楚 后 ， 进 行 实战 演练 ， 使 读者 在 实战 中 体会 算 
法 ， 增 强 自信 ， 从 而 提高 读者 独立 思考 和 动手 实践 的 能 力 。 丰 富 的 练习 题 和 思考 题 用 于 及 时 检验 
读者 对 所 学 知识 掌 的 握 情况 ， 为 读者 从 小 问题 出 发 到 逐步 解决 大 型 复杂 性 问题 芮 定 了 基础 。 

(5) 算法 解析 ， 优 化 拓展 。 每 一 个 实例 都 进行 了 详细 的 算法 解析 ， 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 
度 和 空间 复杂 度 ， 并 对 其 优化 拓展 进一步 讨论 ， 提 出 了 改进 算法 ， 并 进行 伪 码 讲解 和 实战 演 
练 ， 最 后 分 析 优化 算法 的 复杂 度 进行 对 比 。 使 读者 在 学 习 算法 的 基础 上 更 上 一 个 阶梯 ， 对 算 
法 优化 有 更 清晰 的 认识 。 

(6) 网 络 资 源 , 技术 支持 。 网 络 提供 本 书 所 有 范例 程序 的 源 代码 、 练习 题 以 及 答案 解析 ， 
这 些 源 代码 可 以 自由 修改 编译 ， 以 符合 读者 的 需要 。 本 书 提供 源 代码 执行 、 调 试 说 明 书 ， 对 
读者 存在 的 问题 提供 技术 支持 。 


建议 和 反馈 


写 一 本 书 是 一 项 极其 琐碎 、 繁 重 的 工作 ， 尽 管 我 已 经 竭力 使 本 书 和 网 络 支 持 接近 完美 ， 
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但 仍然 可 能 存在 很 多 漏洞 和 瑕 辣 。 欢 迎 读者 提供 关于 本 书 的 反馈 意见 ， 有 利于 我 们 改进 和 提 
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如 果 说 数学 是 皇冠 上 的 一 颗 明 珠 ， 那 么 算法 就 是 这 颗 明 珠 上 的 光臣 ,算法 让 这 颗 明 珠 更 
加 烟 烟 生 辉 ， 为 科技 进步 和 社会 发 展 照 亮 了 前 进 的 路 。 数 学 是 美学 ， 算 法 是 艺术 。 走 进 算 法 
的 人 ， 才 能 体会 它 的 魅力 。 

多 年 来 ， 我 有 一 个 梦想 ， 希 望 每 一 位 提 到 算法 的 人 ， 不 再 立即 紧 皱 眉头 ， 脑 海 闪 现 枯燥 的 
公式 、 元 长 的 代码 ; 希望 每 一 位 阅读 和 使 用 算法 的 人 ， 体 会 到 算法 之 美 ， 像 躺 在 法 国 普罗 旺 斯 
MARKKA E, 哩 一 口红 酒 ， 闭 上 眼睛 , 体会 舌尖 上 的 美味 , 感受 鼻腔 中 满洲 的 燕 衣 草 的 芳香 …… 


wy б 





1.1 打开 算法 之 门 


瑞士 著名 的 科学 家 N.Wirth 教授 曾 提出 : 数据 结构 + 算法 = 程序 。 

数据 结构 是 程序 的 骨架 ， 算 法 是 程序 的 灵魂 。 

在 我 们 的 生活 中 ， 算 法 无 处 不 在 。 我 们 每 天 早上 起 来 ， 刷 牙 、 洗 脸 、 吃 早餐 ， 都 在 算 着 
时 间 ， 以 免 上 班 或 上 课 迟 到 ; 去 超市 购物 , 在 资金 有 限 的 情况 下 ,考虑 先 买 什么 、 后 买 什么 ， 
算 算是 否 超额 ; 在 家 中 做 饭 ， 用 什么 食材 、 调 料 ， 做 法 、 步 骤 ， 还 要 品尝 一 下 咸 淡 ， 看 看 是 
否 做 熟 。 所 以 ， 不 要 说 你 不 懂 算 法 ， 其 实 你 每 天 都 在 用 ! 

但 是 对 计算 机 专业 算法 , 很 多 人 都 有 困惑 : “I can understand, but І can'tuse!”, 我 能 看 懂 ， 
但 不 会 用 ! 就 像 参观 莫 高 宣 的 壁画 ， 看 到 它 、 感 受 它 ， 却 无 法 走 进 。 我 们 正 需要 一 把 打开 算 
法 之 门 的 钥匙 ， 就 如 陶渊明 《桃花 源 记 》 中 的 “ 初 极 狭 ， 才 通信。 复 行 数 十 步 ， 蔬 然 开朗 。” 


1.2 妙 不 可 言 一 一 算法 复杂 性 


我 们 首先 看 一 道 某 跨国 公司 的 招聘 试题 。 
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写 一 个 算法 ， 求 下 面 序列 之 和 : 
=]; 1, =]; Ts 7 (=1)" 
当 你 看 到 这 个 题目 时 ， 你 会 怎么 想 ? for 语句 ? while 循环 ? 
先 看 算法 1-1: 
| // 算 法 1-1 
| зат=0; 
| Бог (1=1; i<=n; i++) 
{ 


sum=sum+(-1) “n; 
| } 


这 段 代码 可 以 实现 求 和 运算 ,但 是 为 什么 不 这 样 算 ?! 
= Бо (-1)' 
Е 


再 看 算法 1-2: 


| // 算 法 1-2 
if(ns2==0) // 判 断 n 是 不 是 偶数 ; $ 表 示 求 余数 
sum =0; 
else 
sum=-1; 


ARARIRE JERKE, ERI ARPE? 这 不 就 是 数学 家 高 斯 使 用 的 算 
法 吗 ? 


15 2y 3, 4, iy 99 100 
Масад, 
101 
一 共 50 对 数 ， 每 对 之 和 均 为 101， 那 么 总 和 为 : 
(1+100) Х50=5050 
1787 年 ，10 岁 的 高 斯 用 了 很 短 的 时 间 算 出 了 结果 ， 而 其 他 孩子 却 要 算 很 长 时 间 。 
可 以 看 出 ， 算 法 1-1 需要 运行 n+1 次 ， 如 果 n=100 00， 就 要 运行 100 01 次 ， 而 算法 1-2 
仅仅 需要 运行 1 次 ! 是 不 是 有 很 大 差别 ? 
高 斯 的 方法 我 也 知道 ， 但 遇 到 类 似 的 题 还 是 ……: 我 用 的 条 办 法 也 是 算法 吗 ? 
<: 是 算法 。 
算法 是 指 对 特定 问题 求解 步骤 的 一 种 描述 。 
算法 只 是 对 问题 求解 方法 的 一 种 描述 ， 它 不 依赖 于 任何 一 种 语言 ， 既 可 以 用 自然 语言 、 
程序 设计 语言 (C、C++、Java、Python 等 ) 描述 ， 也 可 以 用 流程 图 、 框 图 来 表示 。 一 般 为 
了 更 清楚 地 说 明 算 法 的 本 质 ， 我 们 去 除了 计算 机 语言 的 语法 规则 和 细节 ， 采 用 “ 伪 代 码 ” 来 
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描述 算法 。“ 伪 代码 ” 介 于 自然 语言 和 程序 设计 语言 之 间 ， 它 更 符合 人 们 的 表达 方式 ， 容 易 
理解 ， 但 不 是 严格 的 程序 设计 语言 ， 如 果 要 上 机 调试 ， 需 要 转换 成 标准 的 计算 机 程序 设计 语 
言 才 能 运行 。 

算法 具有 以 下 特性 。 

(1) 有 穷 性 : 算法 是 由 若干 条 指令 组 成 的 有 穷 序 列 ， 总 是 在 执行 若干 次 后 结束 ， 不 可 能 
永 不 停止 。 

(2) ЖЕМ: 每 条 语句 有 确定 的 含义 ， 无 歧义 。 

(3) 可 行 性 : 算法 在 当前 环境 条 件 下 可 以 通过 有 限 次 运算 实现 。 

(4) 输入 输出 有 和 零 个 或 多 个 输入 ， 一 个 或 多 个 输出 。 

算法 1-2 的 确 算 得 挺 快 的 ， 但 如 何 知 道 我 写 的 算法 好 不 好 呢 ? 

“好 ”算法 的 标准 如 下 。 

(1) 正确 性 : 正确 性 是 指 算法 能 够 满足 具体 问题 的 需求 ， 程 序 运行 正常 ， 无 语法 错误 ， 
能 够 通过 典型 的 软件 测试 ， 达 到 预期 的 需求 。 

(2) 易 读 性 : 算法 遵循 标识 符 命名 规则 ， 简 洁 易 懂 ， 注 释 语句 恰当 适量 ， 方 便 自己 和 他 
人 阅读 ， 便 于 后 期 调试 和 修改 。 

(3) 健壮 性 : 算法 对 非法 数据 及 操作 有 较 好 的 反应 和 处 理 。 例 如 ， 在 学 生 信息 管理 系统 
中 登记 学 生年 龄 时 ， 若 将 21 岁 误 输入 为 210 岁 ， 系 统 应 该 提示 出 错 。 

(4) 高 效 性 : 高 效 性 是 指 算法 运行 效率 高 ， 即 算法 运行 所 消耗 的 时 间 短 。 算 法 时 间 复 
杂 度 就 是 算法 运行 需要 的 时 间 。 现 代 计 算 机 一 秒 钟 能 计算 数 亿 次 ， 因 此 不 能 用 秒 来 具体 计 
算 算法 消耗 的 时 间 ， 由 于 相同 配置 的 计算 机 进行 一 次 基本 运算 的 时 间 是 一 定 的 ， 我 们 可 以 
用 算法 基本 运算 的 执行 次 数 来 衡量 算法 的 效率 。 因 此 ， 将 算法 基本 运算 的 执行 次 数 作为 时 
间 复 杂 度 的 衡量 标准 。 

(5) 低 存 储 性 : 低 存 储 性 是 指 算法 所 需要 的 存储 空间 低 。 对 于 像 手 机 、 平 板 电脑 这 
样 的 散 入 式 设 备 ， 算 法 如 果 占 用 空间 过 大 ， 则 无 法 运行 。 算 法 占用 的 空间 大 小 称 为 空间 复 
杂 度 。 

除了 (1) ~ G) 中 的 基本 标准 外 ， 我 们 对 好 的 算法 的 评判 标准 就 是 高 效率 、 低 
存储 。 
_ (1) ~ (3) 中 的 标准 都 好 办 ， 但 时 间 复 杂 度 怎么 算 呢 ? 

时 间 复 杂 度 : 算法 运行 需要 的 时 间 ， 一 般 将 算法 的 执行 次 数 作为 时 间 复 杂 度 的 度量 标准 。 

看 算法 1-3， 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 。 


// 算 法 1-3 
sum=0; // 运 行 1 次 
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total=0; // 运 行 1 次 
| Ғог(1=1; i<=n; i++) // 运 行 n 次 
{ 
| sum=sum+i; // 运 行 n 次 
| for (j=1; j<=n; j++) // 运 行 nkn 次 
| total=total+i*j; // 运 行 nkn 次 


} 


把 算法 的 所 有 语句 的 运行 次 数 加 起 来 : 1+1+ntntnxntnxn， 可 以 用 一 个 函数 T(n) 
表达 : 
T(n)=2n*+2n+2 
X Д КИ, Ч n=10° f, Т(и)=2х10'9+2х10°+2, 我 们 可 以 看 到 算法 运行 时 间 主 要 
取决 于 第 一 项 ， 后 面 的 甚至 可 以 忽略 不 计 。 
用 极限 表示 为 : 


BA eni C 为 不 等 于 0 的 常数 

如 果 用 时 间 复 杂 度 的 渐 近 上 界 表 示 ， 如 图 1-1 所 示 。 

从 图 1-1 МЕН, 34 n2n f, TMC (n), Ч п АЖ, (п) oo 近似 相 等 。 
因此 ， 我 们 用 O(f(n)) 来 表示 时 间 复 杂 度 渐 近 上 界 ， 通 常用 这 种 表示 法 衡量 算法 时 间 复 杂 度 。 
算法 1-3 的 时 间 复 杂 度 渐 近 上 界 为 O(f(n)) 二 O(n”)， 用 极限 表示 为 : 

Tn) _ |; 2° +2п+2 _ 
ma И). сан ур 


还 有 渐 近 下 界 符号 Q(T(n) 宇 Cf(n))， 如 图 1-2 所 示 。 
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图 1-1 渐 近 时 间 复 杂 度 上 界 图 1-2 渐 近 时 间 复 杂 度 下 界 


从 图 1-2 可 以 看 出 ， 当 n 室 no 时 ，T(n) 宇 Cf (н), Hn Е КИ, TOR S (n) 近 似 相 等 ， 
因此 ， 我 们 用 Q(f (n)) 来 表示 时 间 复 杂 度 渐 近 下 界 。 
渐 近 精确 界 符号 @(C//(n)<T(n)<C./(n)), Ш 1-3 所 示 。 
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从 图 1-3 ТЫ, Ч пгт, С (п) <Т(п) С (п), 4 п EEKE, TMA f (n) 
近似 相等 。 这 种 两 边 逼 近 的 方式 ， 更 加 精确 近似 ， 因 此 , 用 > 
O (f(n)) 来 表示 时 间 复 杂 度 渐 近 精确 界 。 

我 们 通常 使 用 时 间 复 杂 度 渐 近 上 界 О( (n)) 来 表示 时 间 复 
杂 度 。 

看 算法 1-4， 并 分 析 算 法 的 时 间 复 杂 度 。 
| // 算 法 1-4 





1=1; // 运 行 1 次 е е 
while (i<=n) // 可 假设 运行 x 次 图 1.3 渐进 时 间 复 杂 度 精确 界 
{ 

1=1*2; // 可 假设 运行 x 次 


} 

观察 算法 1-4， 无 法 立即 确定 while 及 i=i*2 运行 了 多 少 次 。 这 时 可 假设 运行 了 x IX, 每 
次 运算 后 i 值 为 2, 2 2, ыы". F, И, 时 结束 ， 即 2*=n 时 结束 ， 则 X=log2n, 那么 算法 
1-4 的 运算 次 数 为 1+2logz2n"， 时 间 复 杂 度 渐 近 上 界 为 O(f (n))= logn)» 

在 算法 分 析 中 , 渐 近 复杂 度 是 对 算法 运行 次 数 的 粗略 估计 , 大 致 反映 问题 规模 增长 趋势 ， 
而 不 必 精 确 计算 算法 的 运行 时 间 。 在 计算 渐 近 时 间 复 杂 度 时 ， 可 以 只 考虑 对 算法 运行 时 间 贡 
献 大 的 语句 ， 而 忽略 那些 运算 次 数 少 的 语句 ， 循 环 语句 中 处 在 循环 内 层 的 语句 往往 运行 次 数 
最 多 ， 即 为 对 运行 时 间 贡 献 最 大 的 语句 。 例 如 在 算法 1-3 F, rtotal=total+i*j 是 对 算法 贡献 最 
大 的 语句 ， 只 计算 该 语句 的 运行 次 数 即 可 。 

注意 : 不 是 每 个 算法 都 能 直接 计算 运行 次 数 。 

例如 算法 1-5, fE a[n] 数 组 中 顺序 查找 x， 返 回 其 下 标 i 如 果 没 找到 ， 则 返回 -1。 

// 算 法 1-5 

findx (int x) // 在 a[n] 数 组 中 顺序 查找 x 

ай і<п; і++) 

{ 

if (а[1]==х) 
return i; // 返 回 其 下 标 i 
) 
return -1; 
} 


我 们 很 难 计算 算法 1-5 中 的 程序 到 底 执 行 了 多 少 次 ， 因 为 运行 次 数 依赖 于 x 在 数组 中 的 
位 置 ， 如 果 第 一 个 元 素 就 是 x， 则 执行 1 次 (最 好 情况 );， 如 果 最 后 一 个 元 素 是 x， 则 执行 n 
次 (最 坏 情 况 )， 如 果 分 布 概率 均等 ， 则 平均 执行 次 数 为 (n+1) /2。 

有 些 算 法 ， 如 排序 、 查 找 、 插 入 等 算法 ， 可 以 分 为 最 好 、 最 坏 和 平均 情况 分 别 求 算法 渐 
近 复 杂 度 ， 但 我 们 考查 一 个 算法 通常 考查 最 坏 的 情况 ， 而 不 是 考查 最 好 的 情况 ， ИИН 
衡量 算法 的 好 坏 具有 实际 的 意义 。 
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”我 明白 了 ， 那 室 间 复杂 度 应 该 就 是 算法 占 了 多 大 存储 空间 了 ? о 


空间 复杂 度 : 算法 占用 的 空间 大 小 。 一 般 将 算法 的 辅助 空间 作为 衡量 空间 复杂 度 的 标准 。 
空间 复杂 度 的 本 意 是 指 算法 在 运行 过 程 中 占用 了 多 少 存储 空间 。 算 法 占用 的 存储 空间 
包括 : 
(1) 输入 /输出 数据 ; 
(2) 算法 本 身 ; 
(3) 额外 需要 的 辅助 空间 。 


输入 /输出 数据 占用 的 空间 是 必需 的 ， 算 法 本 身 占用 的 空间 可 以 通过 精简 算法 来 缩减 ， 
但 这 个 压缩 的 量 是 很 小 的 ， 可 以 忽略 不 计 。 而 在 运行 时 使 用 的 辅助 变量 所 占用 的 空间 ， 即 辅 
助 空间 是 衡量 空间 复杂 度 的 关键 因素 。 

看 算法 1-6， 将 两 个 数 交 换 ， 并 分 析 其 空间 复杂 度 。 

// 算 法 1-6 


swap (int x,int у) //х Бу 
{ 


int temp; 





temp=x; //temp 为 辅助 空间 © 
“< дна @ 
) 
两 数 的 交换 过 程 如 图 1-4 所 示 。 
图 1-4 中 的 步骤 标号 与 算法 1-6 中 的 语句 标号 一 一 对 应 , 该 算法 © 
使 用 了 一 个 辅助 空间 temp， 空 间 复 杂 度 为 0(1)。 


注意 : 递归 算法 中 ， 每 一 次 递 推 需要 一 个 栈 空 间 来 保存 调用 记 
录 ， 因 此 ， 空 间 复杂 度 需 要 计算 递归 栈 的 辅助 空间 。 


看 算法 1-7， 计 算 n 的 阶乘 ， 并 分 析 其 空间 复杂 度 。 @ 
// 算 法 1-7 
fac(int п) // 计 算 n 的 阶乘 图 1-4 两 数 交换 过 程 


if (n<0) ”// 小 于 零 的 数 无 阶乘 值 
{ 
ргіпі# ("п<0,ааёа еггог!"); 
return -1; 
} 
else if(n= =0 || n= =1) 
return 1; 
е1зе 
return п*Еас (п-1); 





8 | = 


阶乘 是 典型 的 递归 调用 问题 , 递归 包括 递 推 和 回归 。 递 推 是 将 原 问 题 不 断 分 解 成 子 问题 ， 
直到 达到 结束 条 件 , 返回 最 近 子 问题 的 解 ; 然后 逆向 逐一 回归 , 最 终 到 达 递 推 开 始 的 原 问 题 ， 
返回 原 问题 的 解 。 

思考 ; 试 求 5 的 阶乘 ， 程 序 将 怎样 计算 呢 ? 

5 的 阶乘 的 递 推 和 回归 过 程 如 图 1-5 和 图 1-6 所 示 。 


S*fac(4) Ss*fac(4)=120 
4*fac(3) 


3*fac(2) 





2*ас(1) 


ч 
Тас(т) Б 
Н 1-5 5 的 阶乘 递 推 过 程 图 1-6 5 的 阶乘 回归 过 程 


РА 1-5 和 图 1-6 的 递 推 、 回 归 过 程 是 我 们 从 逻辑 思维 上 推理 ， 用 图 的 方式 形象 地 表达 出 
来 的 ， 但 计算 机 内 部 是 怎样 处 理 的 呢 ? 计算 机 使 用 一 种 称 为 “ 栈 ” 的 数据 结构 ， 它 类 似 于 一 
个 放 一 摆 盘 子 的 容器 ， 每 次 从 顶端 放 进去 一 个 ， 拿 出 来 的 时 候 只 能 从 顶端 拿 一 个 ， 不 允许 从 
中 间 插 入 或 抽取 ， 因 此 称 为 “后 进 先 出 ”(last in first ош). 

5 的 阶乘 进 栈 过 程 如 图 1-7 所 示 。 


2*fac(1) 


3*fac(2) 


S*fac(4) 


























进 
{ в 


进 
栈 






5*1ас(4) 


图 1-7 5 的 阶乘 进 栈 过 程 


5 的 阶乘 出 栈 过 程 如 图 1-8 所 示 。 

从 图 1-7 和 图 1-8 的 进 栈 、 出 栈 过 程 中 ， 我 们 可 以 很 清晰 地 看 到 ， 首 先 把 子 问 题 一 步 步 
地 压 进 栈 ， 直 到 得 到 返回 值 ， 再 一 步 步 地 出 栈 ， 最 终 得 到 递归 结果 。 在 运算 过 程 中 ， 使 用 了 
1 个 栈 空间 作为 辅助 空间 ， 因 此 阶乘 递归 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n)。 在 算法 1-7 中 ， 时 间 复 





S*fac(4) 
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杂 度 也 为 O(n)， 因 为 п 的 阶乘 仅 比 n1 的 阶乘 多 了 一 次 乘法 运算 ，fac(n)=n*fac(n--1)。 如 果 
用 T(n) 表 示 fac(n) 的 时 间 复 杂 度 ， 可 表示 为 : 


fac(1)=1 fac(2)=2 fac(3)=6 Ғас(4)=24 Ғас(5)=120 
出 出 出 出 出 
栈 栈 栈 栈 


















图 1-8 5 的 阶乘 出 栈 过 程 


栈 
2) 


3*fac(2) 






4*fac(3) 


S*fac(4) 





S*fac(4) 


Т(п)= Ти- +1 
= Т(и-2)+1+1 
= T(1)+---+1+1 


gs 


1.3 Еау 


趣味 故事 1-1: 一 棋盘 的 麦子 

有 一 个 古老 的 传说 , 有 一 位 国王 的 女儿 不 幸 落水 , 水 中 有 很 多 鳄鱼 , 国王 情急 之 下 下 令 : 
“ 谁 能 把 公主 救 上 来 ， 就 把 女儿 嫁 给 他 .” 很 多 人 纷纷 退让 ， 一 个 勇敢 的 小 伙 子 挺身 而 出 ， 冒 
着 生命 危险 把 公主 救 了 上 来 ， 国 王 一 看 是 个 穷 小 子 ， 想 要 反悔 ， 说 : “除了 女儿 ， 你 要 什么 
都 可 以 .” 小 伙 子 说 : “好 吧 ， 我 只 要 一 棋盘 的 麦子 。 您 在 第 1 个 格子 里 放 HAT, 在 第 2 
个 格子 里 放 2 粒 ， 在 第 3 个 格子 里 放 4 粒 ， 在 第 4 个 格子 里 放 8 粒 ， 以 此 类 推 ， 每 一 格子 里 
的 麦子 粒 数 都 是 前 一 格 的 两 倍 。 把 这 64 个 格子 都 放 好 了 就 行 ， 我 就 要 这 么 多 。” 国 王 听 后 哈 
哈 大 笑 ， 觉 得 小 伙 子 的 要 求 很 容易 满足 ， 满 口 答应 。 结 果 发 现 ， 把 全 国 的 麦子 都 拿 来 ， 也 填 
不 完 这 64 格 …… 国王 无 奈 ， 只 好 把 女儿 嫁 给 了 这 个 小 伙 子 。 

解析 

棋盘 上 的 64 个 格子 究竟 要 放 多 少 粒 麦子 ? 

把 每 一 个 放 的 麦子 数 加 起 来 ， 总 和 为 S$， 则 : 
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$=1+21+22+23+...4+263 D 
RIERO PAARA 2, EADARRA: 
2SE214224123 二 2726341264 @ 
RORERO, M: 
S=2%^-1 =18 446 744 073 709 551 615 
据 专 家 统计 ， 每 个 麦 粒 的 平均 重量 约 41.9 毫克 ， 那 么 这 些 麦 粒 的 总 重量 是 ; 
18 446 744 073 709 551 615х41.9=772 918 576 688 430 212 668.5 (毫克 ) 
227729 (am) 

全 世界 人 口 按 60 亿 计算 ， 每 人 可 以 分 得 128 吨 ! | 

我 们 称 这 样 的 函数 为 爆炸 增 量 函 数 ， 想 一 想 ， 如 果 算 法 时 间 复 杂 度 是 0(2”) 会 怎样 ? 随 
Жп 的 增长 , 这 个 算法 会 不 会 “ 爆 掉 ”? 经 常见 到 有 些 算法 调试 没 问 题 , 运行 一 段 也 没 问 题 ， 
但 关键 的 时 候 宕 机 (shutdown)。 例 如 ， 在 线 考试 系统 ，50 个 人 考试 没 问题 ，100 人 考试 也 
没 问题 ， 如 果 全 校 1 万 人 考试 就 可 能 出 现 宕 机 。 

注意 : 宕 机 就 是 死机 ， 指 电脑 不 能 正常 工作 了 ， 包 括 一 切 原 因 导 致 的 死机 。 计 算 机 主机 
出 现 意 外 故障 而 死机 ， 一 些 服 务 器 (如 数据 库 ) 死 锁 ， 服 务 器 的 某 些 服 务 停止 运行 都 可 以 称 
为 宕 机 。 

常见 的 算法 时 间 复 杂 度 有 以 下 几 类 。 

(1) 常数 阶 。 

常数 阶 算法 运行 的 次 数 是 一 个 常数 ， 如 5、20、100。 常 数 阶 算法 时 间 复 杂 度 通常 用 O(1) 
表示 ， 例 如 算法 1-6， 它 的 运行 次 数 为 4， 就 是 常数 阶 ， 用 О(1) 7. 

(2) 多 项 式 阶 。 

很 多 算法 时 间 复 杂 度 是 多 项 式 , 通常 用 O(n)、 
On) Оту 例如 算法 1-3 就 是 多 项 式 阶 。 

(3) 指数 阶 。 

指数 阶 时 间 复 杂 度 运行 效率 极 差 ， 程序 员 往 
往 像 躲 “ 恶 魔 ” 一 样 避 开 它 。 常 见 的 有 O 
Oln! )、O(m") 等 。 使 用 这 样 的 算法 要 慎重 ， 例 如 
趣味 故事 1-1。 

(4) 对 数 阶 。 

对 数 阶 时 间 复 杂 度 运行 效率 较 高 ， 常 见 的 有 
O(logn)、O(nlogn) 等 ， 例 如 算法 1-4。 

常见 时 间 复 杂 度 函数 曲线 如 图 1-9 所 示 。 

从 图 1-9 中 可 以 看 出 ， 指 数 阶 增 量 随 着 x 的 增加 而 急剧 增加 ， 而 对 数 阶 增 加 缓慢 。 它 们 


JFlogx 





图 1-9 常见 函数 增 量 曲线 
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之 间 的 关系 为 : 
О(1)< O(logn)< O(n)< O(nlogn) < О(п?)< О(п?)< О(2") < О(п!)< O(n”) 
我 们 在 设计 算法 时 要 注意 算法 复杂 度 增 量 的 问题 ， 尽 量 避 免 爆炸 级 增 量 。 
趣味 故事 1-2: 神奇 兔子 数列 
假设 第 1 个 月 有 1 对 刚 诞 生 的 兔子 ， 第 2 个 月 进入 成 熟 期 ， 第 3 个 月 开始 生育 兔子 ， 而 
1 对 成 熟 的 兔子 每 月 会 生 1 对 兔子 ， 免 子 永 不 死去 …… 那 么 ， 由 1 对 初生 兔子 开始 ，12 个 月 
后 会 有 多 少 对 免 子 呢 ? 
兔子 数列 即 斐 波 那 契 数 列 ， 它 的 发 明 者 是 意大利 数学 家 列 昂 纳 多 ' 斐 波 那 契 (Leonardo 
Fibonacci，1170 一 1250 )。1202 年 ， 他 撰写 了 《算盘 全 书 》(《Liber Abaci》) 一 书 ， 该 书 是 一 
部 较 全 面 的 初等 数学 著作 。 书 中 系统 地 介绍 了 印度 一 阿拉 伯 数 码 及 其 演算 法 则 ,介绍 了 中 国 
# АЖЕК”; 引入 了 负数 ， 并 研究 了 一 些 简单 的 一 次 同 余 式 组 。 
(1) 问题 分 析 
我 们 不 妨 拿 新 出 生 的 1 对 小 兔子 分 析 : 
第 1 个 月 ， 小 兔子 四 没有 繁殖 能 力 ， 所 以 还 是 1 对 。 
第 2 个 月 ， 小 兔子 中 进入 成 熟 期 ， 仍 然 是 1 对 。 
第 3 SNH, ATOT 1 对 小 兔子 外， 于 是 这 个 月 共有 2 (1+1=2) 对 兔子 。 
第 4 个 月 ， 兔 子 上 又 生 了 1 对 小 兔子 @。 因 此 共有 3 (1+2=3) 对 兔子 。 
第 5 个 月 , 兔子 又 生 了 1 对 小 兔子 包 , 而 在 第 3 个 月 出 生 的 兔子 @ 也 生 下 了 1 对 小 免 
子 @。 共 有 5 (2+3=5) 对 兔子 。 
第 6 个 月 , 兔子 QD@@ 备 生 下 了 1 对 小 兔子 。 新生 3 对 兔子 加 上 原 有 的 5 对 兔子 这 个 月 
共有 8 (3+5=8) 对 兔子 。 
为 了 表达 得 更 清楚 ,我 们 用 图 示 来 分 别 表示 新 生 兔 子 、 成 熟 期 兔子 和 生育 期 兔子 ， 锡 子 
的 繁殖 过 程 如 图 1-10 所 示 。 
这 个 数列 有 十 分 明显 的 特点 ， 从 第 3 个 月 开始 ， 当 月 的 兔子 数 = 上 月 兔子 数 + 当月 新 生 兔 子 
数 ， 而 当月 新 生 的 兔子 正好 是 上 上 月 的 兔子 数 。 因 此 ， 前 面相 邻 两 项 之 和 ， 构 成 了 后 一 项 ， 即 : 
当月 的 兔子 数 = 上 月 兔子 数 + 上 上 月 的 兔子 数 
斐 波 那 契 数列 如 下 : 
Ir 1 
递归 式 表达 式 : 
1 = 
Е(п)= 41 „n= 
F(n-1)+F(n-2) ,n>2 
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第 1 个 月 (1 对 ) F 
第 2 个 月 С): 5 
第 3 个 月 (2 对 ) : 
第 4 个 月 (3 对 ) : 


第 5 个 月 (5 对 ) : 





1-10 兔子 繁殖 过 程 


第 6 个 月 (8 对 ) : 


那么 我 们 该 怎么 设计 算法 呢 ? 
哈哈 ， 这 太 简单 了 ， 用 递归 算法 很 快 就 算出 来 了 ! 
(2) 算法 设计 
首先 按照 递归 表达 式 设 计 一 个 递归 算法 ， 见 算法 1-8。 
// 算 法 1-8 
Fibl (int п) 
, if (п<1) 
return -1; 
| if (п==1 | |п==2) 
return 1; 
return Fibl (п-1) +2161 (п-2); 
} 
写 得 不 错 ， 那 么 算法 设计 完成 后 ， 我 们 有 3 个 问题 : 
° 算法 是 否 正确 ? 
° 算法 复杂 度 如 何 ? 
。 能 否 改进 算法 ? 
(3) 算法 验证 分 析 
第 一 个 问题 毋庸 置疑 ， 因 为 算法 1-8 是 完全 按照 递 推 公式 写 出 来 的 ， 所 以 正确 性 没有 问 
题 。 那 么 算法 复杂 度 呢 ? 假设 Tao) 表示 计算 Fib1(n) 所 需要 的 基本 操作 次 数 ， 那 么 : 


п=1 Bl, Т(п)=1; 
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n=2 №}, Т(п)=1; 
n=3 Hf, Т(п)=3; // 调 用 Fibl(2)、Fibl(1) 和 执行 一 次 加 法 运算 Рір1 (2) +Е11 (1) 


因此 ，n>2 时 要 分 别 调用 Fib1(n-1)、Fib1(n-2) 和 执行 一 次 加 法 运算 ， 即 : 
п>2 №], Т(п)= Т(п-1)+ Т(п-2) +1; 
递归 表达 式 和 时 间 复 杂 度 TUa) 之 间 的 关系 如 下 : 
1 ‚= Аб) 
F(n)=41 ‚п=2 T(n)=1 
CEAN ,n>2 T(n)=T(n-1)+T(n-2)+1 
由 此 可 得 : T(n) > Е(п). 


那么 怎么 计算 F(n) 呢 ? 
有 兴趣 的 读者 可 以 看 本 书 附录 A 中 通 项 公式 的 求解 方法 ， 也 可 以 看 下 文中 的 简略 解释 。 





斐 波 那 契 数列 通 项 为 : 
раа tt 
-aE 
4 и EFES, 





к-т 


Н 7(п) F(n) ， 这 是 一 个 指数 阶 的 算法 ! 
如 果 我 们 今年 计算 出 了 F(100), 那么 明年 才能 算出 所 101)， 多 算 一 个 斐 波 那 契 数 需 要 一 


年 的 时 间 ， 爆 炸 增 量 函 数 是 算法 设计 的 置 梦 ! 算法 1-8 的 时 间 复 杂 度 属于 爆炸 增 量 函数 ， 这 
在 算法 设计 时 是 应 当 避 开 的 ， 那 么 我 们 能 不 能 改进 它 呢 ? 


(4) 算法 改进 
既然 斐 波 那 契 数 列 中 的 每 一 项 是 前 两 项 之 和 ， 如 果 记 录 前 两 项 的 值 ， 只 需要 一 次 加 法 运算 


就 可 以 得 到 当前 项 ， 时 间 复杂 度 会 不 会 更 低 一 些 ? 我 们 用 数组 试 试看 ， 见 算法 1-9。 





// 算 法 1-9 
Е1Ь2 (іпё п) 


1Е (п<1) 
return -1; 

int *а=пеи int[n];// 定 义 一 个 数组 

а[1]=1; 

а[2]=1; 

for (int і=3;і<=п;і++) 
а[1]=а [1-1] +а [1-2]; 

return а[п]; 


14 | 算法 之 美 


很 明显 ， 算 法 1-9 的 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 算 法 仍然 是 按照 F(n) 的 定义 ， 所 以 正确 性 没有 
问题 , 而 时 间 复 杂 度 却 从 算法 1-8 的 指数 阶 降 到 了 多 项 式 阶 , 这 是 算法 效率 的 一 个 巨大 突破 ! 
算法 1-9 使 用 了 一 个 辅助 数组 记录 中 间 结 果 ， 空 间 复杂 度 也 为 O(n)， 其 实 我 们 只 需要 得 
到 第 个 斐 波 那 契 数 ， 中 间 结 果 只 是 为 了 下 一 次 使 用 ， 根 本 不 需要 记录 。 因 此 ， 我 们 可 以 采 
用 迁 代 法 进行 算法 设计 ， 见 算法 1-10。 
| // 算 法 1-10 
Fib3(int п) 
l ine 1,81; 32; 
if (п<1) 
return -1; 
if (п==1||п==2) 
return 1; 
ѕ1=1; 
52=1; 
for (1=3; і<=п; i++) 
{ 
52=51+52; // 轧 转 相 加 法 
s1=s2-s1; // 记 录 前 一 项 
23-10 52; 


} 
迭代 过 程 如 下 。 
初始 值 : si=1; 52=1; 
当前 解 记录 前 一 项 





i=3 时 52= 51152=2 51=52—51=1 

i=4 时 $2 二 51+52=3 si~ 52—51=2 
i=5 时 $2= 51+52=5 $1= 52—$1=3 
i=6 时 52= 51+52=8 $1= 52—$1=5 


算法 1-10 使 用 了 若干 个 辅助 变量 , ЗЕРЕН 2, 每 次 记录 前 一 项 , 时 间 复 杂 度 为 O(n)， 
但 空间 复杂 度 降 到 了 О(1). 

问题 的 进一步 讨论 : 我 们 能 不 能 继续 降 阶 ， 使 算法 时 间 复 杂 度 更 低 呢 ? ЛА Е, ЗЕ 
波 那 契 数列 时 间 复 杂 度 还 可 以 降 到 对 数 阶 O(logn)， 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 相关 资料 。 想 
想 看 ， 我 们 把 一 个 算法 从 指数 阶 降 到 多 项 式 阶 ， 再 降 到 对 数 阶 ， 这 是 一 件 多 么 振奋 人 心 
的 事 ! 

(5) 惊人 大 发 现 

科学 家 经 研究 在 植物 的 叶 、 枝 、 茎 等 排列 中 发 现 了 斐 波 那 契 数 ! 例如 ， 在 树木 的 枝 干 上 
选 一 片 叶子 ， 记 其 为 数 1， 然 后 依 序 点 数 叶子 〈 假 定 没有 折 损 )， 直 到 到 达 与 那 片 叶 子 正 对 
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的 位 置 ， 则 其 间 的 叶子 数 多 半 是 斐 波 那 契 数 。 叶 子 从 一 个 位 置 到 达 下 一 个 正 对 的 位 置 称 为 一 
个 循 回 。 叶 子 在 一 个 循 回 中 旋转 的 圈 数 也 是 斐 波 那 契 数 。 在 一 个 循 回 中 ， 叶 子 数 与 叶子 旋转 
圈 数 的 比 称 为 叶 序 〈 源 自 希 腊 词 ， 意 即 叶 子 的 排列 ) 比 。 多 数 植物 的 叶 序 比 呈现 为 辈 波 那 契 
数 的 比 , 例如 ， 萄 的 头 部 具有 13 条 顺 时 针 旋 转 和 21 ЖАРЕ РЕНО ЗЕ ВСЕ Е, [Ау Н з 
的 种 子 的 圈 数 与 子 数 、 落 萝 的 外 部 排列 同样 有 着 这 样 的 特性 ， 如 图 1-11 所 示 。 





图 1-11 ARRE (图片 来 自 网 络 ) 


ХИ ЕДО. РЕСЕ. Эе. ХН. ВАЛЕ. ВРК. НЕЛЕ. ШЕНЕ 
W, ИЕА Н УЗЕ Е 0: 3, 5, 8, 13, 21, =. Ш 1-12 所 示 。 
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图 1-12 植物 花 斩 (图 片 来 自 网 络 ) 


树木 在 生长 过 程 中 往往 需要 一 段 “ 休 息 ” 时 间 ， 供 自身 生长 ， 而 后 才能 萌发 新 枝 。 所 
以 ， 一 株 树苗 在 一 段 间隔 《例如 一 年 ) 以 后 长 出 一 条 新 枝 ， 第 二 年 新 核 “休息 ”， 老 枝 依 
旧 萌 发 ， 此 后 ， 老 枝 与 “休息 ”过 一 年 的 村 同 时 萌发 ， 当 年 生 的 新 梳 则 次 年 “休息 ”。 这 
样 ， 一 株 树木 各 个 年 份 的 枝 极 数 便 构 成 斐 波 那 契 数 列 ， 这 个 规律 就 是 生物 学 上 著名 的 “ 重 

这 些 植物 懂得 斐 波 那 契 数列 吗 ? 应 该 并 非 如 此 , 它们 只 是 按照 自然 的 规律 才 进 化 成 这 样 
的 。 这 似乎 是 植物 排列 种 子 的 “优化 方式 ” 它 能 使 所 有 种 子 具 有 相近 的 大 小 却 又 朴 密 得 当 ， 
不 至 于 在 圆心 处 挤 太 多 的 种 子 而 在 圆周 处 却 又 很 稀 朴 。 叶 子 的 生长 方式 也 是 如 此 ， 对 于 许多 
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植物 来 说 ,每 片 叶子 从 中 轴 附 近 生 长 出 来 , 为 了 在 生长 的 过 程 中 一 直 都 能 最 佳 地 利用 空间 (要 
考虑 到 叶子 是 一 片 一 片 逐渐 地 生长 出 来 ， 而 不 是 一 下 子 同 时 出 现 的 )， 每 片 叶 子 和 前 一 片 叶 
子 之 间 的 角度 应 该 是 222.5*， 这 个 角度 称 为 “黄金 角度 ” 因为 它 和 整个 圆周 360° 之 比 是 黄 
金 分 割 数 0.618 的 倒数 ， 而 这 种 生长 方式 就 导致 了 斐 波 那 契 螺 旋 的 产生 。 向 日 葵 的 种 子 排列 
形成 的 斐 波 那 契 螺旋 有 时 能 达到 89， 甚 至 144。1992 年 ， 两 位 法 国 科学 家 通过 对 花瓣 形成 
过 程 的 计算 机 仿真 实验 , 证实 了 在 系统 保持 最 低能 量 的 状态 下 ， 花 采 会 以 斐 波 那 契 数列 的 规 
КНЕ. 

有 趣 的 是 : ЗОРЕ зс а H ВСН КАЈ, А А ЭСКО ОА О. ПН. n 
趋向 于 无 穷 大 时 , 斐 波 那 契 数 列 前 一 项 与 后 一 项 的 比值 越 来 越 逼 近 黄金 分 割 比 0.618: 1+1=1, 
1-2=0.5, 2+3=0.666, --*, 3=5=0.6, 5=8=0.625, ***, 55=89=0.617977, *-*, 144=233=0.618025, +, 
46368-75025=0.6180339886--*-** 

越 到 后 面 ， 这 些 比值 越 接近 黄金 分 割 比 : 

Е(п-) 2 
FO) 1+4/5 

斐 波 那 契 数列 起 源 于 兔子 数列 ， 这 个 现实 中 的 例子 让 我 们 真切 地 感到 数学 源 于 生活 ， 生 
活 中 我 们 需要 不 断 地 通过 现象 发 现 数学 问题 ， 而 不 是 为 了 学 习 而 学 习 。 学 习 的 目的 是 满足 对 
世界 的 好 奇 心 ， 如 果 我 们 怀 着 这 样 一 颗 好 奇 心 ， 或 许 世 界 会 因 你 而 不 同 ! 斐 波 那 契 通过 兔子 
繁殖 来 告诉 我 们 这 种 数学 问题 的 本 质 ， 随 着 数列 项 的 增加 ,前 一 项 与 后 一 项 之 比 越 来 越 逼 近 
黄金 分 割 的 数值 0.618 时 ， 我 彻底 被 震惊 到 了 ， 因 为 数学 可 以 表达 美 ， 这 是 令 我 们 叹为观止 
的 地 方 。 当 数学 创造 了 更 多 的 奇迹 时 ， 我 们 会 发 现 数学 本 质 上 是 可 以 回归 到 自然 的 ， 这 样 的 
事例 让 我 们 感受 到 数学 的 美 ， 就 像 黄 金 分 割 、 斐 波 那 契 数列 ， 如 同 大 自然 中 的 一 东 采 小 花 ， 
散发 着 智慧 的 芳香 …… 


= 0.618 











1.4 ЕЕ ELI 


有 人 抱怨 : 算法 太 枯燥 、 乏 味 了 ， 看 到 公式 就 头晕 ， 无 法 学 下 去 了 。 你 肯定 选择 了 一 条 充满 
莉 棘 的 路 。 选 对 方法 ， 你 会 发 现 这 里 是 一 条 充满 鸟语花香 和 欢声 笑语 的 幽 径 ， 在 这 里 ， 你 可 以 和 
高 德 纳 聊 聊 ， 同 爱 因 斯 坦 喝 杯 咖啡 ， 与 歌德 巴赫 和 角 谷 谈 谈 想法 ，Dijkstra 也 不 错 。 与 世界 顶级 的 
大 师 进 行 灵 魂 之 交 ， 不 问 结果 ， 这 一 过 程 已 足够 美妙 ! 

如 果 这 本 书 能 让 多 一 个 人 爱 上 算法 ， 这 就 足够 了 ! 

趣味 故事 1-3: 马克 思 手 稿 中 的 数学 题 

马克 思 手 稿 中 有 一 道 趣味 数学 问题 : 有 30 个 人 ， 其 中 有 男人 、 女 人 和 和 小孩， 这 些 人 在 
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一 家 饭馆 吃饭 花 了 50 先 令 ; 每 个 男人 花 3 先 令 ， 每 个 女人 花 2 先 令 ， 每 个 小 孩 花 1 先 令 ; 
问 男人 、 女 人 和 小 孩 各 有 几 人 ? 


(1) 问题 分 析 

设 x、y、z 分 别 代 表 男 人 、 女 人 和 小 孩 。 按 题目 的 要 求 ， 可 得 到 下 面 的 方程 : 
х+у+2=30 © 
Зх+2у+2=50 © 

ARHAR, O-O: 
2х+у=20 @ 


AROH UEH, KHA x у 为 正 整数 ，x 最 大 只 能 取 9， 所 以 x 变化 范围 是 1~9。 那 么 
我 们 可 以 让 x 从 1 到 9 变化 ， 再 找 满足 加 两 个 条 件 y. 三 值 ， 找 到 后 输入 即 可 ， 答 案 可 能 
AES a 


(2) 算法 设计 
按照 上 面 的 分 析 进 行 算 法 设计 ， 见 算法 1-11。 
// 算 法 1-11 


#include<iostream> 
int main() 
{ 
| int x,y,z,count=0; // 记 录 可 行 解 的 个 数 
cout<<" Men, Women, Children"<<endl; 
ооо ОТРУТ se Wu a tst ip. e, yk Tn 8 a Še sÑ a: w G. d "<<end1; 
for (x=1;x<=9;x++) 
{ 
у=20-2*х; ”// 固 定 x 值 然后 根据 式 @ 求 得 y (Е 
2=30-х-у;  // 由 式 @ 求 得 z 值 
if (3*x+2*y+z==50) /7/ 判 断 当前 得 到 的 一 组 解 是 否 满足 式 @ 


cout<<++count<<" "<<x<<y<<z<<endl; // 打 印 出 第 几 个 解 和 解 值 x，yY，z 
} 





} 


(3) 算法 分 析 

算法 完全 按照 题 中 方程 设计 ， 因 此 正确 性 给 良 置 疑 。 那 么 算法 复杂 度 怎样 呢 ? 从 算法 
1-11 中 可 以 看 出 ， 对 算法 时 间 复 杂 度 贡献 最 大 的 语句 是 for(x=1;x<=9;x++)， 该 语句 的 执行 次 
数 是 9, for 循环 中 3 条 语句 的 执行 次 数 也 为 9， 其 他 语句 执行 次 数 为 1，for 语句 一 共 执 行 
36 次 基本 运算 ， 时 间 复 杂 度 为 0(1)。 没 有 使 用 辅助 空间 ， 空 间 复 杂 度 也 为 0(1)。 

(4) 问题 的 进一步 讨论 

为 什么 让 x 变化 来 确定 六 218? 让 y 变化 来 确定 x、z EREE? LE z 变化 来 确定 x. 
y 值 行 不 行 ? 有 没有 更 好 的 算法 降低 时 间 复 杂 度 ? 

趣味 故事 1-4: 爱 因 斯 坦 的 阶梯 

爱 因 斯 坦 家 里 有 一 条 长 阶梯 ， 若 每 步 跨 2 阶 ， 则 最 后 剩 1 阶 ; 若 每 步 跨 3 阶 ， 则 最 后 剩 
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2 阶 ; 若 每 步 跨 5 阶 ， 则 最 后 剩 4 阶 ; 若 每 步 跨 6 阶 ， 则 最 后 剩 5 阶 。 只 有 每 次 跨 7 阶 ， 最 
后 才 正 好 1 阶 不 剩 。 请 问 这 条 阶梯 共有 多 少 阶 ? 
(1) 问题 分 析 
根据 题 意 ， 阶 梯 数 n 满足 下 面 一 组 同 余 式 : 
n=1(mod2) 
n=2(mod3) 
п=4(то45) 
n=5(mod6) 
n=0(mod7) 
注意 : МА a, b, AERAR т 所 得 的 余数 相等 ， 则 称 a, b 对 于 模 т 同 余 ， 
记 作 a=b(mod т), Еа Т Б т, Еа УЬ ТАЯ т 同 余 。 那 么 只 需要 判断 一 
个 整数 值 是 否 满足 这 5 个 同 余 式 即 可 。 
(2) 算法 设计 
按照 上 面 的 分 析 进 行 算法 设计 ， 见 算法 1-12。 
// 算 法 1-12 
#include<iostream> 
int main() 
| int n=1; //n 为 所 设 的 阶梯 数 
while(!((ng2==1) && (ng%g3==2) && (п%5==4) && (п%6==5) && (п%7==0))) 
п++; // 判 别 是 否 满足 一 组 同 余 式 
cout<<"Count the stairs= "<<п<<епа1; // 输 出 阶梯 数 
} 
(3) 算法 分 析 
算法 的 运行 结果 : 


| Count the stairs =119 


因为 n 从 1 开始, 找到 第 一 个 满足 条 件 的 数 就 停止 , 所 以 算法 1-12 中 的 while 语句 运行 
了 119 次 。 有 的 算法 从 算法 本 身 无 法 看 出 算法 的 运行 次 数 ， 例 如 算法 1-12， 我 们 很 难 知道 
while 语句 执行 了 多 少 次 ， 因 为 它 是 满足 条 件 时 停止 ， 那 么 多 少 次 才能 满足 条 件 呢 ? 每 个 问 
TOOTE ed бааша die 








(4) 算法 改进 


因为 从 上 面 的 5 个 同 余 式 来 看 , 这 个 数 一 定 是 7 的 倍数 n=0(mod 7), 除 以 6 余 5, 除 以 5 余 4， 
除 以 3 余 2， 除 以 2 余 1， 我 们 为 什么 不 从 7 的 倍数 开始 判断 呢 ? 算法 改进 见 算法 1-13。 
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// 算 法 1-13 
#include<iostream> 
int main() 
{ 
int п=7; //n 为 所 设 的 阶梯 数 
while (! ( (п%2==1) && (п%3==2) && (п%5==4) && (п%6==5) && (п%7==0))) 
п=п+7; // 判 别 是 否 满足 一 组 同 余 式 
cout<<"Count the stairs="<<n<<endl; // 输 出 阶梯 数 
} 


算法 的 运行 结果 : 

Count the stairs =119 

算法 1-13 中 的 while 语句 执行 了 119/7=17 次 ， 可 见 运行 次 数 减 少 了 不 少 呢 ! 

(5) 问题 的 进一步 讨论 

此 题 算 法 还 可 考虑 求 1、2、4、5 的 最 小 公 倍数 n， 然 后 令 tn-l, Я г=0(тоа 7) 是 否 
成 立 ， 若 不 成 立 则 二 ttn， 再 进行 判别 ， 直 到 选 出 满足 条 件 的 1 为 止 。 

1, 2, 4. 5 的 最 小 公 倍数 n=20。 

t=n-1=19, (=0(той 7) 不 成 立 ; 

t= 1+п=39, t=0(mod 7) 不 成 立 ; 

t= 1+п=59, t=0(mod 7) 不 成 立 ; 

t= 1+п=79, t=0(mod 7) 不 成 立 ; 

t=t+n=99, t=0(mod 7) 不 成 立 ; 

t= 1+п=119, (=0(тоа 7) 成 立 。 

我 们 可 以 看 到 这 一 算法 判断 6 次 即 成 功 , 但 是 , 求 多 个 数 的 最 小 公 倍 数 需要 多 少时 间 复 
杂 度 ， 是 不 是 比 上 面 的 算法 更 优 呢 ?结果 如 何 请 大 家 动手 试 一 试 。 

趣味 故事 1-5: 哥 德 巴赫 猜想 

哥 德 巴赫 猜想 : 任 一 大 于 2 的 偶数 ， 都 可 表示 成 两 个 素数 之 和 。 

验证 : 2000 以 内 大 于 2 的 偶数 都 能 够 分 解 为 两 个 素数 之 和 。 

(1) 问题 分 析 

为 了 验证 哥 德 巴赫 猜想 对 2000 以 内 大 于 2 的 偶数 都 是 成 立 的 ， 要 将 整数 分 解 为 两 部 分 
(两 个 整数 之 和 )， 然 后 判断 分 解 出 的 两 个 整数 是 否 均 为 素数 。 若 是 ， 则 满足 题 意 ; 否则 重新 
进行 分 解 和 判断 。 素 数 测试 的 算法 可 采用 试 除法 ， 即 用 2，3，4，…，Vn 去 除 n， 如 果 能 被 
整除 则 为 合 数 ， 不 能 被 整除 则 为 素数 。 





(2) 算法 设计 
按照 上 面 的 分 析 进 行 算法 设计 ， 见 算法 1-14。 
// 算 法 1-14 


#include<iostream> 
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#include<math.h> 
int prime(int n); // 判 断 是 否 均 为 素数 
int main () 
{ 
int зуп 
for (1=4;1<=2000;1+=2) //Х{2000 大 于 2 的 偶数 分 解 判断 ， 从 4 开始 ， 每 次 增 2 
{ 
for(n=2;n<i;n++) // 将 偶数 i 分 解 为 两 个 整数 ， 一 个 整数 是 n， 一 个 是 i-n 
if (prime (n)) // 判 断 第 一 个 整数 是 否 均 为 素数 
if (prime (1-п)) ”// 判 断 第 二 个 整数 是 否 均 为 素数 
{ 


cout<< i <<"=" << n <<"+"<<i-n<<endl; // 若 均 是 素数 则 输出 
break; 


if (n==i) 
cout<<"error "<<епа1; 
} 
} 
int prime (int і) // 判 断 是 否 为 素数 
{ 
inte 3; 
1#(1<=1) return 0; 
if (i==2) return 1; 
for (j=2;j<= (int) (sqrt ( (4очЬ1е) і) ;ј++) 
1Е(! (1%3)) return 0; 
return 1; 


} 


(3) 算法 分 析 

要 验证 哥 德 巴赫 猜想 对 2000 以 内 大 于 2 的 偶数 都 是 成 立 的， 我 们 首先 要 看 看 这 个 范围 
的 偶数 有 多 少 个 。1 一 2000 中 有 1000 个 偶数 ，1000 个 奇数 ， 那 么 大 于 2 的 偶数 有 999 个 ， 
Вр 关 4，6，8，…，2000。 再 看 偶数 分 解 和 素数 判断 ， 这 就 要 看 最 好 情况 和 最 坏 情 况 了 。 最 
好 的 情况 是 一 次 分 解 ， 两 次 素数 判断 即 可 成 功 ， 最 坏 的 情况 要 —2 次 分 解 CEI п=2, 3, + 
1-1 的 情况 )， 每 次 分 解 分 别 执行 2 一 sqrt() 次 、2 一 sqrt( 王 四 次 判断 。 

这 个 程序 看 似 简 单 合 理 ， 但 存在 下 面 两 个 问题 。 

1) 偶数 分 解 存在 重复 。 

ө i=4: 分 解 为 (2，2)，(3，1)， 从 n=2, 3, +, ГТД, 每 次 得 到 一 组 数 (n,， i-n)。 

ө 26: 分解 为 (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1), 

ә 16: ЗНН (2, 6), (3, SX (4, 4), ($, 3), (6/2, (7, 1). 

除了 最 后 一 项 外 ,每 组 分 解 都 在 1/2 处 对 称 分 布 。 最 后 一 组 中 有 一 个 数 为 1，1 既 不 是 素 
数 也 不 是 合 数 ， 因 此 去 掉 最 后 一 组 ， 那 么 我 们 就 可 以 从 n=2，3，…，i/2 进行 分 解 ， 省 掉 了 
一 半 的 多 余 判 断 。 

2) 素数 判断 存在 重复 。 

° i=4: 分 解 为 (2，2)，(3，1)， 要 判断 2 是 否 为 素数 ， 然 后 判断 第 二 个 2 是 否 为 素 
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数 。 判 断 成 功 ， 返 回 。 

° i=6: Эу (2, 4), (3, 3), (4，2), (5，1)， 要 判断 2 是 否 为 素数 ， 然 后 判断 4 
是 否 为 素数 ， 不 是 继续 下 一 个 分 解 。 再 判断 3 是 否 为 素数 ， 然 后 判断 第 二 个 3 是 否 
为 素数 。 判 断 成 功 ， 返 回 。 

每 次 判断 素数 都 要 调用 prime 函数 ， 那 么 可 以 先 判断 分 解 有 可 能 得 到 的 数 是 否 为 素数 ， 
然后 把 结果 存储 下 来 ， 下 次 判断 时 只 需要 调用 上 次 的 结果 ， 不 需要 再 重新 判断 是 否 为 素数 。 
例如 (2，2)， 第 一 次 判断 结果 2 是 素数 ， 那 第 二 个 2 就 不 用 判断 ， 直 接 调用 这 个 结果 ， 后 
面 所 有 的 分 解 ， 只 要 遇 到 这 个 数 就 直接 认定 为 这 个 结果 。 

(4) 算法 改进 

先 判断 所 有 分 解 可 能 得 到 的 数 是 否 为 素数 ， 然 后 把 结果 存储 下 来 ， 有 以 下 两 种 方法 。 

1) 用 布尔 型 数组 flag[2..1998] 记 录 分 解 可 能 得 到 的 数 (2 一 1998) 所 有 数 是 不 是 素数 ， 
分 解 后 的 值 作为 下 标 ， 调 用 该 数组 即 可 。 时 间 复 杂 度 减少 ， 但 空间 复杂 度 增加 。 

2) 用 数值 型 数组 data[302] 记 录 2 一 1998 中 所 有 的 素数 (302 个 )。 

。 分 解 后 的 值 ， 采 用 折 半 查找 〈 素 数 数组 为 有 序 存储 ) 的 办 法 在 素数 数组 中 查找 ， 找 

到 就 是 素数 ， 和 否则 不 是 。 
。 不 分 解 ， 直 接 在 素数 数组 中 找 两 个 素数 之 和 是 否 为 i， 如 果 找 到 ， 验 证 成 功 。 因 为 素 
数 数组 为 有 序 存储 ， 当 两 个 数 相 加 比 i 大 时 ， 不 需要 再 判断 后 面 的 数 。 

(5) 问题 的 进一步 讨论 

上 面 的 方法 可 以 写 出 3 个 算法 ， 大 家 可 以 尝试 写 一 写 ， 然后 分 析 时 间 复 杂 度 、 空 间 复杂 
度 如 何 ? 哪个 算法 更 优 一 些 ? 是 不 是 还 可 以 做 到 更 好 ? 


1.5 ЕЕЕ 


很 多 人 感叹 ;算法 为 什么 这 么 难 ! 

一 个 原因 是 ， 算 法 本 身 具 有 一 定 的 复杂 性 ， 还 有 一 个 原因 : 讲 得 不 到 位 ! 

算法 的 教 与 学 有 两 个 困难 。 

(1) 我 们 学 习 了 那些 经 典 的 算法 ， 在 惊叹 它们 奇妙 的 同时 ， 难 免 疑虑 重重 : 这 些 算 法 是 怎 
么 被 想到 的 ? 这 可 能 是 最 费解 的 地 方 。 高 手 讲 ， 学 算法 要 学 它 的 来 龙 去 脉 ， 包 括 种 种 证 明 。 但 
这 对 菜鸟 来 说 ， 这 简直 比 登 天 还 难 ， 很 可 能 花费 很 多 时 间 也 无 法 搞 清楚 。 对 大 多 数 人 来 说 ， 这 
条 路 是 行 不 通 的 那 怎么 办 呢 ? 下 功夫 去 记忆 书 上 的 算法 ? 记 住 这 些 算法 的 效率 ? 这样 做 看 似 
学 会 了 ， 其 实 两 手 空空 ， 遇 到 一 个 新 问题 ， 仍 然 无 从 下 手 。 可 这 偏偏 又 是 极 重要 的 ， 无 论 做 研 
究 还 是 实际 工作 ， 一 个 计算 机 专业 人 士 最 重要 的 能 力 就 是 解决 问题 一 解决 那些 不 断 从 实际 
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应 用 中 冒 出 来 的 新 问题 。 

(2) 算法 作为 一 门 学 问 ， 有 两 条 几乎 平行 的 线索 。 一 个 是 数据 结构 (数据 对 象 ): 数 、 
矩阵、 集合 、 串 、 排 列 、 图 、 表 达 式 、 分 布 等 。 另 一 个 是 算法 策略 : 贪心 、 分 治 、 动 态 规 
划 、 线 性 规划 、 搜 索 等 。 这 两 条 线索 是 相互 独立 的 : 同一 个 数据 对 象 〈 如 图 ) 上 有 不 同 的 
问题 〈 如 单 源 最 短路 径 和 多 源 最 短路 径 )， 就 可 以 用 到 不 同 的 算法 策略 〈 例 如 贪 禁 和 动态 
规划 ); 而 完全 不 同 的 数据 对 象 上 的 问题 〈 如 排序 和 整数 乘法 )， 也 许 就 会 用 到 相同 的 算法 
策略 (如 分 治 )。 

两 条 线索 交织 在 一 起 ， 该 如 何 表述 ? 我 们 早已 习惯 在 一 章 中 完全 讲 排序 ， 而 在 另 一 章 
中 完全 讲 图 论 算法 。 还 没有 哪 一 本 算法 书 很 好 地 解决 这 两 个 困难 ， 传 统 的 算法 书 大 多 注重 
内 容 的 收录 ， 但 却 忽视 思维 过 程 的 展示 ， 因 此 我 们 学 习 了 经 典 的 算法 ， 却 费解 于 算法 设计 
的 过 程 。 

本 书 从 问题 出 发 ， 根 据 实际 问题 分 析 、 设 计 合适 的 算法 策略 ， 然 后 在 数据 结构 上 操作 实 
现 , 巧妙 地 将 数据 结构 和 算法 策略 拧 成 了 一 条 线 。 通 过 大 量 实例 ， 充 分 展现 算法 设计 的 思维 
过 程 ， 让 读者 充分 体会 求解 问题 的 思路 ， 如 何 分 析 ? 使 用 什么 算法 策略 ? 采用 什么 数据 结 
RJ? 算法 的 复杂 性 如 何 ? 是否 有 优化 的 可 能 ? 

这 里 , 我 们 培养 的 是 让 读者 怀 着 一 颗 好 奇 心 去 思考 问题 、 解 决 问题 。 更 重要 的 是 一 一 体 
会 学 习 的 乐趣 ， 发 现 算法 的 美 ! 


1.6 EELA 


本 章 主要 说 明 以 下 问题 。 

(1) 将 程序 执行 次 数 作 为 时 间 复 杂 度 衡量 标准 。 

(2) 时 间 复 杂 度 通常 用 渐 近 上 界 符号 Ди) 

(3) 衡量 算法 的 好 坏 通 常 考查 算法 的 最 坏 情 况 。 

(4) 空间 复杂 度 只 计算 辅助 空间 。 

(5) 递归 算法 的 空间 复杂 度 要 计算 递归 使 用 的 栈 空间 。 

(6) 设计 算法 时 尽量 避免 爆炸 级 增 量 复杂 度 。 

通过 本 章 的 学 习 ， 我们 对 算法 有 了 初步 的 认识 ,算法 就 在 我 们 的 生活 中 。 任 何 一 个 算法 
都 不 是 凭空 造 出 来 的 ， 而 是 来 源 于 实际 中 的 某 一 个 问题 ， 由 此 推 及 一 类 、 一 系列 问题 ， 所 以 
算法 的 本 质 是 高 效 地 解决 实际 问题 。 本 章 部 分 内 容 或 许 你 不 是 很 清楚 ， 不 必 灰 心 ， 还 记得 我 
在 前 言 中 说 的 “大 视野 ， 不 求 甚 解 ” 吗 ? 例如 斐 波 那 契 数列 的 通 项 公式 推导 ， 不 懂 没 关系 ， 
只 要 知道 斐 波 那 契 数列 用 递归 算法 ， 时 间 复 杂 度 是 指数 阶 ， 这 就 够 了 。 就 像 一 个 面包 师 一 边 
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和 面 ， 一 边 详细 讲 做 好 面包 要 多 少 面粉 、 多 少 酵 母 、 多 大 火候 ， 如 果 你 对 如 何 做 面包 非常 好 
奇 ， 大 可 津津 有 味 地 听 下 去 ， 如 果 你 只 是 饿 了 ， 那 么 只 管 吃 好 了 。 

通过 算法 ， 你 可 以 与 世界 顶级 大 师 进 行 灵魂 交流 ， 体 会 算法 的 妙 处 。 

Donald Ervin Knuth 说 :“ 程 序 就 是 蓝 色 的 诗 ”。 而 这 首 诗 的 灵魂 就 是 算法 ， 走 进 算法 ， 
你 会 发 现 无 与 伦比 的 美 ! 

持之以恒 地 学 习 ， 没 有 什么 是 学 不 会 的 。 行 动 起 来 ， 没 有 什么 不 可 以 ! 





Chapter 


贪心 算法 


人 之 初 ， 性 本 贪 

加 勒 比 海盗 船 一 一 最 优 装 载 问题 
阿里 巴巴 与 四 十 大 盗 一 一 背包 问题 
高 级 钟点 秘书 一 一 会 议 安排 

一 场 说 走 就 走 的 旅行 一 一 最 短路 径 
神秘 电报 密码 一 一 哈 夫 曼 编码 
沟通 无 限 校园 网 一 一 最 小 生成 树 
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从 前 ， 有 一 个 很 穷 的 人 救 了 一 条 蛇 的 命 ， 蛇 为 了 报答 他 的 救命 之 恩 ， 于 是 就 让 这 个 人 提 
出 要 求 ， 满 足 他 的 愿望 。 这 个 人 一 开始 只 要 求 简单 的 衣食 ， 蛇 都 满足 了 他 的 愿望 ， 后 来 慢 慢 
的 贪 欲 生起 ， 要 求 做 官 ， 蛇 也 满足 了 他 。 这 个 人 直到 做 了 宰相 还 不 满足 ， 还 要 求 做 皇帝 。 蛇 
此 时 终于 明白 了 ， 人 的 贪心 是 永 无 止境 的 ， 于 是 一 口 就 把 这 个 人 吞 掉 了 。 

所 以 ， 蛇 知 掉 的 是 宰相 ， 而 不 是 大 象 。 故 此 ， 留 下 了 “人 心 不 足 蛇 吞 相 ” 的 典故 。 


2.1 РЕЛЕ 


我 们 小 时 候 背 诵 《 三 字 经 》“ 人 之 初 ， 性 本 善 ， 性 相近 ， 习 相 远 。” 其 实 我 觉得 很 多 时 
候 “ 人 之 初 ， 性 本 贪 " 小 孩子 吃 糖果 ， 总 是 想 要 多 多 的 ;吃水 果 ， 想 要 最 大 的 ， 买 玩具 ， 
总 是 想 要 最 好 的 ， 这 些 东西 并 不 是 大 人 教 的 ， 而 是 与 生 俱 来 的 。 对 美好 事物 的 趋 优 性 ， 就 像 
植物 的 趋 光 性 ,“ 和 良 禽 择 木 而 栖 ， 贤 臣 择 主 而 事 ”“ 顷 完 淑 女 ， 君 子 好 述 ”， 我 们 似乎 永远 在 
追求 美 而 优 的 东西 。 现 实 中 的 很 多 事情 ， 正 是 因为 趋 优 性 使 我 们 的 生活 一 步 一 步 走向 美好 。 
例如 ， 我们 竭尽 所 能 买 了 一 套房 子 ， 然 后 就 想 要 添置 一 些 新 的 家 具 ， 再 就 想 着 可 能 还 需要 一 


凡事 都 有 两 面 性 ， 一 把 刀 可 以 做 出 美味 佳肴， 也 可 以 变 成 杀人 凶器 。 在 这 里 ， 我 们 只 谈 
好 的 “ 贪心 Py 


2.1.1 贪心 本 质 


一 个 贪心 算法 总 是 做 出 当前 最 好 的 选择 ,也 就 是 说 , 它 期 望 通过 局 部 最 优选 择 
从 而 得 到 全 局 最 优 的 解决 方案 。 
一 一 《算法 导论 》 
我 们 经 常会 听 到 这 些 话 :“ 人 要 活 在 当下 ”“ 看 清楚 眼前 ”…… 贪 心算 法 正 是 “ 活 在 当下 ， 
看 清楚 眼前 ”的 办 法 ， 从 问题 的 初始 解 开 始 ， 一 步 一 步 地 做 出 当前 最 好 的 选择 ， 逐 步 逼 近 问 
题 的 目标 ， 尽 可 能 地 得 到 最 优 解 ， 即 使 达 不 到 最 优 解 ， 也 可 以 得 到 最 优 解 的 近似 解 。 
贪心 算法 在 解决 问题 的 策略 上 “目光 短 浅 ”， 只 根据 当前 已 有 的 信息 就 做 出 选择 ， 而 且 
一 且 做 出 了 选择 ， 不 管 将 来 有 什么 结果 ， 这 个 选择 都 不 会 改变 。 换 言 之 ， 贪 心算 法 并 不 是 从 
整体 最 优 考 虑 ， 它 所 做 出 的 选择 只 是 在 某 种 意义 上 的 局 部 最 优 。 贪 心算 法 能 得 到 许多 问题 的 
整体 最 优 解 或 整体 最 优 解 的 近似 解 。 因 此 ， 贪 心算 法 在 实际 中 得 到 大 量 的 应 用 。 
在 贪心 算法 中 ， 我 们 需要 注意 以 下 儿 个 问题 。 
(1) 没有 后 悔 药 。 一 旦 做 出 选择 ， 不 可 以 有 反悔。 
(2) 有 可 能 得 到 的 不 是 最 优 解 ， 而 是 最 优 解 的 近似 解 。 


26 | = ЕТЕ 会 心算 法 


(3) 选择 什么 样 的 贪心 策略 ， 直 接 决 定 算法 的 好 坏 。 
那么 ， 贪 心算 法 需要 遵循 什么 样 的 原则 呢 ? 


212 AMAÑ 


“君子 爱 财 ， 取 之 有 道 ”， 我 们 在 贪心 算法 中 “ 贪 亦 有 道 ”。 通 常 我 们 在 遇 到 具体 问题 时 ， 
往往 分 不 清 哪些 问题 该 用 贪心 策略 求解 ， 哪 些 问题 不 能 使 用 贪心 策略 。 经 过 实践 我 们 发 现 ， 
利用 贪心 算法 求解 的 问题 往往 具有 两 个 重要 的 特性 ,贪心 选择 性 质 和 最 优 子 结构 性 质 。 如 果 
满足 这 两 个 性 质 就 可 以 使 用 贪心 算法 了 。 

(1) 贪心 选择 

所 谓 贪心 选择 性 质 是 指 原 问题 的 整体 最 优 解 可 以 通过 一 系列 局 部 最 优 的 选择 得 到 。 应 用 
同一 规则 ,将 原 问题 变 为 一 个 相似 的 但 规模 更 小 的 子 问题 ,而 后 的 每 一 步 都 是 当前 最 佳 的 选 
择 。 这 种 选择 依赖 于 已 做 出 的 选择 ， 但 不 依赖 于 未 做 出 的 选择 。 运 用 贪心 策略 解决 的 问题 在 
程序 的 运行 过 程 中 无 回 湖 过 程 。 关 于 贪心 选择 性 质 ， 读 者 可 在 后 续 的 贪心 策略 状态 空间 图 中 
得 到 深刻 的 体会 。 

(2) 最 优 子 结构 

当 一 个 问题 的 最 优 解 包含 其 子 问 题 的 最 优 解 时 ， 称 此 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 问 题 的 最 优 
了 结构 性 质 是 该 问 是 是否 可 用 信心 算法 求解 的 关键 。 例 如 原 门 是 D ионы 
S=(a, а, ` dip …，dh}， 通 过 贪心 选择 选 出 一 个 当前 最 优 解 {qi} 
之 后 ， 转 化 为 求解 子 问题 8_{a}， 如 果 原 问题 的 最 优 解 包含 子 问 ID (END u 
题 的 最 优 解 ， 则 说 明 该 问题 满足 最 优 子 结构 性 质 ， 如 图 2-1 所 示 。 图 2-1 原 问 题 和 子 问题 


2.1.3 ”贪心 算法 秘籍 


武林 中 有 武功 秘籍 ， 算 法 中 也 有 贪心 秘籍 。 上 面 我 们 已 经 知道 了 具有 贪心 选择 和 最 优 子 
结构 性 质 就 可 以 使 用 贪心 算法 ， 那 么 如 何 使 用 呢 ? 下 面 介 绍 贪心 算法 秘籍 。 

(1) 贪心 策略 

首先 要 确定 贪心 策略 ， 选 择 当 前 看 上 去 最 好 的 一 个 方案 。 例 如 ， 挑 选 苹果 ， 如 果 你 
认为 个 大 的 是 最 好 的 ， 那 你 每 次 都 从 苹果 堆 中 拿 一 个 最 大 的 ， 作 为 局 部 最 优 解 ， 贪 心 策 
略 就 是 选择 当前 最 大 的 苹果 ; 如 果 你 认为 最 红 的 苹果 是 最 好 的 ， 那 你 每 次 都 从 苹果 堆 中 
拿 一 个 最 红 的 ， 贪 心 策略 就 是 选择 当前 最 红 的 苹果 。 因 此 根据 求解 目标 不 同 ， 贪 心 策略 
也 会 不 同 。 

(2) 局 部 最 优 解 

根据 贪心 策略 ， 一 步 一 步 地 得 到 局 部 最 优 解 。 例 如 ， 第 一 次 选 一 个 最 大 的 苹果 放 起 来 ， 
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记 为 mw， 第 二 次 再 从 剩 下 的 苹果 堆 中 选择 一 个 最 大 的 苹果 放 起 来 ， 记 为 mw， 以 此 类 推 。 
(3) 全 局 最 优 解 
把 所 有 的 局 部 最 优 解 合成 为 原来 问题 的 一 个 最 优 解 (ql，a2，…)。 
АЯ ЕЛ В НЕ? 
“УХЕ, ТЕА ЕУ ВЕ” 不 是 贪心 算法 像 冒 泡 排序 ， 而 是 冒 泡 排序 使 用 了 


贪心 算法 ,， 它 的 贪心 策略 就 是 每 一 次 从 剩 下 的 序列 中 选 一 个 最 大 的 数 ， 把 这 些 选 出 来 的 数 放 
在 一 起 ， 就 得 到 了 从 大 到 小 的 排序 结果 ， 如 图 2-2 所 示 。 


76 76 76 762(@2) 


18 18 FOY 76 
18 


99 99 18 








Бе" 
图 2-2 冒 泡 排 序 
2.2 BEL Ta ЕЕ 





在 北美 洲 东 南部 ， 有 一 片 神 秘 的 海域 ， 那 里 性 海 
ЖЖ. ЖЗ, 这 正 是 传说 中 海盗 最 活跃 的 加 勒 比 
海 (Caribbean Sea), 17 世纪 时 ， 这 里 更 是 欧洲 大 陆 
的 商旅 舰队 到 达 美 洲 的 必 经 之 地 , 所 以 当时 的 海盗 活 
动 非常 独 狐 ,海盗 不 仅 攻 击 过 往 商 人 ， 甚 至 攻击 英国 


有 一 天 , 海 咨 们 截获 了 一 盘 装 满 各 种 各 样 古 董 的 
货船 ,每 一 件 古 董 都 价值 连城 ,一 旦 打 碎 就 失去 了 它 
的 价值 。 虽 然 海盗 船 足够 大 ， 但 载重 量 为 C， 每 件 古 
董 的 重量 为 wii， 海盗 们 该 如 何 把 尽 可 能 多 数量 的 宝贝 
装 上 海盗 船 呢 ? 图 2-3 ”加勒比 海盗 


2.2.1 问题 分 析 
根据 问题 描述 可 知 这 是 一 个 可 以 用 贪心 算法 求解 的 最 优 装 载 问题 , 要 求 装载 的 物品 的 数 
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量 尽 可 能 多 , 而 船 的 容量 是 固定 的 , 那么 优先 把 重量 小 的 物品 放 进 去 , 在 容量 固定 的 情况 下 ， 
装 的 物品 最 多 。 采 用 重量 最 轻 者 先 装 的 贪心 选择 策略 ， 从 局 部 最 优 达到 全 局 最 优 ， 从 而 产生 
最 优 装载 问题 的 最 优 解 。 
2.2.2 ”算法 设计 

(1) 当 载 重量 为 定 值 c 时 ,wi; 越 小 时 ， 可 装载 的 古董 数量 n 越 大 。 只 要 依次 选择 最 小 重 
量 古 董 ， 直 到 不 能 再 装 为 止 。 

(2) 把 n 个 古董 的 重量 从 小 到 大 ( 非 递 减 ) 排序 ， 然 后 根据 贪心 策略 尽 可 能 多 地 选 出 前 
i 个 古董 ， 直 到 不 能 继续 装 为 止 ， 此 时 达到 最 优 。 


2.2.3 ”完美 图 解 
我 们 现在 假设 这 批 古董 如 图 2-4 所 示 。 








图 2-4 古董 图 片 


每 个 古董 的 重量 如 表 2-1 所 示 , 海盗 船 的 载重 量 с 为 30， 那 么 在 不 能 打 碎 古董 又 不 超过 
载重 的 情况 下 ， 怎 么 装 入 最 多 的 古董 ? 


表 2-1 古董 重量 清单 
sam С ОИ ООС ОТ Lo Lo ОС Е 


(1) 因为 贪心 策略 是 每 次 选择 重量 最 小 的 古董 装 入 海盗 船 ， 因 此 可 以 按照 古董 重量 非 递 
减 排序 ， 排 序 后 如 表 2-2 所 示 。 
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表 2-2 按 重量 排序 后 古董 清单 


EE o | ;3 | «+ | т | n” wu | w 

(2) 按照 贪心 策略 ， 每 次 选择 重量 最 小 的 古董 放 入 (Imp 代表 古董 的 重量 ，ans 代表 已 
装 裁 的 古董 个 数 )。 

六 0， 选 择 排 序 后 的 第 :1 个 ， 装 入 重量 tmp=2， 不 超过 载重 量 30，ans =1。 

六 1， 选 择 排序 后 的 第 2 个 ， 装 入 重量 tmp=2+3=5， 不 超过 载重 量 30, ans =2。 

六 2， 选择 排序 后 的 第 3 个 ， 装 入 重量 tmp=5+4=9， 不 超过 载重 量 30，ans =3。 

i 二 3， 选 择 排序 后 的 第 4 个 ， 装 入 重量 tmp=9+5=14， 不 超过 载重 量 30，ans =4。 

六 4， 选 择 排序 后 的 第 5 个 ， 装 入 重量 tmp=14+7=21， 不 超过 载重 量 30，ans =5。 

六 5$， 选 择 排序 后 的 第 6 个 ， 装 入 重量 tmp=21+10=31， 超 过 载重 量 30， 算 法 结束 。 

即 放 入 古董 的 个 数 为 ans=5 个 。 
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(1) 数据 结构 定义 
根据 算法 设计 描述 ， 我 们 用 一 维 数组 存储 古董 的 重量 : 
double w[N]; // 一 维 数组 存储 古董 的 重量 


(2) 按 重量 排序 
可 以 利用 C++ 中 的 排序 函数 sort( 见 附录 B)， 对 古董 的 重量 进行 从 小 到 大 《〈 非 递减 ) 
排序 。 要 使 用 此 函数 需 引 入 头 文件 : 


| #include <algorithm> 

语法 描述 为 : 
| sort (begin, епа) // 参 数 begin 和 end 表示 一 个 范围 ， 分 别 为 待 排序 数组 的 首 地 址 和 尾 地 址 
| //sort 函数 默认 为 升序 

在 本 例 中 只 需要 调用 sort 函数 对 古董 的 重量 进行 从 小 到 大 排序 : 

sort (м, w+n); // 按 古董 重量 升序 排序 

(3) 按照 贪心 策略 找 最 优 解 

首先 用 变量 ans 记录 已 经 装载 的 古董 个 数 ，zmz 代表 装载 到 船上 的 古董 的 重量 ， 两 个 变 
量 都 初始 化 为 0。 然 后 按照 重量 从 小 到 大 排序 ， 依 次 检查 每 个 古董 ，tmp 加 上 该 古董 的 重量 ， 
如 果 小 于 等 于 载重 量 c， 则 令 ans ++; 否则 ， 退 出 。 
| int tmp = 0,ans = 0; //tmp 代表 装载 到 船上 的 古董 的 重量 ，ans 记录 已 经 装载 的 古董 个 数 


for(int 1=0;і<п;і++) 
{ 
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tmp += w[i]; 
if (tmp<=c) 
ans ++; 
else 
break; 


2.25 “实战 演练 


//program 2-1 
#include <iostream> 
#include <algorithm> 
const int N = 1000005; 
using namespace std; 
double w[N]; // 古 董 的 重量 数组 
int main() 
{ 
double с; 
int п; 
cout<<" 请 输入 载重 量 с 及 古董 个 数 n: "<<епа1; 
cin>>c>>n; 
cout<<" 请 输入 每 个 古董 的 重量 ， 用 空格 分 开 : "<<endl; 
for(int i=0;i<n;i++) 
{ 
cin>>w[i]; // 输 入 每 个 物品 重量 
} 
sort (м,м+п); // 按 古董 重量 升序 排序 
double temp=0.0; 
int ans=0; // tmp 为 已 装载 到 船上 的 古董 重量 ，ans 为 已 装载 的 古董 个 数 
for(int i=0;i<n;i++) 
{ 
Етр+=м [1]; 
if (tmp<=c) 
ans ++; 
else 
break; 
) 
cout<<" 能 装 入 的 古董 最 大 数量 为 Ans="; 
cout<<ans<<end1; 
return 0; 





} 

算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 载重 量 c 及 古董 个 数 n: 
308 ， // 载 重量 c 及 古董 的 个 数 n 
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| 请 输入 每 个 古董 的 重量 ， 用 空格 分 开 : 
4 107 1135 142 // 每 个 古董 的 重量 ， 用 空格 隔 开 
(3) 输出 

| 能 装 入 的 古董 最 大 数量 为 Ans=5 
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1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 首先 需要 按 上 古董 重量 排序 ,调用 sort 函数 ， 其 平均 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)， 
输入 和 贪心 策略 求解 的 两 个 for 语句 时 间 复 杂 度 均 为 O(n)， 因 此 时 间 复 杂 度 为 O(n + nlog(n))。 

(2) 空间 复杂 度 : 程序 中 变量 tmp, ans 等 占用 了 一 些 辅助 空间 ， 这 些 辅助 空间 都 是 常 
数 阶 的 ， 因 此 空间 复杂 度 为 0(1)。 

2. 优化 拓展 

(1) 这 一 个 问题 为 什么 在 没有 装 满 的 情况 下 ， 仍 然 是 最 优 解 ? 算 法 要 求 装 入 最 多 数量 ， 
假如 ec 为 5，4 个 物品 重量 分 别 为 1、3、5、7。 排 序 后 ， 可 以 装 入 1 和 3， 最 多 装 入 两 个 。 
分 析 发 现 是 最 优 的 ， 如 果 装 大 的 物品 ， 最 多 装 一 个 或 者 装 不 下 ， 所 以 选 最 小 的 先 装 才能 装 入 
最 多 的 数量 ， 得 到 解 是 最 优 的 。 

(2) 在 伪 代 码 详解 的 第 3 步 “ 按 照 贪 心 策略 找 最 优 解 ”， 如 果 把 代码 替换 成 下 面 代码 ， 
有 什么 不 同 ? 

首先 用 变量 ans 记录 已 经 装载 的 古董 个 数 ， 初 始 化 为 п; tmp 代表 装载 到 船上 的 古董 的 
重量 ， 初 始 化 为 0。 然 后 按照 重量 从 小 到 大 排序 ， 依 次 检查 每 个 古董 ，tmp 加 上 该 古董 的 重 
Е, WR Imp 大 于 等 于 载重 量 c, 则 判断 是 否 正好 等 于 载重 量 c， 并 令 ans=i+1; 否则 ans = і, 
退出 。 如 果 tmp 小 于 载重 量 ce，it++， 继 续 下 一 个 循环 。 
int tmp = 0,ans = п; /Vans 记录 已 经 装载 的 古董 个 数 ，tmp 代表 装载 到 船上 的 古董 的 重量 
for(int i=0;i<n;i++) 
tmp += м[1]; 

if (tmp>=c) 
: if (tmp==c) акый 最 后 一 个 可 以 放 


else 


ans = i; // 如 果 满 了 ， 最 后 一 个 不 能 放 


break; 
} 





) 
(3) 如 果 想 知道 装 入 了 哪些 古董 ， 需 要 添加 什么 程序 来 实现 呢 ? 请 大 家 动手 试 一 试 吧 ! 
那么 ， 还 有 没有 更 好 的 算法 来 解决 这 个 问题 呢 ? 
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扩 和 阿里 巴巴 与 四 十 大 盗 一 一 背包 问题 


有 一 和 天， 阿里 巴巴 赶 着 一 头 毛驴 上 山 砍 柴 。 政 好 柴 准 备 下 山 时 ， 远 处 突然 出 现 一 股 烟 尘 ， 
弥漫 着 直 向 上 空 飞扬， 朝 他 这 儿 卷 过 来 ,而且 越 来 越 近 。 靠 近 以 后 ， 他 才 看 清原 来 是 一 支 马 
队 ， 他 们 共有 四 十 人 ， 一 个 个 年 轻 力 革 、 行 动 敏捷 。 一 个 首领 模样 的 人 背负 沉重 的 鞍 袋 ， 从 
丛林 中 一 直 来 到 那个 大 石头 跟前 ， 喃 喃 地 说 道 : “芝麻 ， 开 门 吧 !” 随 着 那个 头目 的 喊 声 ， 大 
石头 前 突然 出 现 一 道 宽阔 的 门路 ， 于 是 强盗 们 鱼贯 而 入 。 阿里 巴巴 待 在 树 上 观察 他 们 ， 直 到 
他 们 走 得 无 影 无 踪 之 后 , 才 从 树 上 下 来 . 他 大 声 喊 道 : 
“芝麻 ， 开 门 吧 !” 他 的 喊 声 刚 落 ， 洞 门 立 刻 打 开 了 。 
talc BEW Ttk, -F RRT, 洞 中 堆 满 了 
财物 ， 还 有 多 得 无 法 计数 的 金 银 珠 宝 ， 有 的 散 堆 在 地 
上 ， 有 的 盛 在 皮 袋 中 。 突 然 看 见 这 么 多 的 金 银 财富 ， 
阿里 巴巴 深信 这 肯定 是 一 个 强盗 们 数 代 经 营 、 掠 夺 所 
积累 起 来 的 宝 窜 。 为 了 让 乡亲 们 开 开 眼界 ， 见 识 一 下 
这 些 宝物 ， 他 想 一 种 宝物 只 拿 一 个 ， 如 果 太 重 就 用 锤 
УЖ, 但 毛驴 的 运载 能 力 是 有 限 的 ， 怎 么 才能 用 驴 
子 运 走 最 大 价值 的 财宝 分 给 穷人 呢 ? 

阿里 巴巴 陷入 沉思 中 …… 必 图 2-5 阿里 巴巴 与 四 十 大 次 


2.3.1 问题 分 析 


假设 山洞 中 有 n 种 宝物 ， 每 种 宝物 有 一 定 重量 w 和 相应 的 价值 v， 毛 驴 运 载 能 力 有 限 ， 
只 能 运 走 т 重量 的 宝物 ， 一 种 宝物 只 能 拿 一 样 ， 宝 物 可 以 分 割 。 那 么 怎么 才能 使 毛驴 运 走 宝 
物 的 价值 最 大 呢 ? 

我 们 可 以 尝试 贪心 策略 : 

(1) 每 次 挑选 价值 最 大 的 宝物 装 入 背包 ， 得 到 的 结果 是 否 最 优 ? 

(2) 每 次 挑选 重量 最 小 的 宝物 装 入 ， 能 和 否 得 到 最 优 解 ? 

(3) 每 次 选取 单位 重量 价值 最 大 的 宝物 ， 能 和 否 使 价值 最 高 ? 

思考 一 下 ， 如 果 选 价值 最 大 的 宝物 ,但 重量 非常 大 ， 也 是 不 行 的 ， 因 为 运载 能 力 是 有 限 
的 ， 所 以 第 1 种 策略 舍弃 如 果 选 重量 最 小 的 物品 装 入 ， 那 么 其 价值 不 一 定 高 ， 所 以 不 能 
总 重 限制 的 情况 下 保证 价值 最 大 , 第 2 种 策略 舍弃 ; 而 第 3 种 是 每 次 选取 单位 重量 价值 最 大 
的 宝物 ， 也 就 是 说 每 次 选择 性 价 比价 值 /重量 ) 最 高 的 宝物 ， 如 果 可 以 达到 运载 重量 m, 
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那么 一 定 能 得 到 价值 最 大 。 
因此 采用 第 3 种 贪心 策略 ， 每 次 从 剩 下 的 宝物 中 选择 性 价 比 最 高 的 宝物 。 


2.3.2 ”算法 设计 

СТ) 数据 结构 及 初始 化 。 将 п 种 宝物 的 重量 和 价值 存储 在 结构 体 three (包含 重量 、 价 
值 、 性 价 比 3 个 成 员 ) 中 ， 同 时 求 出 每 种 宝物 的 性 价 比 也 存储 在 对 应 的 结构 体 three 中 ， 将 
其 按照 性 价 比 从 高 到 低 排序 。 采 用 sum 来 存储 毛驴 能 够 运 走 的 最 大 价值 ， 初 始 化 为 0。 

(2) 根据 贪心 策略 ， 按 照 性 价 比 从 大 到 小 选取 宝物 ， 直 到 达到 毛驴 的 运载 能 力 。 每 次 选 
择 性 价 比 高 的 物品 ， 判 断 是 否 小 于 m〔 毛 驴 运 载 能 力 )， 如 果 小 于 т, МИЛ, sum (已 放 入 
物品 的 价值 》 加 上 当前 宝物 的 价值 ，m 减 去 放 入 宝物 的 重量 ， 如果 不 小 于 m， 则 取 该 宝物 的 
一 部 分 m * р, т=0, 99. т 减少 到 0， 则 sum 得 到 最 大 值 。 
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假设 现在 有 一 批 宝 物 ， 价 值 和 重量 如 表 2-3 所 示 ， 毛 驴 运 载 能 力 m=30， 那 么 怎么 装 入 
最 大 价值 的 物品 ? 





(1) 因为 贪心 策略 是 每 次 选择 性 价 比 (价值 / 重 量 〉 高 的 宝物 ， 可 以 按照 性 价 比 降序 排 
序 ， 排 序 后 如 表 2-4 所 示 。 


表 2-4 排序 后 宝物 清单 





(2) 按照 贪心 策略 ， 每 次 选择 性 价 比 高 的 宝物 放 入 : 

第 1 次 选择 宝物 2， 剩 余 容 量 30-2=28， 目 前 装 入 最 大 价值 为 8。 

第 2 次 选择 宝物 10， 剩 余 容 量 28-5=23， 目 前 装 入 最 大 价值 为 8+15=23。 
第 3 次 选择 宝物 6， 剩余 容量 23-8=15， 目 前 装 入 最 大 价值 为 23+20=43。 
第 4 次 选择 宝物 3， 剩 余 容量 15-9=6， 目 前 装 入 最 大 价值 为 43+18=61. 
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第 5 次 选择 宝物 S， 剩 余 容 量 6-5=1， 目 前 装 入 最 大 价值 为 61+8=69。 

第 6 次 选择 宝物 8， 发 现 上 次 处 理 完 时 剩余 容量 为 1， 而 8 号 宝物 重量 为 4， 无 法 全 部 
放 入 ， 那 么 可 以 采用 部 分 装 入 的 形式 ， 装 入 1 个 重量 单位 ， 因 为 8 号 宝物 的 单位 重量 价值 为 
1.5， 因 此 放 入 价值 1x1.5=1.5， 你 也 可 以 认为 装 入 了 8 号 宝物 的 1/4， 目 前 装 入 最 大 价值 为 
69+1.5=70.5， 剩 余 容 量 为 0。 

(3) 构造 最 优 解 

把 这 些 放 入 的 宝物 序号 组 合 在 一 起 ， 就 得 到 了 最 优 解 (2，10，6，3，5，8)， 其 中 最 后 
一 个 宝物 为 部 分 装 入 〈 装 了 8 号 财宝 的 1/4)， 能 够 装 入 宝物 的 最 大 价值 为 70.5。 


2.3.4” 伪 代码 详解 


(1) 数据 结构 定义 
根据 算法 设计 中 的 数据 结构 ， 我 们 首先 定义 一 个 结构 体 three: 


| struct three { 

| double w; // 每 种 宝物 的 重量 

| double v; // 每 种 宝物 的 价值 

| double p; // 每 种 宝物 的 性 价 比 (价值 /重量 ) 
} 


(2) 性 价 比 排序 

我 们 可 以 利用 C++ 中 的 排序 函数 sort( 见 附录 B)， 对 宝物 的 性 价 比 从 大 到 小 〈 非 递增 ) 
排序 。 要 使 用 此 函数 需 引 入 头 文件 : 
| #include <algorithm> 

语法 描述 为 : 
| sort (begin, end)// 参数 begin 和 епа 表示 一 个 范围 ， 分 别 为 待 排序 数组 的 首 地 址 和 尾 地 址 

在 本 例 中 我 们 采用 结构 体形 式 存储 ， 按 结构 体 中 的 一 个 字段 ， 即 按 性 价 比 排序 。 如 果 不 
使 用 自 定义 比较 函数 ,那么 sort 函数 排序 时 不 知道 按 哪 一 项 的 值 排序 ， 因 此 采用 自 定义 比较 
函数 的 办 法 实现 宝物 性 价 比 的 降序 排序 : 


bool cmp (three a,three b)// 比 较 函 数 按照 宝物 性 价 比 降序 排列 


{ 
return a.p > b.p; // 指 明 按照 宝物 性 价 比 降序 排列 


} 
sort (5, ѕ+п, cmp); // 前 两 个 参数 分 别 为 待 排序 数组 的 首 地 址 和 尾 地 址 
// 最 后 一 个 参数 compare 表示 比较 的 类 型 


(3) 贪心 算法 求解 
在 性 价 比 排序 的 基础 上 ， 进 行 贪心 算法 运算 。 如 果 剩 余 容量 比 当前 宝物 的 重量 大 ， 则 可 
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以 放 入 ,剩余 容量 减 去 当前 宝物 的 重量 , 己 放 入 物品 的 价值 加 上 当前 宝物 的 价值 。 如 果 剩余 
容量 比 当 前 宝物 的 重量 小 ， 表示 不 可 以 全 部 放 入 ， 可 以 切割 下 来 一 部 分 (正好 是 剩余 容量 )， 
然后 令 剩余 容量 乘 以 当前 物品 的 单位 重量 价值 ， 已 放 入 物品 的 价值 加 上 该 价值 ， 即 为 能 放 入 
宝物 的 最 大 价值 。 


for(int і = 0;1 < n;i++)// 按 照排 好 的 顺序 ， 执 行 贪心 策略 
| if( m > s[i].w )// 如 果 宝 物 的 重量 小 于 毛驴 剩 下 的 运载 能 力 ， 即 剩余 容量 
m -= 5[1].м; 
sum += s[il.v; 
ка // 如 果 宝 物 的 重量 大 于 毛驴 剩 下 的 承载 能 力 
sum += п ВЫ з[1].р; // 进 行 宝物 切割 ， 切 割 一 部 分 (m 重量 ) ， 正 好 达到 驴子 承重 


break; 





2.3.5 ”实战 演练 


//program 2-2 
#include<iostream> 
#include<algorithm> 
using namespace std; 
const int M=1000005; 
struct three( 
double w;// 每 个 宝物 的 重量 
double v;// 每 个 宝物 的 价值 
double p;// 性 价 比 
}s[M]? 
bool cmp (three a,three b) 
{ 
return a.p>b.p;// 根 据 宝物 的 单位 价值 从 大 到 小 排序 
} 
int main() 
{ 
int n;//n 表示 有 nn 个 宝物 
double m ;//m 表示 毛驴 的 承载 能 力 
cout<<" 请 输入 宝物 数量 n 及 毛驴 的 承载 能 力 m : "<<endl; 
cin>>n>>m; 
cout<<" 请 输入 每 个 宝物 的 重量 和 价值 ， 用 空格 分 开 : "<<endl; 
for (int і=0;і<п;і++) 
{ 
cin>>s[il].w>>s[1] .v; 


s[i] .p=s[i] .v/s[i] .w;// 每 个 宝物 单位 价值 
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2.3.6 


sort (s, s+n,cmp) ; 
double sum=0.0;// зоп 表示 贪心 记录 运 走 宝物 的 价值 之 和 
for(int і=0;і<п;і++) // 按 照排 好 的 顺序 贪心 
{ 
if( m>s[i].w )// 如 果 宝 物 的 重量 小 于 毛驴 剩 下 的 承载 能 力 
{ 
ш-=$ [1] .м; 
sum+=s[i].v; 


} 
else// 如 果 宝 物 的 重量 大 于 毛驴 剩 下 的 承载 能 力 
{ 
sum+=m*s [i] .p;// 部 分 装 入 
break; 
} 
} 
cout<<" 装 入 宝物 的 最 大 价值 Maximum value="<<sum<<end1; 
return 0; 
} 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


6 19 // 宝 物 数量 ， 驴 子 的 承载 重量 
2 8 // 第 1 个 宝物 的 重量 和 价值 

6 1 // 第 2 个 宝物 的 重量 和 价值 

7 9 
4 3 
10 2 
3 4 


(3) 输出 


Maxinum value=24.6 


算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 该 算法 的 时 间 主 要 耗费 在 将 宝物 按照 性 价 比 排序 上 ， 采 用 的 是 快速 排 
算法 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 

(2) 空间 复杂 度 : 空间 主要 耗费 在 存储 宝物 的 性 价 比 ， 空 间 复 杂 度 为 O(n)。 

为 了 使 m 重量 里 的 所 有 物品 的 价值 最 大 ， 利 用 贪心 思想 ， 每 次 取 剩 下 物品 里 面 性 价 比 


最 高 的 物品 ， 这 样 可 以 使 得 在 相同 重量 条 件 下 比 选 其 他 物品 所 得 到 的 价值 更 大 ， 因 此 采用 贪 
心 策略 能 得 到 最 优 解 。 
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2. 算法 优化 拓展 

那么 想 一 想 ， 如 果 宝 物 不 可 分 割 ， 贪 心算 法 是 否 能 得 到 最 优 解 ? 

下 面 我 们 看 一 个 简单 的 例子 。 

假定 物品 的 重量 和 价值 已 知 ， 如 表 2-5 所 示 ， 最 大 运载 能 力 为 10。 采 用 贪心 算法 会 得 到 
怎样 的 结果 ? 











如 果 我 们 采用 贪心 算法 ， 先 装 性 价 比 高 的 物品 ， 且 物品 不 能 分 割 ， 剩余 容量 如 果 无 法 再 
装 入 剩余 的 物品 ， 不 管 还 有 没有 运载 能 力 ， 算 法 都 会 结束 。 那 么 我 们 选择 的 物品 为 1 和 2， 
总 价值 为 31， 而 实际 上 还 有 3 个 剩余 容量 ， 但 不 足以 装 下 剩余 其 他 物品 ， 因 此 得 到 的 最 大 
价值 为 31。 但 实际 上 我 们 如 果 选 择 物 品 2 和 3， 正好 达到 运载 能 力 ， 得 到 的 最 大 价值 为 34。 
也 就 是 说 ， 在 物品 不 可 分 割 、 没 法 装 满 的 情况 下 ， 贪 心算 法 并 不 能 得 到 最 优 解 ， 仅 仅 是 最 优 
解 的 近似 解 。 

想 一 想 ， 为 什么 会 这 样 呢 ? 

物品 可 分 割 的 装载 问题 我 们 称 为 背包 问题 , 物品 不 可 分 割 的 装载 问题 我 们 称 之 为 0-1 背 
包 问 题 。 

在 物品 不 可 分 割 的 情况 下 ， 即 0-1 背包 问题 ， 已 经 不 具有 贪心 选择 性 质 ， 原 问题 的 整体 
最 优 解 无 法 通过 一 系列 局 部 最 优 的 选择 得 到 ， 因 此 这 类 问题 得 到 的 是 近似 解 。 如 果 一 个 问题 
不 要 求 得 到 最 优 解 ， 而 只 需要 一 个 最 优 解 的 近似 解 ， 则 不 管 该 问题 有 没有 贪心 选择 性 质 都 可 
以 使 用 贪心 算法 。 

想 一 想 ，2.3 节 中 加 勒 比 海盗 船 问题 为 什么 在 没有 装 满 的 情况 下 ， 仍 然 是 最 优 解 ， 而 0-1 
背包 问题 在 没 装 满 的 情况 下 有 可 能 只 是 最 优 解 的 近似 解 ? 


2 ЕЕ СУЕТ 


所 谓 “ 钟 点 秘书 ”， 是 指 年 轻 白 领 女 性 利用 工 余 时 间 为 客户 提供 秘书 服务 ,并 按 钟点 收取 酬金 。 
“钟点 秘书 ”为 客户 提供 有 偿 服务 的 方式 一 般 是 : 采用 电话 、 电 传 、 上 网 等 “ 巡 控 ” 式 
服务 ， 或 亲自 到 客户 公司 处 理 部 分 业务 。 其 服务 对 象 主要 有 三 类 : 一 是 外 地 前 来 考察 商务 经 
营 、 项 目 投资 的 商人 或 政要 人 员 ， 他 们 由 于 初来乍到 ， 和 急需 有 经 验 和 熟悉 本 地 情况 的 秘书 帮 
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2; 二 是 前 来 开展 短暂 商务 活动 ， 或 召开 小 型 资讯 发 布 会 的 国外 
客商 ; 三 是 本 地 一 些 请 不 起 长 期 秘书 的 企 、 事 业 单位 。 这 些 客户 
普遍 认为 : 请 “钟点 秘书 ”, 一 则 可 免 去 专门 租 楼 请 人 的 大 笔 开 销 ; 
二 则 可 根据 开展 的 商务 活动 请 有 某 方面 专长 的 可 用 人 才 ; 三 则 由 
于 对 方 是 临时 雇用 关系 ， 工 作 效 率 往 往 比 固定 的 秘书 更 高 。 据 调 
查 ， 在 上 海 “ 钟 点 秘书 ”的 行情 日 趋 看 好 。 对 此 ， 业 内 人 士 认为 : 
为 了 便于 管理 ,各 大 城市 有 必要 组 建 若干 家 “钟点 秘书 服务 公司 ”， 
通过 会 员 制 的 形式 ， 为 众多 客户 提供 规范 、 优 良 、 全 面 的 服务 ， 
这 也 是 建设 国际 化 大 都 市 所 必需 的 。 

某 跨国 公司 总 裁 正 分 身 无 术 , 为 一 大 扒 会 议 时 间 表 焦头烂额 ， 
希望 高 级 钟点 秘书 能 做 出 合理 的 安排 ， 能 在 有 限 的 时 间 内 召开 更 
多 的 会 议 。 2-6 ”高 级 钟点 秘书 


2.4.1 问题 分 析 


这 是 一 个 典型 的 会 议 安排 问题 ， 会 议 安排 的 目的 是 能 在 有 限 的 时 间 内 召开 更 多 的 会 议 
(任何 两 个 会 议 不 能 同时 进行 )。 在 会 议 安排 中 ， 每 个 会 议 i 都 有 起 始 时 间 b; 和 结束 时 间 e; 
В bi<e;， 即 一 个 会 议 进 行 的 时 间 为 半 开 区 间 [5;，e;)。 如 果 [b;，e;) ЕЛЬ, e) 均 在 “有 限 的 
时 间 内 ”， 且 不 相交 ， 则 称 会 议 i 与 会 议 j 相 容 的 。 也 就 是 说 ， 当 Бе, в Бе, RN i 
与 会 议 j 相 容 。 会 议 安排 问题 要 求 在 所 给 的 会 议 集合 中 选 出 最 大 的 相 容 活动 子 集 ， 即 尽 可 能 
在 有 限 的 时 间 内 召开 更 多 的 会 议 。 

在 这 个 问题 中 ,“ 有 限 的 时 间 内 《这 段 时 间 应 该 是 连续 的 )” 是 其 中 的 一 个 限制 条 件 ， 也 
应 该 是 有 一 个 起 始 时 间 和 一 个 结束 时 间 《〈 简 单 化 ， 起 始 时 间 可 以 是 会 议 最 早 开 始 的 时 间 ， 结 
束 时 间 可 以 是 会 议 最 晚 结束 的 时 间 )， 任 务 就 是 实现 召开 更 多 的 满足 在 这 个 “有 限 的 时 间 内 ” 
等 待 安排 的 会 议 ， 会 议 时 间 表 如 表 2-6 所 示 。 











会 议 安 排 的 时 间 段 如 图 2-7 所 示 。 

从 图 2-7 中 可 以 看 出 ， 人 会 议 1， 会 议 4， 会 议 6， 会 议 8， 会 议 9}，{ 会 议 2， 会 议 4， 
会 议 7， 会 议 8， 会 议 9} 都 是 能 安排 最 多 的 会 议 集合 。 

要 让 会 议 数 最 多 ， 我 们 需要 选择 最 多 的 不 相交 时 间 段 。 我 们 可 以 尝试 贪心 策略 : 
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в 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2 
图 2-7 会 议 安排 时 间 段 

(1) 每 次 从 剩 下 未 安排 的 会 议 中 选择 会 议 具有 最 早 开始 时 间 且 与 已 安排 的 会 议 相 容 的 会 
议 安排 ， 以 增 大 时 间 资 源 的 利用 率 。 

(2) 每 次 从 剩 下 未 安排 的 会 议 中 选择 持续 时 间 最 短 且 与 已 安排 的 会 议 相 容 的 会 议 安排 ， 
这 样 可 以 安排 更 多 一 些 的 会 议 。 

(3) 每 次 从 剩 下 未 安排 的 会 议 中 选择 具有 最 早 结束 时 间 且 与 已 安排 的 会 议 相 容 的 会 议 安 
排 ， 这 样 可 以 尽快 安排 下 一 个 会 议 。 

思考 一 下 ， 如 果 选 择 最 早 开 始 时 间 ， 则 如 果 会 议 持续 时 间 很 长 ， 例 如 8 点 开始 ， 却 
要 持续 12 个 小 时 ， 这 样 一 天 就 只 能 安排 一 个 会 议 ; 如 果 选 择 持续 时 间 最 短 ， 则 可 能 开始 
时 间 很 晚 ， 例 如 19 点 开始 ，20 点 结束 ， 这 样 也 只 能 安排 一 个 会 议 ， 所 以 我 们 最 好 选择 
那些 开始 时 间 要 早 ， 而 且 持续 时 间 短 的 会 议 ， 即 最 早 开始 时 间 + 持 续 时 间 最 短 ， 就 是 最 早 
结束 时 间 。 

因此 采用 第 G) 种 贪心 策略 ， 每 次 从 剩 下 的 会 议 中 选择 具有 最 早 结束 时 间 且 与 已 安排 
会 议 相 容 的 会 议 安排 。 


242 算法 设计 


(1) 初始 化 : 将 n 个 会 议 的 开始 时 间 、 结 束 时 间 存 放 在 结构 体 数 组 中 ( 想 一 想 ， 为 什么 
不 用 两 个 一 维 数组 分 别 存储 ?)， 如 果 需 要 知道 选中 了 哪些 会 议 ， 还 需要 在 结构 体 中 增加 会 
议 编号 ， 然 后 按 结 束 时 间 从 小 到 大 排序 〈 非 递减 )， 结 束 时 间 相 等 时 ， 按 开始 时 间 从 大 到 小 
排序 〈 非 递增 ); 

(2) 根据 贪心 策略 就 是 选择 第 一 个 具有 最 早 结束 时 间 的 会 议 ， 用 last 记录 刚 选中 会 议 的 
结束 时 间 ; 

(3) 选择 第 一 个 会 议 之 后 ， 依 次 从 剩 下 未 安排 的 会 议 中 选择 ， 如 果 会 议 i 开始 时 间 大 于 
等 于 最 后 一 个 选中 的 会 议 的 结束 时 间 last， 那 么 会 议 i 与 已 选中 的 会 议 相 容 ， 可 以 安排 ， 更 
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新 last 为 刚 选中 会 议 的 结束 时 间 ; 和 否则， 舍弃 会 议 i， 检 查 下 一 个 会 议 是 否 可 以 安排 。 
243 完美 图 解 
1. 原始 的 会 议 时 间 表 ( 见 表 2-7): 
表 2-7 会 议 时 间 表 


2. 排序 后 的 会 议 时 间 表 〈 见 表 2-8): 
表 2-8 排序 后 的 会 议 时 间 表 













结束 时 间 end 








3. 贪心 选择 过 程 


(1) 首先 选择 排序 后 的 第 一 个 会 议 即 最 早 结束 的 会 议 〈 编 号 为 2)， 用 last 记录 最 后 一 
个 被 选中 会 议 的 结束 时 间 ，7?as 寺 4。 

(2) 检查 余下 的 会 议 ， 找 到 第 一 个 开始 时 间 大 于 等 于 /ast (last=4) 的 会 议 ， 子 问题 转 
化 为 从 该 会 议 开 始 ， 余 下 的 所 有 会 议 。 如 表 2-9 所 示 。 


# 2-9 会 议 时 间 表 





从 子 问题 中 ， 选 择 第 一 个 会 议 即 最 早 结束 的 会 议 〈 编 号 为 3)， 更 新 last 为 刚 选中 会 议 
的 结束 时 间 last=7 o 

(3) 检查 余下 的 会 议 ， 找 到 第 一 个 开始 时 间 大 于 等 于 last Uast7) 的 会 议 ， 子 问题 转 
化 为 从 该 会 议 开 始 ， 余 下 的 所 有 会 议 。 如 表 2-10 所 示 。 


表 2-10 会 议 时 间 表 
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从 子 问 题 中 ， 选 择 第 一 个 会 议 即 最 早 结 束 的 会 议 ( 编 号 为 7)， 更 新 last 为 刚 选中 会 议 
的 结束 时 间 last=11。 

(4) 检查 余下 的 会 议 ， 找 到 第 一 个 开始 时 间 大 于 等 于 last (last=11) 的 会 议 ， 子 问题 转 
化 为 从 该 会 议 开 始 ， 余 下 的 所 有 会 议 。 如 表 2-11 所 示 。 


表 2-11 会 议 时 间 表 





| TE 
na | 1 | 2 o | | 
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从 子 问 题 中 ， 选 择 第 一 个 会 议 即 最 早 结束 的 会 议 〈 编 号 为 10)， 更 新 last 为 刚 选中 会 议 
的 结束 时 间 las 三 14; 所 有 会 议 检 查 完 毕 ， 算 法 结束 。 如 表 2-12 所 示 。 

4. 构造 最 优 解 

从 贪心 选择 的 结果 ， 可 以 看 出 ， 被 选中 的 会 议 编号 为 {2，3，7，10}， 可 以 安排 的 会 议 
数量 最 多 为 4， 如 表 2-12 所 示 。 


表 2-12 会 议 时 间 表 





2.4.4” 伪 代码 详解 


(1) 数据 结构 定义 

以 下 C++ 程序 代码 中 ,结构 体 meet 中 定义 了 beg 表示 会 议 的 开始 时 间 ，end 表示 会 议 的 
结束 时 间 ， 会 议 meet 的 数据 结构 : 
| struct Meet 
| int beg;  // 会 议 的 开始 时 间 

int end; ”// 会 议 的 结束 时 间 

| } meet [1000]; 

(2) 对 会 议 按照 结束 时 间 非 递减 排序 

我 们 采用 C++ 中 自 带 的 sort 函数 ， 自 定义 比较 函数 的 办 法 ， 实 现 会 议 排序 ， 按 结束 时 间 
从 小 到 大 排序 〈 非 递减 )， 结 束 时 间 相 等 时 ， 按 开始 时 间 从 大 到 小 排序 〈 非 递增 ): 
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bool стр (Meet х,Мееї у) 
{ 
1Е(х.епа==у.епа) // 结 束 时 间 相 等 时 
return x.beg>y.beg; // 按 开始 时 间 从 大 到 小 排序 
return х.епа<у.епа; // 按 结束 时 间 从 小 到 大 排序 
} 


sort (meet,meet+n, стр); 


(3) 会 议 安排 问题 的 贪心 算法 求解 

在 会 议 按 结束 时 间 非 递减 排序 的 基础 上 ， 首 先 选中 第 一 个 会 议 ， 用 last 变量 记录 刚 
刚 被 选中 会 议 的 结束 时 间 。 下 一 个 会 议 的 开始 时 间 与 last 比较 ， 如 果 大 于 等 于 last， 则 选 
中 。 每 次 选中 一 个 会 议 ， 更 新 last 为 最 后 一 个 被 选中 会 议 的 结束 时 间 ， 被 选中 的 会 议 数 
ans 加 1; 如 果 会 议 的 开始 时 间 不 大 于 等 于 /ast， 继 续 考 查 下 一 个 会 议 ， 直 到 所 有 会 议 考 





int апз=1; // 用 来 记录 可 以 安排 会 议 的 个 数 ， 初 始 时 选中 了 第 一 个 会 议 
int last = meet[0] .end; //last 记录 第 一 个 会 议 的 结束 时 间 
for( 1 = 1;1 < п; i++)  // 依 次 检查 每 个 会 议 
{ 
if (meet[i] .beg > =last) 
{ // 如 果 会 议 i 开始 时 间 大 于 等 于 最 后 一 个 选中 的 会 议 的 结束 时 间 
апз++; 
last = meet[i] .end; // 更 新 last 为 最 后 一 个 选中 会 议 的 结束 时 间 
} 
) 


return ans; // 返 回 可 以 安排 的 会 议 最 大 数 

上 面 介绍 的 程序 中 ， 只 是 返回 了 可 以 安排 的 会 议 最 大 数 ， 而 不 知道 安排 了 哪些 会 议 ， 这 
显然 是 不 满足 需要 的 。 我 们 可 以 改进 一 下 ， 在 会 议 结构 体 meet 中 添加 会 议 编号 пит 变量 ， 
选中 会 议 时 ， 显 示 选 中 了 第 几 个 会 议 。 
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//ргодгам 2-3 

#include <iostream> 

#include <algorithm> 

#include <cstring> 

using namespace std; 

struct Meet 

{ 
int beg; ”// 会 议 的 开始 时 间 
int end; ”// 会 议 的 结束 时 间 
int num; // 记 录 会 议 的 编号 

}meet [1000]; // 会 议 的 最 大 个 数 为 1000 
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class setMeet{ 
public: 
void 111% O) 


void solve(); 


private: 


}; 


int п,апѕ; // n: 会 议 总 数 ans: 最 大 的 安排 会 议 总 数 


// 读 入 数据 


void 
{ 


bool 


void 


setMeet::init() 


int s,e; 
cout <<" 输 入 会 议 总 数 : "<<епа1; 
сіп >> п; 
int i; 
cout <<" 输 入 会 议 的 开始 时 间 和 结束 时 间 ， 以 空格 分 开 : "<<епа1; 
for (i=0;i<n;++i) 
{ 
cin>>s>>e; 
meet [i] .ред=5; 
meet [i] .end=e; 
meet [i] .num=i+1; 


cmp (Meet x,Meet y) 


if (x.end == y.end) 
return x.beg > y.beg; 
return x.end < y.end; 


setMeet::solve() 


sort (meet ,meet+n, стр) ; // 对 会 议 按 结束 时 间 排 序 
cout <<" 排 完 序 的 会 议 时 间 如 下 : "<<епа1; 
int ip 
cout <<" 会 议 编号 "<<" 开始 时 间 "<<" 结束 时 间 "<<endl; 
for (i=0; і<п;і++) 
{ 
cout<<" “<<meet[i].num<<"\t\t"<<meet[i] .beg <<"\t"<<meet[il].end<<endl; 


5 "<<епа1; 
cout << "选择 的 会 议 的 过 程 : " <<епа1; 
cout <<" 选择 第 "<< meet [0] .num<<" 个 会 议 " << endl;// 选 中 了 第 一 个 会 议 
апѕ=1; 
int last = тее [0].епа; // 记 录 刚 刚 被 选中 会 议 的 结束 时 间 
Ғог( j = 1;1 < mitti) 
{ 
if (meet [1] .beg>=last) 


{ // 如 果 会 议 i 开始 时 间 大 于 等 于 最 后 一 个 选中 的 会 议 的 结束 时 间 
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апз++; 
| last = meet[i].end; 
| cout <<" 选择 第 "<<meet [i] .num<<" 个 会 议 "<<endl; 
| } 
| } 
| cout <<" 最 多 可 以 安排 " <<ans << "个 会 议 "<<endl; 
Е 


int тмаіп () 
{ 
| SetMeet sm; 
| sm.init();// 读 入 数据 
| sm.solve () ;// 贪 心算 法 求解 
return 0; 


| 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 





Code::Blocks 
(2) 输入 
| 输入 会 议 总 数 : 
| 10 
| 输入 会 议 的 开始 时 间 和 结束 时 间 ， 以 空格 分 开 : 
3 6 
1 4 
5 7 
2 5 
5 9 
| 3 8 
| 8 11 
| 6 10 
8 12 
12 14 
(3) 输出 
排 完 序 的 会 议 时 间 如 下 : 
会 议 编号 ”开始 时 间 ”结束 时 间 
2 1 4 
4 ° 5 
1 3 6 
| 3 5 7 
| 6 3 8 
| 5 5 9 
| 8 6 10 
| 7 8 11 
| 9 8 12 
| 10 12 14 
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选择 的 会 议 的 过 程 : 
选择 第 2 个 会 议 

| 选择 第 3 个 会 议 

| 选择 第 7 个 会 议 

| 选择 第 10 个 会 议 

| “最 多 可 以 安排 4 个 会 议 


使 用 上 面 贪心 算法 可 得 ， 选 择 的 会 议 是 第 2、3、7、10 个 会 议 ， 输 出 最 优 值 是 4。 
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1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 在 该 算法 中 ， 问 题 的 规模 就 是 会 议 总 个 数 n。 显 然 ， 执 行 次 数 随 问题 
规模 的 增 大 而 变化 。 首 先 在 成 员 函 数 setMeet::init() 中 ， 输 入 n 个 结构 体 数 据 。 输 入 作为 基本 
语句 ， 显 然 ， 共 执行 n 次 。 而 后 在 调用 成 员 函 数 setMeet::solve() 中 进行 排序 ， 易 知 sort 排序 
函数 的 平均 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 随 后 进行 选择 会 议 ， 贡 献 最 大 的 为 这 meet[i].beg>=last) 
语句 ， 时 间 复 杂 度 为 O(n)， 总 时 间 复 杂 度 为 O(n +nlogn)= O(nlogn)。 

(2) 空间 复杂 度 : 在 该 算法 中 ，mee 如 结构 体 数 组 为 输入 数据 ， 不 计算 在 空间 复杂 度 内 。 
辅助 空间 有 六 n. ans 等 变量 ， 则 该 程序 空间 复杂 度 为 常数 阶 ， 即 О(1). 

2. 算法 优化 拓展 f 

想 一 想 ， 你 有 没有 更 好 的 办 法 来 处 理 此 问题 ， 比 如 有 更 小 的 算法 时 间 复 杂 度 ? 


2.5 一 场 说 走 就 走 的 旅行 一 一 最 短路 径 


有 一 天 , 孩子 回来 对 我 说 :“ 妈 妈 , 听 说 马尔 代 夫 很 不 错 ,放假 了 我 想 去 玩 .” 马 尔 代 夫 ? 
我 也 想 去 ! 没有 人 不 向 往 一 场 说 走 就 走 的 旅行 !“ 其 实 我 想 去 的 地 方 很 多 ,呼伦贝尔 大 草原 、 
玉龙 雪山 、 布 达 拉 宫 、 艾 菲 尔 铁塔 ……” 小 孩子 还 说 着 他 感 兴趣 的 地 方 。 于 是 我 们 拿 出 地 图 ， 
标 出 想 去 的 地 点 ， 然 后 计算 最 短路 线 ， 估 算 大 约 所 需 的 时 间 ， 有 了 这 张 秘 制 地 图 ， 一 场 说 走 
就 走 的 旅行 不 是 梦 ! 

“ 哇 ， 感 觉 我 们 像 凡 尔 纳 的 《 环 游 地 球 入 十 天 》， 好 激动 ! 可 是 老 妈 你 也 太 out 了 ， 学 计 
算 机 的 最 短路 线 你 用 手 算 ? ” 

Ж, “小 子 你 别 牛 ， 你 知道 怎么 算 ? ” 

“ 呢 ， 好 像 是 叫 什 么 迪 科 斯 彻 的 人 会 算 。” 

哈哈 ， 关 键 时 刻 还 要 老 妈 上 场 了 ! 
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图 2-8 一 场 说 走 就 走 的 旅行 
2.5.1 问题 分 析 


根据 题目 描述 可 知 ， 这 是 一 个 求 单 源 最 短路 径 的 问题 。 给 定 有 向 带 权 图 G= (V, E), 
其 中 每 条 边 的 权 是 非 负 实数 。 此 外 ， 给 定 VV 中 的 一 个 顶点 ， 
称 为 源 点 。 现 在 要 计算 从 源 到 所 有 其 他 各 顶点 的 最 短路 径 长 
度 ， 这 里 路 径 长 度 指 路 上 各 边 的 权 之 和 。 

如 何 求 源 点 到 其 他 各 点 的 最 短路 径 呢 ? 

如 图 2-9 Ух, Er + W • 迪 科 斯 彻 (Edsger Wybe 
Dijkstra)， 和 荷兰 人 ， 计 算 机 科学 家 。 他 早年 钻研 物理 及 数学 ， 
后 转 而 研究 计算 学 。 他 曾 在 1972 年 获得 过 素 有 “计算 机 科学 1. 

界 的 诺 贝尔 奖 ” 之 称 的 图 灵 奖 ， 与 Donald Ervin Knuth 并 称 为 АЕ 3 
我 们 这 个 时 代 最 伟大 的 计算 机 科学 家 。 图 2-9 艾 兹 格 。W“。 迪 科斯 彻 


2.5.2 算法 设计 


Dijkstra 算法 是 解决 单 源 最 短路 径 问 题 的 贪心 算法 ， 它 先 求 出 长 度 最 短 的 一 条 路 径 ， 再 
参照 该 最 短路 径 求 出 长 度 次 短 的 一 条 路 径 ， 直 到 求 出 从 源 点 到 其 他 各 个 顶点 的 最 短路 径 。 

Dijkstra 算法 的 基本 思想 是 首先 假定 源 点 为 w， 项 点 集合 天 被 划分 为 两 部 分 : 集合 S 
和 WS。 初始 时 5 中 仅 含 有 源 点 w， 其 中 5 中 的 顶点 到 源 点 的 最 短路 径 已 经 确定 。 集 合 
7-5 中 所 包含 的 顶点 到 源 点 的 最 短路 径 的 长 度 待定 ， 称 从 源 点 出 发 只 经 过 5 中 的 点 到 达 
V-S 中 的 点 的 路 径 为 特殊 路 径 ， 并 用 数组 dist[] 记 录 当 前 每 个 顶点 所 对 应 的 最 短 特 殊 路 径 
长 度 。 

Dijkstra 算法 采用 的 贪心 策略 是 选择 特殊 路 径 长 度 最 短 的 路 径 ， 将 其 连接 的 V5 中 的 顶 
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点 加 入 到 集合 S 中 ， 同 时 更 新 数组 dist[]。 一 旦 5 包含 了 所 有 顶点 ，dist[] 就 是 从 源 到 所 有 其 
他 顶点 之 间 的 最 短路 径 长 度 。 

(1) 数据 结构 。 设 置地 图 的 带 权 邻接 抢 阵 为 map[][]， 即 如 果 从 源 点 到 顶点 i 有 边 ， 
就 令 map[u][i] F <u, >18, M map[u]li]j== (ESAK); 采用 一 维 数 组 dist[i] 
来 记录 从 源 点 到 i 顶点 的 最 短路 径 长 度 ; 采用 一 维 数组 p[i] 来 记录 最 短路 径 上 i 顶点 的 
前 驱 。 

(2) 初始 化 。 令 集合 5={u}， 对 于 集合 VS МАГН ИЕ x, ЧИН азИй=тар[и 1, 
如 果 源 点 到 顶点 i 有 边 相 连 ， 初 始 化 pliu, TW p[i]= –1. 

G) 找 最 小 。 在 集合 VS 中 依照 贪心 策略 来 寻找 使 得 dist 四 具有 最 小 值 的 顶点 t ВП 
dist[(]=min Сау 属于 天 8 集合 )， 则 顶点 上 就 是 集合 VS PERA u 最 近 的 顶点 。 

(4) 加 入 5 战队 。 将 顶点 1 加 入 集合 5S 中 ， 同 时 更 新 V-S. 

(5) HER WREE V-S 为 空 ， 算 法 结束 ， 否 则 转 (6). 

(6) ERA. Æ (3) 中 已 经 找到 了 源 点 到 1 的 最 短路 径 ， 那 么 对 集合 V-S 中 所 有 与 顶 
点 t+ 相 邻 的 项 点 j， 都 可 以 借助 t+ 走 捷径 。 如 果 аз [>азй-тар[ 7, М аз =аз-тар[ Л, 
记录 顶点 j 的 前 驱 为 {tt НЯ pF 0, 转 (3). 

由 此 ， 可 求 得 从 源 点 u IR G 的 其 余 各 个 顶点 的 最 短路 径 及 长 度 ， 也 可 通过 数组 р 


向 找到 最 短路 径 上 经 过 的 城市 。 
2.5.3 ”完美 图 解 


现在 我 们 有 一 个 景点 地 图 ， 如 图 2-10 所 示 ， 假 设 从 1 号 结 点 出 发 ， 求 到 其 他 各 个 结 点 
的 最 短路 径 。 

算法 步 双 如 下 。 

(1) 数据 结构 

设置 地 图 的 带 权 邻接 矩阵 为 map[][]， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 jy 有 边 , W тар <, 
PRERE. BU тар[Й=< (无 穷 大 )， 如 图 2-11 所 示 。 


88888 
8 8 8 38 Ñ 
8 N 8 SN O 
8 8 ча 8 
8+-88 





Я 2-10 景点 地 图 图 2-11 邻接 矩阵 тар[]0 
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(2) 初始 化 

SRE 5={1}, V-S=(2, 3, 4, 5}, ХР V-S 中 的 所 有 顶点 x， 初 始 化 最 短 距离 数 
组 dist[i]|=map[1][;], dist[u]=0, WE] 2-12 所 示 。 如 果 源 点 1 到 顶点 i 有 边 相 连 ， 初 始 化 前 驱 
数组 pli=1; TW РЙ=-1, Ш 2-13 Вт. 


1 2 3 4 ç 1 2 3 4 5 
aP e [S>] [+ [| 
2-12 最短 距离 数组 45 РА 2-13 ”前驱 数组 рр] 

(3) 找 最 小 

在 集合 天 S={2，3，4，5} 中 ， 依 照 贪心 策略 来 寻找 天 8 集合 中 dist[] 最 小 的 项 点 4 
如 图 2-14 所 示 。 а 

УМН 2, ХИМИЯ 2. а] о [о [5 [| 

(4) 加 入 5 战队 К 

将 顶点 2 加 入 集合 8 中 5-01, 2}, 同时 更 新 И-5-43, 12-14 ЖИЕ ди 
4, 5}, HHE 2-15 所 示 。 

(5) 借 东 风 

刚刚 找到 了 源 点 到 =2 的 最 短路 径 ， 那 么 对 集合 VS 中 所 有 t 的 邻接 点 j， 都 可 以 借助 1 走 
捷径 。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 都 可 以 看 出 ，2 号 结 点 的 邻接 点 是 3 和 4 号 结 点 ， 如 图 2-16 所 示 。 





图 2-15 景点 地 图 Р 2-16 ”邻接 矩阵 тар[0] 


先 看 3 号 结 点 能 否 借助 2 号 走 捷径 ，dist[2]+map[2][3]=2+2=4， 而 当前 dist[3]=5>4, 
此 可 以 走 捷径 即 2 一 3， 更 新 dist[3]=4， 记 录 顶 点 3 的 前 驱 为 2， 即 p[3]= 2. 

再 看 4 号 结 点 能 否 借 助 2 号 走 捷径 : 如 果 dist[2]+map[2][4]=2+6=8， 而 当前 dist[4]=>8, 
因此 可 以 走 捷径 即 2 一 4， 更 新 dist[4]=8， 记 录 顶 点 4 的 前 驱 为 2， 即 p[4]= 2. 

更 新 后 如 图 2-17 和 图 2-18 所 示 。 
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1 У) 3 4 5 1 2 Š 4 5 
a| o | 2 m = | m| | | | 
图 2-17 最 短 距离 数组 dist[] 图 2-18 ”前驱 数组 p[] 
(6) 找 最 小 
在 集合 三 $={3，4，5} 中 ， 依 照 贪心 策略 来 寻找 ds 可 具有 最 小 值 的 顶点 t 依照 贪心 策 
略 来 寻找 VS 集合 中 ds 可 最 小 的 顶点 t, 如 图 2-19 所 示 。 
找到 最 小 值 为 4， 对 应 的 结 点 3. 
(7) 加 入 5 战队 
KHA 3 ИЛ S rB 5={1, 2, 3}, МЕ У-5={4, 5}, ШИ 2-20 所 示 。 


1 š 21 4 5 
an [> ее 
2-19 最短 距离 数组 dist[] 图 2-20 景点 地 图 


(8) 借 东 风 

刚刚 找到 了 源 点 到 + =3 的 最 短路 径 ， 那 么 对 集合 V-S 中 所 有 上 的 邻接 点 ] 都 可 以 借助 
1 走 捷径 。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，3 号 结 点 的 邻接 点 是 4 和 5 号 结 点 。 

先 看 4 号 结 点 能 否 借助 3 号 走 捷径 : qdist[3]+map[3][4]=4+7=11， 而 当前 dist[4]=8<11, 
比 当前 路 径 还 长 ， 因 此 不 更 新 。 

再 看 5 号 结 点 能 否 借助 3 号 走 捷径 dist[3]+map[3][5]=4+1=5， 而 当前 dist[5]= 吕 >5， 因 
此 可 以 走 捷 径 即 3 一 5， 更 新 dist[5]=5， 记 录 顶 点 5 的 前 驱 为 3， 即 p[5]=3。 

更 新 后 如 图 2-21 和 图 2-22 所 示 。 


1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
am| o | 2 | + | lm м [Ее 2 (mm 
图 2-21 最短 距离 数组 dist[] 2-22 ”前 驱 数 组 p[] 


(9) 找 最 小 
在 集合 /-5={4, 5), 依照 信心 策略 来 寻找 VS 集合 中 ds 可 最 小 的 顶点 t 如 图 2-23 所 示 。 
找到 最 小 值 为 5， 对 应 的 结 点 5. 
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(10) 加 入 5 战队 
将 顶点 二 5 加 入 集合 8 中 S={1，2，3，5}， 同 时 更 新 矿 S={4}， 如 图 2-24 所 示 。 





dist[] 


2-23 ”最 短 距离 数组 dist[] 图 2-24 景点 地 图 


(11) RA 
刚刚 找到 了 源 点 到 1=5 的 最 短路 径 ， 那 么 对 集合 VS 中 所 有 + 的 邻接 点 j， 都 可 以 借助 1 走 捷 
径 。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，5 号 结 点 没有 邻接 点 ， 因 此 不 更 新 , 如 图 2-25 和 图 2-26 所 示 。 


1 2 3 4 5 1 2 3 4 Š 
sajo | 2 Pas] [41223 
图 2-25 最 短 距 离 数 组 dist[] 图 2-26 前 驱 数 组 p[] 
(12) 找 最 小 
在 集合 广 S={4} 中 ， 依 照 贪心 策略 来 寻找 dist[] 最 小 的 项 点 只 有 一 个 顶点 ， 所 以 很 容 
易 找 到 ， 如 图 2-27 所 示 。 
找到 最 小 值 为 8， 对 应 的 结 点 4. 
(13) 加 入 5 战队 
将 顶点 1 加 入 集合 S 中 5S={1，2，3，5，4}， 同 时 更 新 天 S={ }， 如 图 2-28 所 示 。 


5 





Ë x КЧР ИЕ: 
an o |2 | > 


图 2-27 最 短 距离 数组 dist[] 图 2-28 景点 地 图 
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(14) 算法 结束 

V-S=( } 为 空 时 ， 算 法 停止 。 

由 此 ， 可 求 得 从 源 点 u 到 图 G 的 其 余 各 个 顶点 的 最 短路 径 及 长 度 ， 也 可 通过 前 驱 数组 
Z0 逆 向 找到 最 短路 径 上 经 过 的 城市 ， 如 图 2-29 所 示 。 

例如 ，P[5]=3， 即 5 的 前 驱 是 3; p[3]-2， 即 3 的 前 驱 pr ЕТК 
是 2; p[2]=1， 即 2 的 前 驱 是 1; p[1]= -1，1 没有 前 驱 ， 
那么 从 源 点 1 到 5 的 最 短路 径 为 1 一 2 一 3 一 5。 图 2-29 MEMA р 


2.5.4 伪 代 码 详解 


СТ) 数据 结构 

п: 城市 顶点 个 数 。m: 城市 间 路 线 的 条 数 。map[][]: 地 图 对 应 的 带 权 邻接 矩阵 。aist[]: 
记录 源 点 & 到 某 顶 点 的 最 短路 径 长 度 。p[]: 记录 源 点 到 某 顶 点 的 最 短路 径 上 的 该 顶点 的 前 一 
个 顶点 (前 驱 )。flag[]: Ла [ЕТ true， 说 明 顶 点 i 已 经 加 入 到 集合 $， 否 则 顶点 i 属于 集 
合 玉 5。 

const int М = 100; // 初 始 化 城市 的 个 数 ， 可 修改 

const int INF = 1е7; // 无 穷 大 

int map[N] [N] ,dist[N],p[N],n,m; 

bool flag[N]; 

(2) 初始 化 源 点 и 到 其 他 各 个 顶点 的 最 短路 径 长 度 ， 初 始 化 源 点 и 出 边 邻 接点 (1 的 出 
边 相 关联 的 顶点 ) 的 前 驱 为 u: 
| bool flag[n];// 如 果 f1lag [i] 等 于 true， 说 明 顶 点 i 已 经 加 入 到 集合 5; 否则 i 属于 集合 V-S 


for(int і = 1; 1 <= п; і ++) 
{ 
dist[il = мар [1] [i]; // 初 始 化 源 点 u 到 其 他 各 个 顶点 的 最 短路 径 长 度 
flag[i]=false; 
if(dist[i]==INF) 
р[1]=-1; ХИВ ц 到 顶点 无边 相 连 ， 设 置 p[i]=-1 
else 
p[i]=u;  // 说 明 源 点 u HMA і FE, 设置 p[i]=u 
} 


(3) 初始 化 集合 8S， 令 集合 5-и), MRAR) u 的 最 短路 径 为 0。 

flag[u]=true;  // 初 始 化 集合 Ss 中 ， 只 有 一 个 元 素 : WA u 

dist[u] = 0; // 初 始 化 源 点 u 的 最 短路 径 为 0， 自己 到 自己 的 最 短路 径 

(4) 找 最 小 

在 集合 V-S 中 寻找 距离 源 点 最 近 的 顶点 t， 若 找 不 到 +t， 则 跳出 循环 ， 否则, 将 + 加 入 
集合 5。 
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int temp = INE,t = u; 
for(int j = 1 ; j <= п; j ++) //fE#E@ v-s 中 寻找 距离 源 点 u 最 近 的 顶点 七 
if( !flag[j] && dist[j] < temp) 
{ 
t=j; ”// 记 录 距 离 源 点 u 最 近 的 顶点 
temp=dist[j]; 
} 
if (t == u) return ; // 找 不 到 t， 跳 出 循环 
flag[t] = true; // 否 则 ， 将 tt 加 入 集合 Ss 


(5) 借 东 风 
考查 集合 VS 中 源 点 u 到 的 邻接 点 7 的 距离 ， 如 果 源 点 z 经 过 + 到达 j 的 路 径 更 短 ， 
则 更 新 аз Л =dist[1]+map[4][]， 即 松弛 操作 ， 并 记录 j 的 前 驱 为 1: 


for(int j = 1; j <= n; j ++) // 更 新 集合 V-S 中 与 t 邻接 的 顶点 到 源 点 u 的 距离 
if(!flag[j] && map[t] [j]<INF) //!flag[j] 表 示 j 在 V-S 中 ，map[t] [j]<INE 表 示 上 与] 邻接 
if (dist [j]>(dist[t]+map[t][j])) // 经 过 t 到 达 j 的 路 径 更 短 
{ 
dist[j]=dist[t]+map[t][3j] ; 
p[j]=t; // 记 录 j 的 前 驱 为 七 
} 


重复 (4) ~ (5), BIVA и 到 所 有 顶点 的 最 短路 径 被 找到 。 


2.5.5 ”实战 演练 


//program 2-4 

#include <cstdio> 

#include <iostream> 

#include<cstring> 

#include<windows.h> 

#include<stack> 

using namespace std; 

const int N = 100; // 城市 的 个 数 可 修改 

const int INF = 1е7; // 初始 化 无 穷 大 为 10000000 

int map[N] [№], 913 [N], pN], n,m; //п 城市 的 个 数 ，m 为 城市 间 路 线 的 条 数 
bool flag[N]; // 如 果 flag [i] 等 于 true, 说 明 顶 点 i 已 经 加 入 到 集合 s; 否则 顶点 i 属于 集合 V-S 
void Dijkstra(int u) 

{ 








for(int i=1; i<=n; і++) //@ 
{ 
dist[i] =тар [1] [1]; // 初 始 化 源 点 u 到 其 他 各 个 顶点 的 最 短路 径 长 度 
flag[i]=false; 
if (dist[i]==INF) 
p[i]=-1; // 源 点 u 到 该 顶点 的 路 径 长 度 为 无 穷 大 ， 说 明 顶 点 i 与 源 点 u 不 相 邻 
else 
р[1]=0; // 说 明 顶 点 与 源 点 u 相 邻 ， 设 置顶 点 i 的 前 驱 p[i]=u 
} 
dist[u] = 0; 
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flag[u]=true; // 初 始 时 ， 集 合 s 中 只 有 一 个 元 素 : 源 点 uu 
for(int 1=1; i<=n; i++)//@ 
{ 
int temp = INF,t = u; 
for(int j=1; j<=n; j++) //@@ 在 集合 V-s 中 寻找 距离 源 点 u 最 近 的 顶点 七 
if(!flag[j]&&dist[j]<temp) 
{ 
t=j; 
temp=dist[j]; 
} 
if (t==u) return ; // 找 不 到 t， 跳 出 循环 
flag[t]= true; // 否 则 ,将 t 加 入 集合 
for(int j=1;j<=n;j++)//@// 更 新 集合 V-s 中 与 + 邻接 的 顶点 到 源 点 u 的 距离 
if(!flag[j]&& map[t][j]<INF)//!s[j] 表 示 j 了 在 V-Ss 中 
if (dist[j]>(dist[t]+map[t] [j])) 
{ 
dist[j]=dist[t]+map[t] [j] ; 
Bj=t ; 
} 
} 
} 
int main () 
{ 
int u, VW St; 
system("color 0d"); 
cout << "请 输入 城市 的 个 数 : "<<endl; 
cin >> п; 
cout << "请 输入 城市 之 间 的 路 线 的 个 数 : "<<епа1; 
cin >>m; 
cout << "请 输入 城市 之 间 的 路 线 以 及 距离 : "<<end1; 
for(int i=1;i<=n;i++)// 初 始 化 图 的 邻接 矩阵 
for(int j=1;j<=n;j++) 
{ 
map[i] [j]=INF; // 初 始 化 邻接 矩阵 为 无 穷 大 
} 
while (м--) 
{ 
cin >> u >> v >> w; 
тар[и] [v] =min(map[u][v],w); // 邻 接 矩 阵 储存 ， 保 留 最 小 的 距离 
} 
cout <<" 请 输入 小 明 所 在 的 位 置 "<<епаї; ; 
čin >> зі; 
Dijkstra (st); 
cout <<" 小 明 所 在 的 位 置 : "<<st<<endl; 
for(int і=1;і<=п;і++) { 


cout <<" 小 明 : "<<st<<" - "<<" 要 去 的 位 置 ; "<<i<<endl; 
if (dist[i] == INF) 

cout << "sorry, 无 路 可 达 "<<end1:， 
else 


cout << "最 短 距离 为 :"<<dist[i]<<endl; 
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return 0; 


算法 实现 和 测试 


(123 


运行 环境 


Code::Blocks 
(2) 输入 
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小 明 : 
小 明 : 
小 明 : 
小 明 : 
小 明 : 


请 输入 城市 的 个 数 : 
hi et 的 路 线 的 个 数 : 
请 输入 城市 之 间 司 的 路 线 以 及 距离 : 
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入 小 明 所 在 的 位 置 : 


(3) 输出 


小 明 所 在 的 位 置 ，5 

5 - 要 去 的 位 置 :1 最 短 距离 为 : 
5 - 要 去 的 位 置 :2 最 短 距离 为 : 
5 - 要 去 的 位 置 :3 最 短 距 离 为 : 
5 - 要 去 的 位 置 :4 最 短 距离 为 : 
5 - 要 去 的 位 置 :5 最 短 距离 为 : 


8 
24 
23 
30 
0 


想 一 想 : 因为 我 们 在 程序 中 使 用 p[] 数 组 记录 了 最 短路 径 上 每 一 个 结 点 的 前 驱 ， 因 此 除 
了 显示 最 短 距离 外 , 还 可 以 显示 最 短路 径 上 经 过 了 哪些 城市 ,可 以 增加 一 段 程序 逆向 找到 该 
最 短路 径 上 的 城市 序列 。 


{ 


{ 





void findpath (int u) 


int x; 
stack<int>s;// 利 用 c++ 自 带 的 函数 创建 一 个 栈 s， 需 要 程序 头 部 引入 #include<stack> 
cout<<" 源 点 为 : "<<u<<endl; 
for (int i=l;i<=n;i++) 


х=р[1]; 
while (х!=-1) 
{ 
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s.push (x);// 将 前 驱 依 次 压 入 栈 中 
x=p[x]; 

} 

cout<<" 源 点 到 其 他 各 项 点 最 短路 径 为 : "7 

while(!s.empty()) 

{ 
cout<<s.top()<<"--";// 依 次 取 栈 顶 元 素 
s .pop();// 出 栈 

} 

cout<<i<<" ;最 短 距 离 为 : "<<dist[i]<<endl; 

} 
} 


只 需要 在 主 函数 末尾 调用 该 函数 : 
findpath (st);// 主 函数 中 st 为 源 点 


输出 结果 如 下 。 


源 点 为 : 5 

源 点 到 其 他 各 顶点 最 短路 径 为 ，5--1; 最 短 距离 为 : 8 

源 点 到 其 他 各 顶点 最 短路 径 为 ，5--1--2; 最 短 距 离 为 : 24 
源 点 到 其 他 各 顶点 最 短路 径 为 :， 5--1--3; 最 短 距 离 为 : 23 
源 点 到 其 他 各 顶点 最 短路 径 为 : 5--1--3--4; 最 短 距离 为 ，30 
源 点 到 其 他 各 项 点 最 短路 径 为 : 5; 最 短 距离 为 ，0 


2.56 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 时 间 复 杂 度 

(1) 时 间 复 杂 度 : 在 Dijkstra 算法 描述 中 ， 一 共有 4 № for 语句 ， 第 中 个 for 语句 的 
执行 次 数 为 п, ЖОЛ for ЕН) H [Hl Ik TAA for WGO, ©, EMERIT RŽI n, 
对 算法 的 运行 时 间 贡 献 最 大 ， 当 外 层 循 环 标号 为 1 时 ，@、@ 语 句 在 内 层 循环 的 控制 下 
均 执行 n 次 ， 外 层 循环 @@ 从 1~n。 因 此 ,该 语句 的 执行 次 数 为 n*+n=n?， 算 法 的 时 间 复 杂 
度 为 Olm)» 

(2) 空间 复杂 度 : 由 以 上 算法 可 以 得 出 , 实现 该 算法 所 需要 的 辅助 空间 包含 为 数组 flag、 
变量 i、j、t 和 temp 所 分 配 的 空间 ， 因 此 ， 空 间 复 杂 度 为 O(n)。 

2. 算法 优化 拓展 

在 for 语句 @ 中 ， 即 在 集合 VS 中 寻找 距离 源 点 4 最近 的 顶点 t 其 时 间 复 杂 度 为 On), 
如 果 我 们 使 用 优先 队列 ， 则 可 以 把 时 间 复 杂 度 降 为 O(log n)。 那 么 如 何 使 用 优先 队列 昵 ? 

(1) 优先 队列 ( 见 附录 C) 

(2) 数据 结构 

在 上 面 的 例子 中 ， 我 们 使 用 了 一 维 数组 dist[#] 来 记录 源 点 и 到 顶点 t 的 最 短路 径 长 度 。 
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在 此 为 了 操作 方便 ， 我 们 使 用 结构 体 的 形式 来 实现 ， 定 义 一 个 结构 体 Node， 里 面包 含 两 个 
RR: 4 为 顶点 ，step 为 源 点 到 顶点 2 的 最 短路 径 。 
struct Node{ 
int v,step; // v 为 顶点 ，step 为 源 点 到 顶点 v 的 最 短路 径 
Node () {}; 
Node (int arint ѕр) { 
у=а;  ”// 参 数 传递 ，v 为 顶点 
step = sp; // 参 数 传递 ，step 为 源 点 到 顶点 v 的 最 短路 径 
} 
bool operator < (const Node& а) сопѕї { 


return step > a.step; // 重 载 <, step ( 源 点 到 顶点 v 的 最 短路 径 ) 最 小 值 优先 





| }; 
上 面 的 结构 体 中 除了 两 个 成 员 变 量 外 ,还 有 一 个 构造 函数 和 运算 符 优先 级 重 载 ， 下 面 详 
细 介 绍 其 含义 用 途 。 
为 什么 要 使 用 构造 函数 ? 
如 果 不 使 用 构造 函数 也 是 可 以 的 ， 只 定义 一 般 的 结构 体 ， 里 面包 含 两 个 参数 : 
struct М№оае { 

int у, step; // v XAMA, step 为 源 点 到 顶点 v 的 最 短路 径 


}; 

那么 在 变量 参数 赋值 时 ， 需 要 这 样 赋值 : 

Node vs ; // 先 定义 一 个 Node 结 点 类 型 变量 

vs.v =3 ,vs.step = 5; // 分 别 对 该 变量 的 两 个 成 员 进 行 赋值 
采用 构造 函数 的 形式 定义 结构 体 : 


struct Моае{ 
int u,step; 
Node () {}; 
Node (int aint зр) { 
u = а  // 参 数 传递 u 为 顶点 
step = sp; // 参 数 传递 step 为 源 点 到 顶点 的 最 短路 径 


} 
}; 
则 变量 参数 赋值 就 可 以 直接 通过 参数 传递 : 
Node vs (3,5) 
上 面 语句 等 价 于 : 
VS.V =3 ,vs.step = 5; 
很 明显 通过 构造 函数 的 形式 定义 结构 体 ， 参数 赋值 更 方便 快捷 ， 后 面 程序 中 会 将 结 点 压 
入 优先 队列 : 
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priority_queue <Node> Q; // 创建 优先 队列 ， 最 小 值 优先 
Q.push (Node (i, dist[i])); // 将 结 点 Node 压 入 优先 队列 Q 
// 参 数 i 传递 给 顶点 v， dist [i] 传 递 给 step 


G) 使 用 优先 队列 优化 的 Dijkstra 算法 源 代码 : 


//program 2-5 
#include <queue> 
#include <iostream> 
#include<cstring> 
#include<windows.h> 
using namespace std; 
const int N = 100; // 城市 的 个 数 可 修改 
const int INF = 1е7; // 无 穷 大 
int map[N] [№], 913% [№] ,п,м; 
int Е1ад [№]; 
struct Node{ 
int и, вер; 
Node () {}; 
Node (int a,int sp) { 
u=a;step=sp; 
} 
bool operator < (const Node& a)const( // 重 载 < 
return step>a.step; 


) 


void Dijkstra(int st){ 
priority queue <Node> Q; // 优先 队列 优化 
Q.push (Node (st, 0) ) 
memset (flag, 0, sizeof (flag) ) ; //Я 4 flag 数组 为 0 
for (int i=1;i<=n; ++i) 
dist [i]=INF; // 初始 化 所 有 距离 为 ， 无 穷 大 
9134 [58 ]=0; 
мћі1е (!О.емрёу()) 
{ 
Node it=Q.top();// 优 先 队 列队 头 元 素 为 最 小 值 
О.рор(); 
iat ї=1Є.0; 
if(flag[t])// 说 明 已 经 找到 了 最 短 距 离 ， 该 结 点 是 队列 里 面 的 重复 元 素 
continue; 
flag[t]=1; 
for (int i=l;i<=n;i++) 
{ 
іҒ (1 Ғад [1] &&тар [1 [1]<ІМЕ) { // 判断 与 当前 点 有 关系 的 点 ， 并 且 自 己 不 能 到 自己 
if (913% [1] >А1зЕ [+] +мар [+] [1]) 
{ // 求 距离 当前 点 的 每 个 点 的 最 短 距离 ,进行 松弛 操作 
dist[i]=dist[t]+map[t] [i]; 
Q.push (Node (i, dist[i]));// 把 更 新 后 的 最 短 距离 压 入 优先 队列 ， 
注意 : 里 面 的 元 素 有 重复 


} 
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} 
} 
int main() 
{ 
Int 1,7,0, SE? 
system ("color 0d");// 设 置 背 景 及 字体 颜色 
cout << "请 输入 城市 的 个 数 : "<<end1; 
сап >> а 
cout << "请 输入 城市 之 间 的 路 线 的 个 数 : "<<епа1; 
сіп >>; 
for(int i=1;i<=n;i++)// 初 始 化 图 的 邻接 和 矩阵 
for(int j=1;j<=n;j++) 
{ 
пар[1] [j] =ТМЕ; / /初始 化 邻接 矩阵 为 无 穷 大 
} 
cout << "请 输入 城市 之 间 u, у 的 路 线 以 及 距离 w: "<<епа1; 
while (т--) 
{ 


cin>>u>>v>>w; 


map[u][v]=min(map[u][v],w); // 邻 接 矩 阵 储存 ， 保 留 最 小 的 距离 
} 
cout<<" 请 输入 小 明 所 在 的 位 置 : "<<endl; ; 


cin>>st; 
Dijkstra(st); 
cout <<" 小 明 所 在 的 位 置 : "<<st<<end1; 
for(int 1=1;1<=п;1++) 
{ 
cout <<" 小 明 :"<<st<<"--->"<<" 要 去 的 位 置 "<<і; 
if (dist[i]==INF) 
cout << "sorry, 无 路 可 达 "<<endl; 
else 
cout << " 最 短 距离 为 : "<<dist[i]<<endl; 
} 


return 0; 





} 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 

请 输入 城市 的 个 数 : 


5 
请 输入 城市 之 间 的 路 线 的 个 数 : 


请 输入 城市 之 间 的 路 线 以 及 距离 : 


юн 
心 w ш № 
ao Q № 
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| 34 

35 
| 45 
| 请 输入 小 明 所 在 的 位 置 : 

(3) 输出 

小 明 所 在 的 位 置 : 1 

小 明 : 1 - 要 去 的 位 置 : 1 最 短 距离 为 : 
АНЯ: 1 - 要 去 的 位 置 : 2 最 短 距离 为 : 
J; 1 - 要 去 的 位 置 ，3 最 短 距 离 为 : 
小 明 : 1 - 要 去 的 位 置 : 4 最 短 距 离 为 : 
小 明 : 1 - 要 去 的 位 置 ，5 最 短 距离 为 : 

在 使 用 优先 队列 的 Dijkstra 算法 描述 中 ，while (1Q.empty()) 语 句 执行 的 次 数 为 nx， 因为 要 
弹出 到 个 最 小 值 队 列 才 会 空 , Q.popO 语 句 的 时 间 复 杂 度 为 logn, while 语句 中 的 for 语句 执行 
п, Тог 语句 中 的 Q.push (Node(zaadist[ 让 ) 时 间 复 杂 度 为 logz。 因 此 ， 总 的 语句 的 执行 次 数 为 
п* log7z+712#log71， 算 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(n?logn)- 

貌似 时 间 复 杂 度 又 变 大 了 ? 

这 是 因为 我 们 采用 的 邻接 矩阵 存储 的 ， 如 果 采 用 邻接 表 存 储 〈 见 附录 D), ЖА for 
语句 松弛 操作 就 不 用 每 次 执行 п 次 , 而 是 执行 1 结 点 的 邻接 边 数 x， 每 个 结 点 的 邻接 边 
加 起 来 为 边 数 E， 那 么 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(n*logn+E*logn)， 如 果 E 三 nx”， 则 时 间 复 杂 度 
为 O(E*logn)。 

注意 : 优先 队列 中 尽管 有 重复 的 结 点 ， 但 重复 结 点 最 坏 是 加 ，log n=2 log n， 并 不 改变 
时 间 复 杂 度 的 数量 级 。 

想 一 想 ， 还 能 不 能 把 时 间 复 杂 度 再 降低 呢 ? 如 果 我 们 使 用 斐 波 那 契 堆 ， 那 么 松弛 操作 的 
时 间 复 杂 度 O()， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(n* logn+E)。 


2 6 наа EE Sp 


看 过 谍 战 电影 《风声 》 的 观众 都 会 对 影片 中 神奇 的 消息 传递 惊叹 不 已 ! 吴 志 国 大 队长 在 
受 了 残忍 的 “ 针 刑 ”之 后 躺 在 手术 台 上 唱 空城 计 ， 变 了 音调 ， 把 消息 传 给 了 护士 ， 顾 晓 梦 在 
衣服 上 颖 补 了 长 短 不 一 的 针脚 …… 那 么 , 片 中 无 处 不 在 的 摩尔 斯 码 到 底 是 什么 它 又 有 着 怎 
样 的 神秘 力量 呢 ? 

摩尔 斯 电码 (Morse code) 由 点 dot (. )、 划 dash (-) 两 种 符号 组 成 。 它 的 基本 原理 是 : 
把 英文 字母 表 中 的 字母 、 标 点 符号 和 空格 按照 出 现 的 频率 排序 ， 然 后 用 点 和 划 的 组 合 来 代表 这 
些 字 母 、 标 点 符号 和 空格 ， 使 频率 最 高 的 符号 具有 最 短 的 点 划 组 合 。 


£ OO mW № O 
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0110100101001010110100ть 
0101011010101101011010, 


011010010011010, 
1101001010010! оона 
图 2-30 神秘 电报 密码 





2.6.1 问题 分 析 


我 们 先 看 一 个 生活 中 的 例子 : 

有 一 群 退休 的 老 教授 聚会 ， 其 中 一 个 老 教授 带 着 刚 会 说 话 的 漂亮 小 孙女 ， 于 是 大 家 
逗 她 “你 能 猜 猜 我 们 多 大 了 吗 ? 猜 对 了 有 和 糖 吃 哦 !” 小 女孩 就 开始 猜 :“ 你 是 1 岁 了 吗 ?”， 
老 教授 扬扬 头 。“ 你 是 两 岁 了 吗 ?”， 老 教授 仍然 摇 摇 头 。“ 那 一 定 是 3 岁 了 !”…… 大 家 
哈哈 大 笑 。 或 许 我 们 都 感觉 到 了 小 女孩 的 天 真 可 爱 ， 然 而 生活 中 的 确 有 很 多 类 似 这 样 的 
判断 。 

曾经 有 这 样 一 个 C++ 设计 题目 : 将 一 个 班级 的 成 绩 从 百分制 转 为 等 级 制 。 一 同学 设计 的 
程序 为 : 

if (score <60) cout << "不 及 格 "<<endl; 

else if (score <70) cout << "及 格 "<<endl; 

else if (score <80) cout << "中 等 "<<endl; 


else if (score <90) cout << "良好 "<<endl; 
else cout << "优秀 "<<endl; 


在 上 面 程序 中 ， 如 果 分 数 小 于 60， 我 们 做 1 次 判定 即 可 ， 如 果 分 数 为 60 一 70， 需 要 判 
定 2 次 ;如 果 分 数 为 70 一 80， 需 要 判定 3 К: 如 果 分 数 为 80 一 90， 需 要 判定 4 次 ; 如果 分 
数 为 90 一 100， 需 要 判定 5 次 。 

这 段 程序 貌似 是 没有 任何 问题 ， 但 是 我 们 却 犯 了 从 1 岁 开 始 判断 一 个 老 教授 年 龄 的 错 
误 ， 因 为 我 们 的 考试 成 绩 往 往 是 呈正 态 分 布 的 ， 如 图 2-31 所 示 。 

也 就 是 说 ， 大 多 数 (70%) 人 的 成 绩 要 判断 3 次 或 3 次 以 上 才能 成 功 ， 假 设 班级 人 数 为 
100 人 ， 则 判定 次 数 为 : 

100х10%х1+100х20%х2+100х40%х3+100х20%х4+100х10%х5=300 (0) 
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人 数 


10% 20% 





如 果 我 们 改写 程序 为 : 


if (score <80) 
| if (score <70) 
| if (score <60) cout << "不 及 格 "<<endl; 
| else cout << "及 格 "<<endl; 
| else cout << "中 等 "<<end]l; 
| else if (score <90) cout << "В "<<епа1; 
| else cout << "优秀 "<<endl; 


则 判定 次 数 为 : 
100х10%х3+100х20%х3+100х40%х2+100х20%х2+100х10%х2=230 СХ) 
为 什么 会 有 这 样 大 的 差别 呢 ? 我 们 来 看 两 种 判断 方式 的 树 形 图 ， 如 图 2-32 所 示 。 





2-32 ”两 种 判断 方式 的 树 形 图 


从 图 2-32 中 我 们 可 以 看 到 ， 当 频率 高 的 分 数 越 靠近 树 根 〈 先 判断 ) 时， 我 们 只 用 1 次 
猜 中 的 可 能 性 越 大 。 

再 看 五 笔 字 型 的 编码 方式 : 

我 们 在 学 习 五 笔 时 ， 需 要 背 一 级 简 码 。 所 谓 一 级 简 码 ， 就 是 指 25 个 汉字 ， 对 应 着 25 个 
按键 , 打 1 个 字母 键 再 加 1 个 空格 键 就 可 打出 来 相应 的 字 。 为 什么 要 这 样 设 置 呢 ? 因为 根据 
文字 统计 ， 这 25 个 汉字 是 使 用 频率 最 高 的 。 
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五 笔 字 根 之 一 级 简 码 : 

G= ЕВ DE, ЗЕ АГ 

HE JER КФ LA ми 

ТМ ВМ ЕЖ WA QR 

УЕ ОЖ ІТ ОЯ РЖ 

N E ВТУ. СЕ ХЕ 

通常 的 编码 方法 有 固定 长 度 编码 和 不 等 长 度 编码 两 种 。 这 是 一 个 设计 最 优 编码 方案 的 问 
题 ， 目 的 是 使 总 码 长 度 最 短 。 这 个 问题 利用 字符 的 使 用 频率 来 编码 ， 是 不 等 长 编码 方法 ， 使 
得 经 常 使 用 的 字符 编码 较 短 ， 不 常 使 用 的 字符 编码 较 长 。 如 果 采 用 等 长 的 编码 方案 ， 假 设 所 
有 字符 的 编码 都 等 长 ， 则 表示 n 个 不 同 的 字符 需要 |logn | 位 。 例 如 ，3 个 不 同 的 字符 a、b、 
c， 至 少 需 要 2 位 二 进 制 数 表示 ，a 为 00, b 为 01, c 为 10。 如 果 每 个 字符 的 使 用 频率 相等 ， 
固定 长 度 编码 是 空间 效率 最 高 的 方法 。 

不 等 长 编码 方法 需要 解决 两 个 关键 问题 : 

(1) 编码 尽 可 能 短 

我 们 可 以 让 使 用 频率 高 的 字符 编码 较 短 ， 使 用 频率 低 的 编码 较 长 ， 这 种 方法 可 以 提高 压 
缩 率 ， 节 省 空间 ， 也 能 提高 运算 和 通信 速度 。 即 频率 越 高 ， 编 码 越 短 。 

(2) 不 能 有 二 义 性 

例如 ，ABCD 四 个 字符 如 果 编 码 如 下 。 

А: 0. В: 1. С: 01. D: 10. 

那么 现在 有 一 列 数 0110， 该 怎样 翻译 呢 ? EMAN ABBA, ABD, СВА, 还 是 CD? Я 
么 如 何 消除 二 义 性 呢 ? 解决 的 办 法 是 : 任何 一 个 字符 的 编码 不 能 是 另 一 个 字符 编码 的 前 缀 ， 
即 前 缀 码 特 性 。 

1952 年 ， 数 学 家 D.A.Huffman 提出 了 根据 字符 在 文件 中 出 现 的 频率 ， 用 0、1 ЖЕН 
表示 各 字符 的 最 佳 编码 方式 ， 称 为 哈 夫 曼 (Huffman) 编码 。 哈 夫 曼 编码 很 好 地 解决 了 上 述 
两 个 关键 问题 ， 被 广泛 应 用 于 数据 压缩 ,尤其 是 远 距 离 通信 和 大 容量 数据 存储 方面 ， 常 用 的 
JPEG 图 片 就 是 采用 哈 夫 曼 编 码 压缩 的 。 


2.6.2 ”算法 设计 
哈 夫 曼 编码 的 基本 思想 是 以 字符 的 使 用 频率 作为 权 构 建 一 棵 哈 夫 曼 树 , 然后 利用 哈 夫 曼 
树 对 字符 进行 编码 。 构 造 一 棵 哈 夫 曼 树 ， 是 将 所 要 编码 的 字符 作为 叶子 结 点 ， 该 字符 在 文件 
中 的 使 用 频率 作为 叶子 结 点 的 权 值 ， 以 自 底 向 上 的 方式 ， 通 过 n-1 次 的 “合并 ”运算 后 构造 


出 的 一 棵 树 ， 核 心思 想 是 权 值 越 大 的 叶子 离 根 越 近 。 
哈 夫 曼 算法 采取 的 贪心 策略 是 每 次 从 树 的 集合 中 取出 没有 双亲 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 作 
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为 左右 子 树 ， 构 造 一 棵 新 树 ， 新 树 根 节点 的 权 值 为 其 左右 孩子 结 点 权 值 之 和 ， 将 新 树 插 入 到 
树 的 集合 中 ， 求 解 步骤 如 下 。 
(1) 确定 合适 的 数据 结构 。 编 写 程序 前 需要 考虑 的 情况 有 : 
° 哈 夫 曼 树 中 没有 度 为 1 的 结 点 , 则 一 棵 有 n 个 叶子 结 点 的 哈 夫 曼 树 共有 2n-1 个 结 点 
(n-1 次 的 “合并 ”， 每 次 产生 一 个 新 结 点 )， 
° 构成 哈 夫 曼 树 后 ， 为 求 编码 ， 需 从 叶子 结 点 出 发 走 一 条 从 叶子 到 根 的 路 径 。 
e° 译 码 需要 从 根 出 发 走 一 条 从 根 到 叶子 的 路 径 ， 那 么 我 们 需要 知道 每 个 结 点 的 权 值 、 
双亲 、 左 孩子 、 右 孩子 和 结 点 的 信息 。 
(2) 初始 化 。 构 造 n 棵 结 点 为 n 个 字符 的 单 结 点 树 集合 Тед, Ь, в, s 5}, УЖ 
只 有 一 个 带 权 的 根 结 点 ， 权 值 为 该 字符 的 使 用 频率 。 
(3) WR T 中 只 剩 下 一 棵 树 ， 则 哈 夫 曼 树 构造 成 功 ， 跳 到 步骤 “6)。 否 则 ， 从 集合 T 
中 取出 没有 双亲 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 入， 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 zx， 新 树 的 左 孩子 为 如 
HATH 1, zk МИН вт, КИН. 
(4) ARE TPE 0, tp 加 入 zro 
(5) ШЯЫЕ (3) ~ (4) #. 
(6) 约定 左 分 支 上 的 编码 为 “0”， 右 分 支 上 的 编码 为 “1”。 从 叶子 结 点 到 根 结 点 逆向 求 
出 每 个 字符 的 哈 夫 曼 编码 , 从 根 结 点 到 叶子 结 点 路 径 上 的 字符 组 成 的 字符 串 为 该 叶子 结 点 的 
哈 夫 曼 编码 。 算 法 结束 。 


2.6.3 ”完美 图 解 
假设 我 们 现在 有 一 些 字符 和 它们 的 使 用 频率 〈 见 表 2-13)， 如 何 得 到 它们 的 哈 夫 曼 编 码 呢 ? 
表 2-13 字符 频率 





我 们 可 以 把 每 一 个 字符 作为 叶子 ， 它 们 对 应 的 频率 作为 其 权 值 ， 为 了 比较 大 小 方便 ， 可 
以 对 其 同时 扩大 100 倍 ， 得 到 a~f 分 别 对 应 S、32、18、7、25、13。 
(1) 初始 化 。 构 造 n 棵 结 点 为 n 个 字符 的 单 结 点 树 。” ”_--=--=------~~ 


集合 T={a，b，c，d，e， 人 ， 如 图 2-33 所 示 。 r © © O 
13 


----= -an v. 


(2) 从 集合 T 中 取出 没有 双亲 的 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 5—9 i 2 
a 和 d， 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 磋 ， 新 树 的 左 孩子 为 a, Ж 图 2-33 叶子 结 点 
孩子 为 4g， 新 树 的 权 值 为 a 和 的 权 值 之 和 为 12。 新 树 的 树 根 1 加 入 集合 7，a 和 d 从 集合 
T 中 删除 ， 如 图 2-34 所 示 。 
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(3) 从 集合 了 中 取出 没有 双亲 的 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 如 和 了 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 妃 ， 
新 树 的 左 孩 子 为 t1:， 右 孩子 为 f， 新 树 的 权 值 为 #1 和 ff 的 权 值 之 和 为 25。 新 树 的 树 根 二 加 入 
集合 7， 将 如 和 f 从 集合 了 中 删除 ， 如 图 2-35 所 示 。 





图 2-34 构建 新 树 图 2-35 构建 新 树 


(4) 从 集合 T 中 取出 没有 双亲 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 c 和 ee， 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 5, 
新 树 的 左 孩 子 为 c， 右 孩子 为 e， 新 树 的 权 值 为 c Ме 的 权 值 之 和 为 43。 新 树 的 树 根 加 入 
集合 7， 将 c 和 e 从 集合 了 中 删除 ， 如 图 2-36 所 示 。 

(5) 从 集合 T 中 取出 没有 双亲 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 t 
和 b， 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 &， 新 树 的 左 孩子 为 ho A 





及 加 入 集合 T， 将 二 和 b 从 集合 了 中 删除 ， 如 图 2-37 所 示 。 

(6) 从 集合 了 中 取出 没有 双亲 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 t 
和 如， 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 右 ， 新 树 的 左 孩 子 为 n， 右 孩子 为 ss， 新 树 的 权 值 为 和 
的 权 值 之 和 为 100。 新 树 的 树 根 ts 加 入 集合 T, K o ü 4 从 集合 T 中 删除 ， 如 图 2-38 
所 示 。 


图 2-36 构建 新 树 





图 2-37 构建 新 树 图 2-38 Ен 


(7) 了 中 只 剩 下 一 棵 树 ， 哈 夫 曼 树 构 造成 功 。 

(8) 约定 左 分 支 上 的 编码 为 “0” 右 分 支 上 的 编码 为 “1”。 从 叶子 结 点 到 根 结 点 逆向 求 
出 每 个 字符 的 哈 夫 曼 编 码 , 从 根 结 点 到 叶子 结 点 路 径 上 的 字符 组 成 的 字符 串 为 该 叶子 结 点 的 
蛤 夫 曼 编码 ， 如 图 2-39 所 示 。 
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а: 1000 b: Ш с: 00 а: 1001 е: 01 Е: 101 
# 2-39 мха 


2.6.4” 伪 代码 详解 


在 构造 哈 夫 曼 树 的 过 程 中 ， 首 先 给 每 个 结 点 的 双亲 、 左 孩子 、 右 孩子 初始 化 为 -1， 找 出 
所 有 结 点 中 双亲 为 -1、 权 值 最 小 的 两 个 结 点 ti t HEFIR, ЗЕМЕ О 
结 点 的 权 值 为 #4、t 权 值 之 和 ， 其 左 孩 子 为 权 值 最 小 的 结 点 #1， 右 孩子 为 次 小 的 结 点 5, ts 
的 双亲 为 双亲 结 点 的 编号 )。 重 复 此 过 程 ， 构 造 一 棵 哈 夫 曼 树 。 

(1) 数据 结构 

每 个 结 点 的 结构 包括 权 值 、 双 亲 、 左 孩子 、 右 孩子 、 结 点 字符 信息 这 5 个 域 。 如 图 2-40 
所 示 ， 定 义 为 结构 体形 式 ， 定 义 结 点 结构 体 HnodeType: 


typedef struct 
{ 

double weight; // 权 值 

int parent; // 双 亲 

int lchild; // 左 孩子 

int rchild; // 右 孩子 

char value; // 该 节点 表示 的 字符 
} HNodeType; 


在 编码 结构 体 中 ，bi[] 存 放 结 点 的 编码 ，start 记录 编码 开始 下 标 ， 逆 向 译 码 〈 从 叶 
子 到 根 ， 想 一 想 为 什么 不 从 根 到 叶子 昵 ?)。 存 储 时 ，start 从 n-1 开始 依次 递减 ， 从 后 向 


前 存储 ; 读 取 时 ， 从 starl 开始 到 n-1， 从 前 向 后 输出 ， 即 为 该 字符 的 编码 。 如 图 2-41 
所 示 。 





start 


п-1 
| em] а О ETTI 


В 2-40 АНИ Я 2-41 编码 数组 


编码 结构 体 HcodeType: 
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typedef struct 
{ 
int bit [МАХВТТ]; // 存 储 编码 的 数组 


int start; // 编 码 开始 下 标 
} HCodeType; /* 编码 结构 体 */ 
(2) 初始 化 


初始 化 存放 哈 夫 曼 树 数 组 HuffNode[] 中 的 结 点 ( 见 表 2-14): 
for (1=0; i<2*n-1; 1++) { 
HuffNode [i] .weight = 0;// 权 值 
НаЕЕМоде [i] .parent =-1; // 双 亲 
HuffNode [1] .lchild =-1; // 左 孩子 
HuffNode[i].rchild =-1; // 右 孩子 








表 2-14 哈 夫 曼 树 构建 数组 
Weight parent lchild rchild уаше 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

输入 个 叶子 结 点 的 字符 及 权 值 : 


Ғог (1=0; і<п; 1++) { 
соцЕ<<"Р1еаѕе input value апа weight of leaf node "<<1 + 1<<епа1; 
cin>>HuffNode [i] .value>>HuffNode[i] .weight; 

} 


(3) 循环 构造 Huffman 树 
从 集合 了 中 取出 双亲 为 -1 且 权 值 最 小 的 两 棵 树 z; #ll v, 将 它们 合并 成 一 棵 新 树 z Sr 
的 左 儿子 为 加 BATA tp „ПИН tP y ИА Wl. 
int i, j, х1, x2; //x1, х2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 序号 。 
double ml,m2; //т1. m2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 权 值 。 
for (i=0; і<п-1; 1++) { 
ml=m2=MAXVALUE; // 初 始 化 为 最 大 值 
х1=х2=-1; // 初 始 化 为 -1 
// 找 出 所 有 结 点 中 权 值 最 小 、 无 双亲 结 点 的 两 个 结 点 
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Ғог (3=0; ј<п+і; ј++) { 
if (HuffNode[j].weight < ml && НаЕЕМоае [5] .рагеп®==-1) { 


m2 = ml; 
x2 = x1; 
ml = HuffNode[j].weight; 
х1 = j; 


else if (НаЕЕМоае [5] .weight < m2 && НаЕЕМоае [5] .рагепе==-1) { 
m2=HuffNode [j] .weight; 
x2=3; 


/* 更 新 新 树 信息 */ 

НаЕЕМоае [х1] .parent = п+і; //х1 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 
HuffNode[x2] .parent = n+i; //x2 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 

HuffNode [n+i] .weight =ml+m2; // 新 结 点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 m1l+m2 
HuffNode [n+i] .lchild = х1; // 新 结 点 n+i 的 左 孩 子 为 x1 

HuffNode [n+i] .rchild = х2; // 新 结 点 nti 的 右 孩子 为 x2 


} 


图 解 : 
(1) i=0 PP, /=0; j<6; 找 双 亲 为 -1， 权 值 最 小 的 两 个 数 : 


х1=0 х2=3; //х1. х2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 序号 

ml=5 m2=7; //т1. м2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 权 值 

HuffNode[0] .parent = 6; //х1 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 
HuffNode[3] .parent = 6; //x2 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 
HuffNode[6] .weight =12;  // 新 结 点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+m2 
HuffNode[6] .lchild = 0;  // 新 结 点 n+i 的 左 孩子 为 x1 
HuffNode[6] .rchild = 3;  // 新 结 点 n+i 的 右 孩子 为 x2 


数据 更 新 后 如 表 2-15 所 示 。 
表 2-15 哈 夫 曼 树 构建 数组 


II 


© oo —- O Q + UN- O 


一 
° 
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对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 2-42 所 示 。 





图 2-42 ” 哈 夫 曼 树 生成 过 程 
(2) i=1 Bf, /=0; j<7; 找 双 亲 为 -1， 权 值 最 小 的 两 个 数 : 
х1=6 ”x2=5; //х1. х2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 序号 
ml=12 m2=13; //ml、m2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 权 值 
HuffNode[5] .parent = 7; //х1 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 
HuffNode[6] .parent = 7; //х2 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 
НаЕЕМоае [7] .weight // 新 结 点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 m1+m2 
HuffNode[7] .lchild = 6;  // 新 结 点 n+i 的 左 孩 子 为 x1 
HuffNode[7].rchild = 5;  // 新 结 点 n+i 的 右 孩子 为 x2 


数据 更 新 后 如 表 2-16 所 示 。 
表 2-16 哈 夫 曼 树 构建 数组 





Lag И Wl 
N 
о 
` 


о о — O Q + QÓ ыо – о 


о 





对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 2-43 所 示 。 
(3) 二 2 BF, /=0; j<8; 找 双亲 为 -1， 权 值 最 小 的 两 个 数 ; 


х1=2 х2=4; //х1. x2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 序号 
ml=18 m2=25; //ml、m2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 权 值 
HuffNode[2].parent = 8; //х1 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 








HuffNode [4] .parent = 8; / /x2 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 
HuffNode[8] .weight =43; ”// 新 结 点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+m2 ”图 2-43 ” 哈 夫 曼 树 生成 过 程 
HuffNode[8] .lchild = 2;  // 新 结 点 n+i 的 左 孩 子 为 xl 

HuffNode[8] .rchild = 4;  // 新 结 点 n+i 的 右 孩 子 为 x2 


数据 更 新 后 如 表 2-17 所 示 。 
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表 2-17 哈 夫 曼 树 构建 数组 
0 
1 
2 
3 
— 4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 2-44 所 示 。 D 
(4) i=3 BF, j=0; j<9; 找 双 亲 为 -1， 权 值 最 小 的 两 个 数 : 
х1=7 ”x2=1; //x1, x2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 序号 18 25 
ml=25 m2=32; //т1. т2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 权 值 


9; //x1 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 图 2-44 ” 哈 夫 曼 树 生成 过 程 


9; //х2 的 父亲 为 新 结 点 编号 n+i 

57; // 新 结 点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+m2 
7; // 新 结 点 n+i 的 左 孩 子 为 x1 
1; // 新 结 点 n+i 的 右 孩子 为 x2 


数据 更 新 后 如 表 2-18 所 示 。 
表 2-18 哈 夫 曼 树 构建 数组 


weight parent lchild rchild value 


НаЕЕМоае [7] .parent 
НаЕЕМоае [1] .parent 
HuffNode [8] .weight 
HuffNode[8] .lchild 
HuffNode[8] .rchild 


， 


юм — O Q + Ç DN — OO 





= 
° 
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对 应 的 哈 夫 曼 树 如 图 2-45 所 示 。 

(5) i=4 时 ， /=0; /<10; 找 双 亲 为 -1， 权 值 最 小 的 两 个 数 : 
х1=8 ”x2=9; //х1. х2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 序号 

ml=43 m2=57; //ml、m2 为 两 个 最 小 权 值 结 点 的 权 值 

HuffNode[8] .parent = 10; //х1 的 父亲 为 生成 的 新 结 点 编号 n+i 
HuffNode [9] .parent =10; //х2 的 父亲 为 生成 的 新 结 点 编号 n+i 
HuffNode[10] .weight =100; // 新 结 点 权 值 为 两 个 最 小 权 值 之 和 ml+ m2 2-45” 哈 夫 曼 树 生成 过 程 
HuffNode[10] .lchild = 8; // 新 结 点 编号 n+i 的 左 孩子 为 x1 

HuffNode[10] .rchild = 9; // 新 结 点 编号 n+i 的 右 孩子 为 x2 


数据 更 新 后 如 表 2-19 所 示 。 








表 2-19 哈 夫 曼 树 构建 数组 
weight parent lchild Ichild value 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
—3 
—5 





2-46 哈 夫 曼 树 生成 过 程 


(6) 输出 哈 夫 曼 编码 


void HuffmanCode (HCodeType НаЕЕСоае [МАХЬЕАЕ], int п) 
{ 
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НСоаеТуре са; /* 定义 一 个 临时 变量 来 存放 求解 编码 时 的 信息 */ 


int і,ј,с,р; 
ох (їх= 01 < п; 1+4) { 
cd. start = п-1; 
c = і; //i 为 叶子 结 点 编号 
р = НаЕЕМоае [с] .parent; 
while(p != -1) { 
if (НаЕЕМоае [р] .1child == с) { 


cd.bit[cd.start] = 0; 
} 


е1зе 


cd.bit[cd.start] = 1; 
cd.start--; /* start 向 前 移动 一 位 */ 


р; /* ср 变量 上 移 ， 准 备 下 一 循环 */ 
НаЕЕМоае [с] .parent; 


с 
р 


} 
/* 把 叶子 结 点 的 编码 信息 从 临时 编码 са 中 复制 出 来 ， 放 入 编码 结构 体 数 组 */ 


for (j=cd.start+1; j<n; j++) 
HuffCode[il.bit[j] = cd.bit[j]; 
HuffCode[i].start = cd.start; 


" I 


} 
| bit[] 
图 解 : 哈 夫 曼 编码 数组 如 图 2-47 所 示 。 
(1) =O 时 ，c=0; 
cd.start = п-1=5; 


р = НаЕЕМоае [0] .parent=6;// 从 哈 夫 曼 树 建成 后 的 表 нЕ ЕМоче [ ] 中 读 出 
//p 指向 0 号 结 点 的 父亲 6 号 


图 2-47 哈 夫 曼 编 码 数组 


构建 完成 的 哈 夫 曼 树 数组 如 表 2-20 所 示 。 


= 哈 夫 曼 树 构建 数组 | 


表 2-20 





WR р!=-1, 那么 从 表 HufNode PRH 6 号 结 点 的 左 孩 子 和 右 孩 子 , 判断 0 号 结 点 是 
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它 的 左 孩 子 还 是 右 孩 子 ， 如 果 是 左 孩 子 编码 为 0; 如 果 是 右 孩子 编码 为 1。 
从 表 2-20 可 以 看 出 : 
HuffNode [6] .lchild=0;//0 号 结 点 是 其 父亲 6 号 的 左 孩子 
cd.bit[5] = 0;// 编 码 为 0 
cd.start--=4; /* start 向 前 移动 一 位 */ 


哈 夫 曼 编 码 树 如 图 2-48 所 示 ， 哈 夫 曼 编码 数组 如 图 2-49 所 示 。 


bit[] 





图 2-48 Алем В 2-49 ” 哈 夫 曼 编码 数组 
| c = p=6; /* c. p 变量 上 移 ， 准 备 下 一 循环 */ 
| р = НаЕЕМоае [6] .parent=7; 
с. 了 变量 上 移 后 如 图 2-50 所 示 。 
p != =1 


| HuffNode[7] .1child=6;//6 号 结 点 是 其 父亲 7 号 的 左 孩 子 

| cd.bit[4] = 0;// 编 码 为 0 

| cd.start--=3; /ж start 向 前 移动 一 位 */ 

р=7; /* c. 变量 上 移 ， 准 备 下 一 循环 */ 
НаЕЕМоае [7] .рагепїі=9; 





р 
哈 夫 曼 编 码 树 如 图 2-51 所 示 ， 哈 夫 曼 编码 数组 如 图 2-52 所 示 。 


start 
0 1 2 3 4 > 
kO О de LO ил 


图 2-50” 哈 夫 曼 编码 树 图 2-51 МХЕ В 2-52 哈 夫 曼 编 码 数 组 





р != -1; 


НаЕЕМоае [9] .1сһі10=7;//7 号 结 点 是 其 父亲 9 号 的 左 孩子 
cd.bit[3] = 0;// 编 码 为 0 
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| cd.start--=2; /* start 向 前 移动 一 位 +/ 
с = р=9; /* c. р 变量 上 移 ， 准 备 下 一 循环 */ 
р = HuffNode [9] .parent=10; 


哈 夫 曼 编 码 树 如 图 2-53 所 示 ， 哈 夫 曼 编码 数组 如 图 2-54 所 示 。 


p != =1; 
HuffNode[10].lchild!=9;//9 号 结 点 不 是 其 父亲 10 号 的 左 孩 子 
| cd.bit[2] = 1;// 编 码 为 1 
cd.start--=1; /* start 向 前 移动 一 位 */ 
= p=10; /* c. p BL F£, 准备 下 一 循环 */ 
= HuffNode[10] .рагепё=-1; 


p 
哈 夫 曼 编码 树 如 图 2-55 所 示 ， 哈 夫 曼 编码 数组 如 图 2-56 所 示 。 


р = -1; 该 叶子 结 点 编码 结束 。 
/* 把 叶子 结 点 的 编码 信息 从 临时 编码 cd 中 复制 出 来 ， 放 入 编码 结构 体 数 组 */ 
for (3j=cd.start+l; ј<п; j++) 
HuffCode[i].bit[j] = cd.bit[j]; 
HuffCode[i].start = cd.start; 





start 
0 1 2 Вы, бы а 
sü | e a 
图 2-53” 哈 夫 曼 编码 树 Р 2-54 ” 哈 夫 曼 编 码 数组 2-55 ” 哈 夫 曼 编 码 树 
HuffCode[] 数 组 如 图 2-57 所 示 。 








start 
© il 2 я 5 
sm| | [ооо 
图 2-56 Ман Н 图 2-57 ERZE HuffCode[] 数 组 
注意 : 图 中 的 箭头 不 表示 指针 。 
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2.6.5 ”实战 演练 


//program 2-6 
#include<iostream> 
#include<algorithm> 
#include<cstring> 
#include<cstdlib> 
using namespace std; 
#define MAXBIT 100 
#define MAXVALUE 10000 
#define MAXLEAF 30 
#define MAXNODE MAXLEAF*2 -1 
typedef struct 
{ 
double weight; 
int parent; 
int 1сһі1а; 
int rehilds 
char value; 
) HNodeType; /* 结 点 结构 体 */ 
typedef struct 
{ 
int bit [MAXBIT] ， 
int start; 
) HCodeType; /* 编码 结构 体 */ 
HNodeType HuffNode [MAXNODE]; /* 定义 一 个 结 点 结构 体 数组 */ 
НСодеТуре HuffCode [МАХЬЕАЕ] ;/* 定义 一 个 编码 结构 体 数组 */ 
/* 构造 哈 夫 曼 树 */ 
void HuffmanTree (HNodeType HuffNode [MAXNODE]， int п) 
{ 
/* is j: MARE, ml, m2: 构造 哈 夫 曼 树 不 同 过 程 中 两 个 最 小 权 值 结 点 的 权 值 ， 
, ЖЗ. х2: 构造 哈 夫 曼 树 不 同 过 程 中 两 个 最 小 权 值 结 点 在 数组 中 的 序号 
* 
ое 1. Ta 31. 223 
double ml,m2; 
/ж 初始 化 存放 哈 夫 曼 树 数组 HuffNode [] 中 的 结 点 */ 
for (1=0; i<2*n-1; i++) 
{ 
HuffNode[i] .weight = 0;// 权 值 
HuffNode[i] .Parent =-1; 
HuffNode[i].lchild =-1; 
НаЕЕМоае [1] .rchild =-1; 
} 
/* 输入 п 个 叶子 结 点 的 权 值 */ 
Бог (1=0; і<п; i++) 
{ 
cout<<"Please input value and weight of leaf node "<<1 + 1<<епа1; 
cin>>HuffNode [i] .value>>HuffNode [і] .weight; 
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/* 构造 Huffman 树 */ 
for (1=0; і<п-1; 
{// 执 行 n-1 次 合并 
ml=m2=MAXVALUE; 
/* mli, m 中 存放 两 个 无 父 结 点 且 结 点 权 值 最 小 的 两 个 结 点 */ 
х1=х2=0; 
/* 找 出 所 有 结 点 中 权 值 最 小 、 无 父 结 点 的 两 个 结 点 
for (j=0; j<n+i; j++) 


{ 


1++) 


， 并 合并 之 为 一 棵 二 叉 树 */ 


if (HuffNode[j].weight < ml && HuffNode [j] .parent==-1) 
{ 


m2 = ml; 

x2 = x1; 

ml = HuffNode[j] .weight; 
х1 = j; 


) 
else if (HuffNode[j].weight < m2 && HuffNode [j] .parent==-1) 
{ 

п2=НаЕЕМоае [j] .weight; 

x2=j; 
} 


} 
/* 设置 找到 的 两 个 子 结 点 


х1. x2 的 父 结 点 信息 */ 


HuffNode [х1] .parent = п+1; 
HuffNode[x2] .parent = n+i; 
HuffNode[n+i] .weight = ml+m2; 
HuffNode [n+i]l.lchild = x1; 
HuffNode [п+1] .rchild = x2; 


cout<<"xl.weight and x2.weight in round "<<i+1<<"\t"<<HuffNode [x1]. 
weight<<"\t"<<HuffNode [x2] .weight<<endl; /* 用 于 测试 */ 

} 
} 


/* 哈 夫 曼 树 编码 */ 


void НаЕЕтапСоае (НСоаеТуре HuffCode [MAXLEAF], 
{ 


int п) 
НСоаеТуре са; 


int +), CYP 


/* 定义 一 个 临时 变量 来 存放 求解 编码 时 的 信息 ж 


for(i = 0;1 < n; 1++) 
{ 
cd.start = п-1; 
с = 1; 
р = НаЕЕМоае [с] .parent; 
while(p != -1) 
{ 
if (НаЕЕМоае [р] .lchild == с) 
cd.bit[cd.start] = 0; 
е1зе 
cd.bit[cd.start] = 1; 
cd.start--; /* 求 编码 的 低 一 位 */ 
c = p; 
р = HuffNode[c] .parent; /* 设置 下 一 循环 条 件 */ 





76 | 704 仿 心 算法 








/* 把 叶子 结 点 的 编码 信息 从 临时 编码 cd 中 复制 出 来 ， 放 入 编码 结构 体 数 组 */ 
for ()=са.з6аг®+1; ј<п; ј++) 
HúfFfCodeli]j.l Bit [)] = ed. bit[3]; 
HuffCode[i].start = cd.start; 
) 
) 
int main() 
{ 
int. 1; 760 
соці<<"РІеаѕе input п: "<<епа1; 
сіп>>п; 
HuffmanTree (HuffNode, п); /* 构造 哈 夫 曼 树 */ 
HuffmanCode (НаЕЕСоае, п); /* AREND */ 


/* 输出 已 保存 好 的 所 有 存在 编码 的 哈 夫 曼 编码 */ 

for(i = 0;1 < n;i++) 

{ 
cout<<HuffNode[i] .value<<": Huffman code is: "; 
for (]=НаЕЕСоае [1] ,start+1r j < п; ј++) 

cout<<HuffCode[il.bit[j]; 

cout<<end1; 

} 


return 0; 


} 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 


(2) 输入 

Please input п: 

6 

Please input value and weight of leaf node 1 

a 0.05 

Please input value and weight of leaf node 2 

b 0.32 

Please input value and weight of leaf node 3 

с 0.18 

Please input value and weight of leaf node 4 

а 0.07 

Please input value апа weight of leaf node 5 

e 0.25 

Please input value and weight of leaf node 6 

E 0.23 

(3) 输出 

xl.weight and x2.weight in round 1 0.05 0.07 
xl.weight and x2.weight in round 2 0.12 0.13 
xl.weight and x2.weight in round 3 0.18 0.25 
xl.weight and x2.weight in round 4 0.25 0.32 
xl.weight and x2.weight in round 5 0.43 0.57 
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: Huffman code is: 1000 
: Huffman code is: 11 

: Huffman code is: 00 

: Huffman code is: 1001 
: Huffman code is: 01 

: Huffman code is: 101 


hhm O. Q b p 


266 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 由 程序 可 以 看 出 ,在 函数 HuffmanTree), if (HuffNode[j].weightcm1&& 
HuffNode[j].parent==-1) 为 基本 语句 ， 外 层 i 与 j 组 成 双 层 循环 : 

i=0 时 ， 该 语句 执行 n IX; 

i=1 时 ， 该 语句 执行 n+l IX; 

і=2 时 ， 该 语句 执行 n+2 次 ; 

і=п-2 时 ， 该 语句 执行 ntn-2 次 ; 

则 基本 语句 共 执 行 nt (n+1) + (n+2) ++ (n+ (n-2)) = (n-1) * (3n-2) /2 次 (等 
差 数 列 ); 在 函数 HuffnanCode() 中 ,编码 和 输出 编码 时 间 复 杂 度 都 接近 и’; 则 该 算法 时 间 复 
杂 度 为 Oln’) 

(2) 空间 复杂 度 : 所 需 存储 空间 为 结 点 结构 体 数组 与 编码 结构 体 数 组 ， 哈 夫 曼 树 数组 
HuffNode[] 中 的 结 点 为 n 个 ， 每 个 结 点 包含 bit[MAXBIT]#I start 两 个 域 ， 则 该 算法 空间 复杂 
度 为 O(n* MAXBIT)。 

2. 算法 优化 拓展 

该 算法 可 以 从 两 个 方面 优化 : 

(1) 函数 HuffrranTree() 中 找 两 个 权 值 最 小 结 点 时 使 用 优先 队列 ， 时 间 复 杂 度 为 logn， 执 
行 п-1 次 ， 总 时 间 复 杂 度 为 O( n logn)。 

(2) 函数 HuffrranCode() 中 ， 哈 夫 曼 编码 数组 HuffNode[] 中 可 以 定义 一 个 动态 分 配 空间 
的 线性 表 来 存储 编码 ， 每 个 线性 表 的 长 度 为 实际 的 编码 长 度 ， 这 样 可 以 大 大 节省 空间 。 


2 ЕЕ УТ 


校园 网 是 为 学 校 师 生 提供 资源 共享 、 信 息 交 流 和 协同 工作 的 计算 机 网 络 。 校 园 网 是 一 个 
宽带 、 具 有 交互 功能 和 专业 性 很 强 的 局 域 网 络 。 如 果 一 所 学 校 包括 多 个 学 院 及 部 门 ， 也 可 以 
形成 多 个 局 域 网 络 ， 并 通过 有 线 或 无 线 方式 连接 起 来 。 原 来 的 网 络 系统 只 局 限于 以 学 院 、 图 
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书馆 为 单位 的 局 域 网 ， 不 能 形成 集中 管理 以 及 各 种 资源 的 共享 ， 个 别 学 院 还 远离 大 学 本 部 ， 
这 些 情 况 严重 地 阻碍 了 整个 学 校 的 网 络 化 需求 。 现 在 需要 设计 网 络 电缆 布线 ， 将 各 个 单位 的 
局 域 网 络 连通 起 来 ， 如 何 设计 能 够 使 费用 最 少 呢 ? 





Я 2-58 校园 网 络 


27.1 问题 分 析 


某 学 校 下 设 10 个 学 院 ，3 个 研究 所 ，1 个 大 型 图 书馆 ，4 个 实验 室 。 其 中 ，1 一 10 号 节 
点 代表 10 个 学 院 ，11 一 13 号 节点 代表 3 个 研究 所 ，14 号 节点 代表 图 书馆 ，15 一 18 号 节点 
代表 4 个 实验 室 。 该 问题 用 无 向 连通 图 G= (V, E) 来 表示 通信 和 网络 ，V 表 示 顶 点 集 ，E 表 
示 边 集 。 把 各 个 单位 抽象 为 图 中 的 顶点 ， 顶 点 与 顶点 之 间 的 边 表示 单位 之 间 的 通信 网 络 ， 边 
的 权 值 表示 布线 的 费用 。 如果 两 个 节点 之 间 没 有 
ER, 代表 这 两 个 单位 之 间 不 能 布线 ,费用 为 无 
穷 大 。 如 图 2-59 所 示 。 

那么 我 们 如 何 设计 网 络 电线 布线 , 将 各 个 单 
位 连通 起 来 ， 并 且 费 用 最 少 呢 ? 

对 于 nn 个 顶点 的 连通 图 ， 只 需 n-1 条 边 就 可 
以 使 这 个 图 连通 ，zx-1 条 边 要 想 保 证 图 连通 ， 就 
必须 不 含 回 路 ， 所 以 我 们 只 需要 找 出 nl 条 权 值 





最 小 且 无 回路 的 边 即 可 。 
需要 说 明 几 个 概念 。 
(1) 子 图 : 从 原 图 中 选中 一 些 顶点 和 边 组 成 
的 图 ， 称 为 原 图 的 子 图 。 图 2-59 校园 网 连通 图 


(2) 生成 子 图 : 选中 一 些 边 和 所 有 项 点 组 成 的 图 ， 称 为 原 图 的 生成 子 图 。 
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(3) 生成 树 : 如 果 生 成 子 图 恰好 是 一 棵 树 ， 则 称 为 生成 树 。 
(4) 最 小 生成 树 : 权 值 之 和 最 小 的 生成 树 ， 则 称 为 最 小 生成 树 。 
本 题 就 是 最 小 生成 树 求解 问题 。 


2.7.2 算法 设计 


找 出 n-1 条 权 值 最 小 的 边 很 容易 ， 那 么 怎么 保证 无 回路 呢 ? 

如 果 在 一 个 图 中 深度 搜索 或 广度 搜索 有 没有 回路 ， 是 一 件 繁重 的 工作 。 有 一 个 很 好 的 办 
法 一 一 避 圈 法 。 在 生成 树 的 过 程 中 ， 我 们 把 已 经 在 生成 树 中 的 结 点 看 作 一 个 集合 ， 把 剩 下 的 
结 点 看 作 另 一 个 集合 ， 从 连接 两 个 集合 的 边 中 选择 一 条 权 值 最 小 的 边 即 可 。 

首先 任 选 一 个 结 点 ， 例 如 1 号 结 点 ， 把 它 放 在 集合 U 中 ，U={1}， 那 么 剩 下 的 结 点 即 
V-U={2, 3, 4, 5, 6, 7}, 了 是 图 的 所 有 顶点 集合 。 如 图 2-60 所 示 。 

现在 只 需 在 连接 两 个 集合 (天 和 V-U) 的 边 中 看 哪 一 条 边 权 值 最 小 ， 把 权 值 最 小 的 边关 
联 的 结 点 加 入 到 集合 U。 从 图 2-68 可 以 看 出 ， 连 接 两 个 集合 的 3 条 边 中 ， 结 点 1 到 结 点 2 
的 边 权 值 最 小 ， 选 中 此 条 边 ， 把 2 号 结 点 加 入 URA 0={1, 2}, V-U=í3, 4, 5, 6, 7}。 

再 从 连接 两 个 集合 CV M VU) 的 边 中 选择 一 条 权 值 最 小 的 边 。 从 图 2-61 可 以 看 出 ， 
连接 两 个 集合 的 4 条 边 中 ， 结 点 2 到 结 点 .7 的 边 权 值 最 小 ， 选 中 此 条 边 ， 把 7 号 结 点 加 入 U 
集合 0={1, 2, 7}, 7053, 4, 5, 6}. 
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图 2-60 最 小 生成 树 求解 过 程 图 2-61 最 小 生成 树 求解 过 程 
如 此 下 去 ， 直 到 Us=V 结 束 ， 选 中 的 边 和 所 有 的 结 点 组 成 的 图 就 是 最 小 生成 树 。 
是 不 是 非常 简单 啊 ? 


这 就 是 Prim 算法 ，1957 年 由 美国 计算 机 科学 家 Robert C.Prim 发 现 的 。 那 么 如 何 用 算法 
来 实现 呢 ? 

首先 ， 令 О (ио), wEV, TE=(). u 可 以 是 任何 一 个 结 点 ， 因 为 最 小 生成 树 包 含 所 有 
结 点 ， 所 以 从 哪个 结 点 出 发 都 可 以 得 到 最 小 生成 树 ， 不 影响 最 终结 果 。7E 为 选中 的 边 集 。 

然后 ， 做 如 下 贪心 选择 : 选取 连接 U 和 V-U 的 所 有 边 中 的 最 短 边 ， 即 满足 条 件 ie U, 
ЛЕТО, НМ G, j) ÆI UF -U 的 所 有 边 中 的 最 短 边 ， 即 该 边 的 权 值 最 小 。 
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然后 ， 将 顶点 j 加 入 集合 U， 边 Gi, Р 加 入 TE。 继 续 上 面 的 贪心 选择 一 直 进 行 到 U=V 
为 止 ， 此 时 ， 选 取 到 的 所 有 边 恰好 构成 图 G 的 一 棵 最 小 生成 树 T. 

算法 设计 及 步骤 如 下 。 

步骤 1: 确定 合适 的 数据 结构 。 设置 带 权 邻 接 和 矩阵 C 存储 图 G， 如 果 图 G 中 存在 边 (и, х), 
S Сш][х] (и, x) ERNE, ВМ, Сир; bool 数组 s[]， 如 果 [=true， 说 明 
мА алле U U, 

如 图 2-62 Нк, 直观 地 看 图 很 容易 找 出 U 集 合 到 УИ 
集合 的 边 中 哪 条 边 是 最 小 的 ， 但 是 程序 中 如 果 穷 举 这 些 边 ， 
再 找 最 小 值 就 太 麻 烦 了 ， 那 怎么 办 呢 ? 

可 以 通过 设置 两 个 数组 巧妙 地 解决 这 个 问题 ，closest[] 表 
示 V—U 中 的 顶点 j 到 集合 U 中 的 最 邻近 点 , Гомсоѕ 75 V-U 
中 的 顶点 j 到 集合 U 中 的 最 邻近 点 的 边 值 ， 即 边 Gj,closest[) 
的 权 值 。 

例如 ， 在 图 2-62 中 ，7 号 结 点 到 U 集合 中 的 最 邻近 点 是 2，closest[7]=2， 如 图 2-63 所 
示 。7 号 结 点 到 最 邻近 点 2 的 边 值 为 1， 即 边 (2，7) 的 权 值 ， 记 为 lowcost[7]=1， 如 图 2-64 
所 示 。 





2-62 ”最 小 生成 树 求解 过 程 


closest[] 





图 2-63 ”closest[] 数 组 Е 2-64 ”lowcost[] 数 组 


只 需要 在 大 U 集 合 中 找 lowcost[] 值 最 小 的 顶点 即 可 。 

步骤 2: 初始 化 。 令 集合 О {ио}, иЄ У, НКЕ closest[]、lowcost[] 和 $ - 

步骤 3: 在 V-U EBE lowcost 值 最 小 的 顶点 t， 即 lowcost[d]=min{lowcost[Djje У-Ц}, 
满足 该 公式 的 顶点 上 就 是 集合 VU 中 连接 集合 U 的 最 邻近 点 。 

步骤 4: 将 顶点 上 加 入 集合 U. 

步骤 5: 如 果 集 合 VU, ARAR, BU, НОР 6。 

步骤 6: 对 集合 大 U 中 的 所 有 顶点 jj， 更 新 其 lowcost[] 和 closest[]。 更 新 公式 : И СС 
[<lowcost [j] { lowcost [= С [t] (7; closest [j] = t; }, #8 3. 

按照 上 述 步 又， 最 终 可 以 得 到 一 棵 权 值 之 和 最 小 的 生成 树 。 


2.7.3 完美 图 解 
W G= (V, Е) 是 无 向 连通 带 权 图 ， 如 图 2-65 所 示 。 
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(1) 数据 结构 
设置 地 图 的 带 权 邻 接 和 矩阵 为 C[][]， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 7 有 边 ， 就 让 СИ =< > 
权 值 ， 否 则 cay (无 穷 大 )， 如 图 2-66 所 示 。 


8 
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892888 
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4 9 1 
图 2-65 无 向 连通 带 权 图 G 图 2-66 ”邻接 矩阵 СГ] 
(2) 初始 化 
假设 w=1; SRE U={1}, V-U={2, 3, 4, 5, 6, 7}, TE={}, s[1]=true, #J#4F382HB 
closest[]: 除了 1 号 结 点 外 其 余 结 点 均 为 1， 表示 大喜 中 的 顶点 到 集合 U BJ 52 lir У 1, 


如 图 2-67 所 示 。lowcost[]: 1 号 结 点 到 У-0 中 的 顶点 的 边 值 ， 即 读 取 邻接 矩阵 第 1 行 ， 
如 图 2-68 所 示 。 


ео ба i a A лб 7 
ww TT ih] me TTT ЕЕ 


图 2-67 closest[] 数 组 图 2-68 ”lowcost[] 数 组 


25 ә 


初始 化 后 如 图 2-69 所 示 。 

(3) 找 最 小 

在 集合 大 {2，3，4，5，6，7} 中 ， 依 照 贪心 策略 寻找 V-U RAH lowcost 最 小 的 顶 
At, HHE 2-70 所 示 。 
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lowcost[] 
图 2-69 ”最 小 生成 树 求解 过 程 Е 2-70 lowcost B 


找到 最 小 值 为 23， 对 应 的 结 点 2. 
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选中 的 边 和 结 点 如 图 2-71 所 示 。 

(4) 加 入 UU 战队 

将 顶点 上 加 入 集合 U=(1, 2), 同时 更 新 大 UE{3, 4, 5, 6, 7}。 

(5) 更 新 

刚刚 找到 了 到 U 集合 的 最 邻近 点 t=2， 那 么 对 t 在 集合 
V-U 中 每 一 个 邻接 点 j， 都 可 以 借助 1 更新。 我 们 从 图 或 邻接 
矩阵 可 以 看 出 ，2 号 结 点 的 邻接 点 是 3 和 7 号 结 点 : 

C[2][3]=20<1owcost[3]=， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[3]=20， 最 邻近 点 closest[3]=2; 

C[2][7]=1<lowcost[7]=36， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[7]=1， 最 邻近 点 closest[7]=2; 

更 新 后 的 closest[/]#ll lowcost ZR tmn 2-72 和 图 2-73 т. 





图 2-71 最 小 生成 树 求解 过 程 
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图 2-72 ”closest[] 数 组 R 2-73 lowcost 数组 


更 新 后 如 图 2-74 所 示 。 

сіоѕеѕ Ж! lowcost 思 分 别 表示 V-U 集合 中 顶点 j 到 U 
集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。3 号 顶点 到 U 集合 的 最 
邻近 点 为 2， 最 邻近 距离 为 20; 4、5 号 顶点 到 U 集 合 的 最 
邻近 点 仍 为 初始 化 状态 1, 最 邻近 距离 为 c ; 6 号 顶点 到 U 
集合 的 最 邻近 点 为 1， 最 邻近 距离 为 26; 7 号 顶点 到 U Е ( 
合 的 最 邻近 点 为 2， 最 邻近 距离 为 1。 2.74 “最 小 生成 树 求解 过 程 

(6) 找 最 小 

在 集合 天 [大 3，4，5，6，7} 中 ， 依 照 贪心 策略 寻找 -URAP lowcost 最 小 的 项 点 4 
如 图 2-75 所 示 。 

找到 最 小 值 为 1， 对 应 的 结 点 t7. 

选中 的 边 和 结 点 如 图 2-76 所 示 。 





2" 9 A S 6 F 
23 


1 


Н 2-75 Іомсоў 图 2-76 最 小 生成 树 求解 过 程 
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(7) 加 入 И 

将 顶点 + 加 入 集合 U={1，2，7}， 同 时 更 新 V-U=(3, 4, 5, 6). 

(8) 更 新 

刚刚 找到 了 到 UU 集合 的 最 邻近 点 1=7， 那 么 对 t ERE VU 中 每 一 个 邻接 点 j， 都 可 以 借 1 
更 新 。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，7 号 结 点 在 集合 VU 中 的 邻接 点 是 3、4、5、6 结 点 : 

C[7][3]=4<1owcost[3]=20， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[3]=4， 最 邻近 点 closest[3]=7; 

Cf[7][4]=9<1owcost[4]=<o ， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[4]=9， 最 邻近 点 closest[4]=7; 

С[7][5]=16</оусоѕ15]= о ， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[5]=16， 最 邻近 点 closest[5]=7; 

C[7][6]=25<1owcost[6]=28， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[6]=25， 最 邻近 点 closest[6]=7; 

更 新 后 的 closest 四 和 7owcost[ 门 数组 如 图 2-77 和 图 2-78 所 示 。 


1 2 3 4 S © 7 


4 5 





С 
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closest] 





图 2-77 с1озез Е. 图 2-78 ”lowcost[] 数 组 


更 新 后 如 图 2-79 所 示 。 U 20 ии 

с1озез ЛЯ lowcost 思 分 别 表示 V-U 集合 中 顶点 7 到 U š 
集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。3 号 顶点 到 U 集合 的 最 邻 
近 点 为 7， 最 邻近 距离 为 4; 4 号 顶点 到 U 集合 的 最 邻近 点 
为 7， 最 邻近 距离 为 9，5 号 顶点 到 忌 集合 的 最 邻近 点 为 7，， 多 
最 邻近 距离 为 16; 6 号 顶点 到 U 人 和 集合 的 最 邻近 点 为 7， 最 邻 
近 距 离 为 25。 图 2.79 最 小 生成 树 求解 过 程 

(9) 找 最 小 

在 集合 天 [3，4，5，6} 中 ， 依 照 贪心 策略 寻找 VURE lowcost 最 小 的 顶点 t, 如 
图 2-80 所 示 。 

找到 最 小 值 为 4， 对 应 的 结 点 Зо 

选中 的 边 和 结 点 如 图 2-81 所 示 。 


























2-80 ”lowcost[] 数 组 2-81 最 小 生成 树 求解 过 程 
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(10) 加 入 也 战队 

将 顶点 上 加 入 集合 ={fl，2，3，7}， 同 时 更 新 V-U={4, 5, 61. 

(11) 更 新 

刚刚 找到 了 到 U 集 合 的 最 邻近 点 1=3， 那 么 对 1 在 集合 矿 U 中 每 一 个 邻接 点 j， 都 可 以 
借助 了 上 更新。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，3 号 结 点 在 集合 天 过 中 的 邻接 点 是 4 号 结 点 : 

C[3][4]=15>lowcost[4]=9， 不 更 新 。 

closest[/]#ll 1owcost[ 门 数组 不 改变 。 s — 

更 新 后 如 图 2-82 所 示 。 A 

closest[;]#ll lowcost] Z? IRR 大 也 集 合 中 顶点 7 到 U x A 
集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。4 号 顶点 到 U 集合 的 最 ЕЕ АС 2 
邻近 点 为 7， 最 邻近 距离 为 9，5 号 顶点 到 尽 集合 的 最 邻近 NZ "j 
点 为 7， 最 邻近 距离 为 16; 6 号 顶点 到 U 集合 的 最 邻近 点 а 
为 7， 最 邻近 距离 为 25。 

(12) 找 最 小 

在 集合 V-U=(4, 5, OF, ЖЖ ЗИ ОЖ lowcost 最 小 的 顶点 t 如 
图 2-83 所 示 。 

找到 最 小 值 为 9， 对 应 的 结 点 二 4。 

选中 的 边 和 结 点 如 图 2-84 所 示 。 


















































图 2-82 最 小 生成 树 求解 过 程 





lowcosit[] 四 国 
图 2-83 Jowcost[]2% B 图 2-84 最 小 生成 树 求解 过 程 


(13) 加 入 也 战队 

将 顶点 上 加 入 集合 U={1, 2, 3, 4, 7}, МЕ V-U={5, 6}. 

(14) 更 新 

刚刚 找到 了 到 U 集合 的 最 邻近 点 t =4， 那 么 对 上 在 集合 玉芝 中 每 一 个 邻接 点 户 都 
可 以 借助 上 更新。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，4 号 结 点 在 集合 天 过 中 的 邻接 点 是 5 
号 结 点 : 

C[4][5]=3<1owcost[5]=16， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[5]=3， 最 邻近 点 closest[5]=4; 

更 新 后 的 closest 四 和 /owcost[ 门 数组 如 图 2-85 和 图 2-86 所 示 。 


2.7 ”沟通 无 限 校园 网 一 一 最 小 生成 树 | 85 





1 гв В) 4 5 6 7 
ата 


Ё 2-85 closest[] 数 组 图 2-86 ”lowcost[] 数 组 


更 新 后 如 图 2-87 所 示 。 
closest[ 和 lowcost 中 分别 表 示 У-О 集合 中 顶点 7 到 U 
集合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。5 号 顶点 到 UU 集合 的 最 邻 
近 点 为 4， 最 邻近 距离 为 3; 6 号 顶点 到 U 集合 的 最 邻近 点 
为 7， 最 邻近 距离 为 25。 
(15) 找 最 小 
在 集合 V-U=(5, 6} 中 , 依照 贪心 策略 寻找 V-U 6 rh 
lowcost 最 小 的 顶点 t+， 如 图 2-88 所 示 。 
找到 最 小 值 为 3， 对 应 的 结 点 r=5. 
选中 的 边 和 结 点 如 图 2-89 所 示 。 








图 2-88 осо 图 2-89 最 小 生成 树 求解 过 


(16) 加 入 UU 战队 
将 顶点 上 加 入 集合 =, 2, 3, 4, 5, 7}, ЕЕ V-U={6}. 


(17) 更 新 
刚刚 找到 了 到 集合 的 最 邻近 点 1:=5， 那 么 对 t 在 集合 VU 中 每 一 个 邻接 点 7， 都 


可 以 借助 更新。 我 们 从 图 或 邻接 矩阵 可 以 看 出 ，5 号 结 点 在 集合 V-U 中 的 邻接 点 是 6 


号 结 点 : 
C[5][6]=17<1owcost[6]=25， 更 新 最 邻近 距离 lowcost[6]=17， 最 邻近 点 closest[6]=5; 


更 新 后 的 closest ЛЯ 1owcost[ 门 数组 如 图 2-90 和 图 2-91 所 示 。 


1 2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 T 
ase | ар [s [m]: | — a 
图 2-90 closest[] 数 组 图 2-91 lowcost[] 数 组 
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更 新 后 如 图 2-92 所 示 。 

closest[;]#ll lowcost AIR 天 忌 集 合 中 顶点 7 到 ИЕ 
合 的 最 邻近 顶点 和 最 邻近 距离 。6 号 顶点 到 U 集 合 的 最 邻近 
点 为 5， 最 邻近 距离 为 17。 





(18) 找 最 小 P 
在 集合 V-U={6 F, ЖОЖ V-U 集合 中 rv 17 
lowcost 最 小 的 顶点 t+， 如 图 2-93 所 示 。 图 2.92 最 小 生成 树 求解 过 程 
找到 最 小 值 为 17， 对 应 的 结 点 16. 
选中 的 边 和 结 点 如 图 2-94 所 示 。 


1 2 š 4 5 ENT 
ora о a Te T ü 
图 2-93 lowcost[] 数 组 图 2-94 最 小 生成 树 求解 过 程 
(19) 加 入 UU 战队 
将 顶点 1 加 入 集合 U={1，2，3，4，5，6，7}， 同 时 更 新 V-U=()., 
(20) 更 新 
刚刚 找到 了 到 UU 集 合 的 最 邻近 点 +1=6， 那 么 对 t ERA V-U 中 每 一 个 邻接 点 j， 都 可 以 
借 更新。 我 们 从 图 2-94 可 以 看 出 ，6 号 结 点 在 集合 РВЕ ТИГТ. 
V-U 中 无 邻接 点 ， 因 为 V-U=()., closest[] Tw hal rla ва 
closest 四 和 1owcost 四 数组 如 图 2-95 和 图 2-96 所 示 。 
得 到 的 最 小 生成 树 如 图 2-97 所 示 。 


U 
f. 2 9 54...58 Бай 
osea TECE TT 


RI 2-96 ”lowcost[] 数 组 2-97 最 小 生成 树 
最 小 生成 树 权 值 之 和 为 57， 即 把 lowcost 数组 中 的 值 全 部 加 起 来 。 





图 2-95 ”closest[] 数 组 
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2.7.4 伪 代码 详解 








(1) 初始 化 。s[1]=true， 初 始 化 数组 closest, RT uo 外 其 余 顶 点 最 邻近 点 均 为 ze， 表示 


大 过 中 的 顶点 到 集合 U 的 最 临近 点 均 为 ио; 初始 代数 组 lowcost, ио 到 УО 中 的 顶点 的 边 值 ， 
无 边 相 连 则 为 2 (无 穷 大 )。 


s[u0] 
for(i 


{ 


true; // 初 始 时 ， 集 合 中 0 只 有 一 个 元 素 ， 即 顶点 цо 


1; 1 <= n; i++) 


if(i != u0) // 除 u0 之 外 的 顶点 

{ 
lowcost[i] = с[00] [1];  //u0 到 其 它 顶 点 的 边 值 
closest[i] = u0; // 最 邻近 点 初始 化 为 u0 


s[i] = false; // 初 始 化 u0 之 外 的 顶点 不 属于 口 集合 ， 即 属于 V-U 集合 
} 


else 
lowcost[i] =0; 





} 


(2) 在 集合 V-U 中 寻找 距离 集合 U 最 近 的 顶点 to 
int temp = INF; 
int t u0; 


for(j = 1; j <= n; j++) // 在 集合 中 V-U 中 寻找 距离 集合 U 最 近 的 顶点 七 
{ 


if((!s[j]) && (lowcost[j] < temp)) //!s[j] 表示 3j 结 点 在 V-U 集合 中 
{ 


Е = Jj 
temp = Lowcost [5]; 
} 
} 


1Е(Е == u0) // 找 不 到 七 ， 跳 出 循环 


break; 


(3) 更 新 lowcost 和 closest 数组 。 


s[t] = true; ИВМ, УЕ 加 入 集合 U 


for(j = 1; j <= п; j++) // 更 新 lowcost Ñ closest 
{ 


if((!s[j]) && (c[t][j] < lowcost[j])) // !s[j] 表示 jj 结 点 在 V-U 集 合 中 
//t 到 j 的 边 值 小 于 当前 的 最 邻近 值 
{ 


c[t] [j]; // 更 新 j 的 最 邻近 值 为 t 到 j 的 边 值 
t; // 更 新 j 的 最 邻近 点 为 七 


lowcost [j] 
closest [j] 
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27.5 “实战 演练 


// program 2-7 

#include <iostream> 

using namespace std; 

const int INF = ОхЗЕЕЕЕЕЕЕ; 

const int N = 100; 

bool s[N]; 

int closest [№]; 

int lowcost[N]; 

void Prim(int n, int u0, int c[N][N]) 

{ ”// 顶 点 个 数 n、 开 始 顶点 u0、 带 权 邻 接 和 矩阵 C[n] [п] 
// 如 果 s [i]=true, 说 明 顶 点 i 已 加 入 最 小 生成 树 
// 的 顶点 集合 U; 否则 顶点 i 属于 集合 V-U 
// 将 最 后 的 相关 的 最 小 权 值 传递 到 数组 Lowcost 
s[u0] = true; // 初 始 时 ， 集 合 中 U 只 有 一 个 元 素 ， 即 顶点 uo 
ine k 
int 37 
for(i = 1; i <= п; i++)//@ 

{ 
1Е(1 != u0) 
{ 
lowcost[i] = c[u0] [1]; 
closest[i] = u0; 
s[i] = false; 
} 
else 
lowcost[i] =0; 
) 
for(i = 1; i <= n; i++) //@ 
{ 
int temp = INE; 
int t = u0; 
for(j = 1; j <= n; j++) //@ 在 集合 中 V-u 中 寻找 距离 集合 U 最 近 的 顶点 七 
{ 
if((!s[j]) && (lowcost[j] < temp)) 
{ 
Е. =“ 
temp = lowcost [3]; 


break; ИЖ +, ВЕНЕ 
s[t] = tyúe; // 和 否则 ， 讲 七 加 入 集合 U 
for(j = 1; j <= n; j++) Х/Ф lowcost 和 closest 
{ 
12((!5[5]) && (cit] [j] < 10мсоз&[3])) 
{ 





lowcost([(3] = ett] [5]; 








} 


2.7 


Closest [5] = t; 


} 
} 


int main() 


{ 


} 


int п, С[М] [М], п, ч, м, м; 

int u0; 

cout <<" 输 入 结 点 数 n 和 边 数 m: "<<епа1; 

сіп >> ñ >> Fm; 

int sumcost = 0 

forint £ = 15 = 

ros (iat 3 = 1 j 

e[il1 15] = INP; 

cout <<" 输 入 结 点 数 u，v 和 边 值 w: "<<end1; 

for(int 1=1; i<=m; i++) 


{ 


n; i++) 


i< 
1 <= п; ј++) 


cin >> u >> wv >> w; 

全 tw = с[у] [0] = м; 
) 
cout <<" 输 入 任 一 结 点 u0: "<<епа1; 
сіп >> ц0 ; 
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// 计 算 最 后 的 1owcos 的 总 和 ， 即 为 最 后 要 求 的 最 小 的 费用 之 和 


Prim (n, 10, с); 
cout <<" 数 组 lowcost 的 内 容 为 : "<<епа1; 
fortint i = 1; i <= п; i++) 
сие << lowGost[i] << Tng 
cout << епа1; 
for(int š = 1; i <= n; #++) 
sumcost += lowcost[i]; 


cout << "最 小 的 花费 是 : " << sumcost << endl << endl; 


return 0; 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 

(2) 输入 

输入 结 点 数 n 和 边 数 m: 


T 12 


输入 结 点 数 u，v 和 边 值 w: 


1 


љ шо шо №№ нн 


2 


га о S — Q) — OY 


23 
28 
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(3) 输出 


| 数组 lowcost 的 内 容 为 ; 
| О 23.4 9:327 1 
最 小 的 花费 是 ，57 


2.7.6 算法 解析 


(1) 时 间 复 杂 度 : 在 Prim (int n, int uo int e[N][N]) 算法 中 ， 一 共有 4 个 for 语句 ， 
BON for 语句 的 执行 次 数 为 n BOA for ИННЫ THA Юг 语句 @、@@， 它 们 的 执 
行 次 数 均 为 mw， 对 算法 的 运行 时 间 贡 献 最 大 。 当 外 层 循 环 标号 为 1 时 ，@@、@ 语 句 在 内 层 循 
环 的 控制 下 均 执 行 却 次 ， 外 层 循环 @ 从 1~~n。 因 此 ， 该 语句 的 执行 次 数 为 n*n=m?， 算 法 的 
时 间 复 杂 度 为 O(m?)。 

(2) 空间 复杂 度 : 算法 所 需要 的 辅助 空间 包含 i、 入 lowcost 和 closest， 则 算法 的 空间 复 
杂 度 是 O(n)。 


2.7.7 算法 优化 拓展 


该 算法 可 以 从 两 个 方面 优化 : 

(1) for 语句 @ 找 lowcost 最 小 值 时 使 用 优先 队列 ， 每 次 出 队 一 个 最 小 值 ， 时 间 复 杂 度 为 
logn， 执 行 n 次 ， 总 时 间 复 杂 度 为 О( п logn)» 

(2) for 语句 由 更 新 lowcost 和 closest 数据 时 ， 如 果 图 采用 邻接 表 存 储 ， 每 次 只 检查 t 
的 邻接 边 ， 不 用 从 1~n 检查 ， 检 查 更 新 的 次 数 为 E( 边 数 )， 每 次 更 新 数据 入 队 ， 入 队 的 时 
间 复 杂 度 为 logn， 这 样 更 新 的 时 间 复 杂 度 为 O( Elogn)。 

1. 算法 设计 

构造 最 小 生成 树 还 有 一 种 算法 ,Kurskal 算法 : 设 G= (V, E) 是 无 向 连通 带 权 图 , V={1, 
2，…，n}; 设 最 小 生成 树 T=(V，TE)， 该 树 的 初始 状态 为 只 及 n 个 顶点 而 无 边 的 非 连 通 图 
T= (V, ()), Kruskal 算法 将 这 nn 个 顶点 看 成 是 n 个 孤立 的 连通 分 支 。 它 首先 将 所 有 的 边 按 
权 值 从 小 到 大 排序 ， 然 后 只 要 人 中 选中 的 边 数 不 到 盖 1， 就 做 如 下 的 贪心 选择 : EAR E 中 
选取 权 值 最 小 的 边 G, 让， 如 果 将 边 G, р 加 入 集合 ТЕ 中 不 产生 回路 ( 圈 )， 则 将 边 G, 
j) 加 入 边 集 TE +, ЮЗ G, р 将 这 两 个 连通 分 支 合并 连接 成 一 个 连通 分 支 ， 否 则 继续 
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选择 下 一 条 最 短 边 。 把 边 (i,j) 从 集合 E 中 删 去 。 继 续 上 面 的 贪心 选择 ， 直 到 TT 中 所 有 顶 
点 都 在 同一 个 连通 分 支 上 为 止 。 此 时 ， 选 取 到 的 n-1 条 边 恰好 构成 G 的 一 棵 最 小 生成 树 T. 

那么 ， 怎 样 判断 加 入 某 条 边 后 图 了 会 不 会 出 现 回路 呢 ? 

该 算法 对 于 手工 计算 十 分 方便 , 因为 用 肉眼 可 以 很 容易 看 到 挑选 哪些 边 能 够 避免 构成 回 
路 〈 避 圈 法 )， 但 使 用 计算 机 程序 来 实现 时 ， 还 需要 一 种 机 制 来 进行 判断 。Kruskal 算法 用 了 
一 个 非常 聪明 的 方法 ， 就 是 运用 集合 避 圈 : 如 果 所 选择 加 入 的 边 的 起 点 和 终点 都 在 了 的 集合 
中 ， 那 么 就 可 以 断定 一 定 会 形成 回路 〈 圈 )。 其 实 就 是 我 们 前 面 提 到 的 “ 避 圈 法 ” 边 的 两 个 
结 点 不 能 属于 同一 集合 。 

步骤 1: 初始 化 。 将 图 G 的 边 集中 的 所 有 边 按 权 值 从 小 到 大 排序 ， 边 集 TE={ }， 把 
每 个 顶点 都 初始 化 为 一 个 孤立 的 分 支 ， 即 一 个 顶点 对 应 一 个 集合 。 

步骤 2: 在 EE 中 寻找 权 值 最 小 的 边 G, р). 

步骤 3: 如 果 顶 点 i 和 j 位 于 两 个 不 同 连通 分 支 ， 则 将 边 (i，j) 加 入 边 集 TE， 并 执行 
合并 操作 ， 将 两 个 连通 分 支 进行 合并 。 

步骤 4: 将 边 а, р МЕ ЕЯ, 即 Е=Е-{ G, j) }。 

步骤 5: 如 果 选 取 边 数 小 于 n-1， 转 步骤 2， 否则 ， 算 
法 结束 ， 生 成 最 小 生成 树 T. 

2. 完美 图 解 

W G= (V, E) 是 无 向 连通 带 权 图 ， 如 图 2-98 所 示 。 

(1) 初始 化 

将 图 G 的 边 集中 的 所 有 边 按 权 值 从 小 到 大 排序 ， 如 图 2.98 无 向 连通 带 权 图 G 
图 2-99 所 示 。 

边 集 初始 化 为 空 集 ，TE={ }， 把 每 个 结 点 都 初始 化 为 一 个 孤立 的 分 支 ， 即 一 个 顶点 对 应 
一 个 集合 ， 集 合 号 为 该 结 点 的 序号 ， 如 图 2-100 所 示 。 








Р 2-99 ” 按 边 权 值 排序 后 的 图 G 2-100 每 个 结 点 初始 化 集合 号 


(2) 找 最 小 
在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 e! (2，7)， 边 值 为 1。 


92 | [WET 5085 


(3) 合并 

结 点 2 和 结 点 7 的 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连 通 分 支 ， 则 将 边 〈2，7) 加 入 边 集 
7 五 ， 执 行 合并 操作 “〈 将 两 个 连通 分 支 所 有 结 点 合并 为 一 个 集合 ); 假设 把 小 的 集合 号 赋值 给 
大 的 集合 号 ， 那 么 7 号 结 点 的 集合 号 也 改 为 2， 如 图 2-101 所 示 。 

(4) 找 最 小 

在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 e。(4，5)， 边 值 为 3。 

(5) 合并 

结 点 4 和 结 点 5 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连通 分 支 ， 则 将 边 (4, 5) 加 入 边 集 TE, 
执行 合并 操作 将 两 个 连通 分 支 所 有 结 点 合并 为 一 个 集合 ; 假设 我 们 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
集合 号 ， 那 么 5 号 结 点 的 集合 号 也 改 为 4， 如 图 2-102 所 示 。 
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图 2-101 最 小 生成 树 求解 过 程 图 2-102 最 小 生成 树 求解 过 程 





(6) 找 最 小 

在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 e3(3，7)， 边 值 为 4。 

(7) 合并 

结 点 3 和 结 点 7 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连通 分 支 ， 则 将 边 (3, 7) 加 入 边 集 TE, 
执行 合并 操作 将 两 个 连通 分 支 所 有 结 点 合并 为 一 个 集合 ; 假设 我 们 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
集合 号 ， 那 么 3 号 结 点 的 集合 号 也 改 为 2， 如 图 2-103 所 示 。 

(8) 找 最 小 

在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 e(4，7)， 边 值 为 9。 

(9) 合并 

结 点 4 和 结 点 7 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连通 分 支 ， 则 将 边 4，7) 加 入 边 集 ТЕ, 
执行 合并 操作 将 两 个 连通 分 支 所 有 结 点 合并 为 一 个 集合 ; 假设 我 们 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
集合 号 ， 那 么 4、5 号 结 点 的 集合 号 都 改 为 2， 如 图 2-104 所 示 。 

(10) 找 最 小 

在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 e; (3，4)， 边 值 为 15。 





则 将 边 5，6) 加 入 边 集 TE， 执 行 合 并 操作 将 两 个 连通 分 支 
所 有 结 点 合并 为 一 个 集合 ， 假 设 我 们 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 
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图 2-103 最 小 生成 树 求解 过 程 图 2-104 最 小 生成 树 求解 过 程 


(11) 合并 
结 点 3 和 结 点 4 集合 号 相同 ， 属 于 同一 连通 分 支 ， 不 能 选择 ， 否 则 会 形成 回路 。 
(12) 找 最 小 

在 已 中 寻找 权 值 最 小 的 边 ee (5，7)， 边 值 为 16。 

(13) 合并 

结 点 5 和 结 点 7 集合 号 相同 ， 属 于 同一 连通 分 支 ， 不 能 选择 ， 和 否则 会 形成 回路 。 
(14) 找 最 小 

在 巨 中 寻找 权 值 最 小 的 边 eg (5, 6), WEN 17. 
(15) 合并 

结 点 $ 和 结 点 6 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连通 分 支 ， 





的 集合 号 , 那么 6 号 结 点 的 集合 号 都 改 为 2, 如 图 2-105 所 示 。 


(16) 找 最 小 图 2-105 最 小 生成 树 求解 过 程 


在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 es (2，3)， 边 值 为 20。 
(17) 合并 
结 点 2 和 结 点 3 集合 号 相同 ， 属 于 同一 连通 分 支 ， 不 能 选择 ， 否 则 会 形成 回路 。 
(18) 找 最 小 
在 E 中 寻找 权 值 最 小 的 边 e。(1，2)， 边 值 为 23。 

(19) 合并 

结 点 1 和 结 点 2 集合 号 不 同 ， 即 属于 两 个 不 同 连 通 分 支 ， 
则 将 边 (1, 2) 加 入 边 集 TE， 执 行 合并 操作 将 两 个 连通 分 支 
所 有 结 点 合并 为 一 个 集合 ; 假设 我 们 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 
的 集合 号 ， 那么 2、3、4、5、6、7 号 结 点 的 集合 号 都 改 为 1， 
如 图 2-106 所 示 。 
图 2-106 最 小 生成 树 (20) 选中 的 各 边 和 所 有 的 顶点 就 是 最 小 生成 树 ， 各 边 权 值 
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之 和 就 是 最 小 生成 树 的 代价 。 
3. 伪 码 详解 
(1) 数据 结构 


int nodeset [N];// 集 合 号 数组 
struct Edge {// 边 的 存储 结构 


int u; 
int у; 
int w; 
| )e[N*N]; 
(2) 初始 化 


void Init(int п) 

{ 

| for(int i = 1; i <= n; i++) 

nodeset [i] = i;// 每 个 结 点 赋值 一 个 集合 号 
| } 


(3) 对 边 进行 排序 


bool comp (Edge x, Edge у) 
{ 


return x.w < Y.w;// 定 义 优先 级 ， 按 边 值 进行 升序 排序 
} 


sort (е, е+т, сотр) ; // 调 用 系统 排序 函数 
(4) 合并 集合 


int Merge (int а, int b) 


{ 





int р = nodeset[a];//p 为 a 结 点 的 集合 号 
int а = nodeset[b]; //q 为 b 结 点 的 集合 号 
if (p==q) return 0; // 集 合 号 相同 ， 什 么 也 不 做 ， 返 回 
for (int i=1;i<=n;i++)// 检 查 所 有 结 点 ， 把 集合 号 是 q 的 全 部 改 为 p 
{ 

if (nodeset [1] ==а) 

nodeset [i] = p;//a 的 集合 号 赋值 给 b 集合 号 

} 
return 1; 





} 
4. 实战 演练 


//program 2-8 
#include <iostream> 
#include <cstdio> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 
const int N = 100; 
int nodeset[N]; 

int п, п; 
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struct Edge { 
` int u 
iñe v 
int w; 
}e[N*N] ; 
bool comp (Edge x, Edge y) 
{ 
return x.w < у.м; 
} 
void Init (int п) 
{ 
for(int і = 1; і <= п; i++) 
подеѕеї [1] = і; 
} 
int Merge(int а, int b) 


{ 


int р nodeset [а]; 
int а nodeset [b]; 
if (p==q) return 0; 
for (int i=1;i<=n;i++)// 检 查 所 有 结 点 ， 把 集合 号 是 а 的 改 为 p 
{ 
if (nodeset [i]==q) 


nodeset [i] = р;//а 的 集合 号 赋值 给 b 集合 号 


} 
return 1; 
} 
int Kruskal (int п) 
{ 
int ans = 0; 
for(int 1=0;1<щ;1++) 
if (Merge (e[i].u, e[i].v)) 
{ 
ans += е[1].м; 
п--; 
if (n==1) 
return ans; 
) 
return 0; 
) 
int main() 
{ 
cout <<" 输 入 结 点 数 n 和 边 数 m: "<<епа1; 
сіп >> n >> п; 
Init (п); 
cout <<" 输 入 结 点 数 u,v 和 边 值 w: "<<епа1; 
for(int i=1;i<=m;i++) 
сіп >> e[i].u>> e[i].v >>е[і].м; 
sort (е, e+m, comp); 
int ans = Kruskal (п); 
cout << "最 小 的 花费 是 : " << ans << endl; 
return 0; 


} 
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5. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 算法 中 ， 需 要 对 边 进行 排序 ， 若 使 用 快速 排序 ， 执 行 次 数 为 e*loge， 
算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(e*loge)。 而 合并 集合 需要 n-1 次 合并 ， 每 次 为 O(n)， 合 并 集合 的 时 
间 复 杂 度 为 O(n”)。 

(2) 空间 复杂 度 : 算法 所 需要 的 辅助 空间 包含 集合 号 数组 nodeset[n]， 则 算法 的 空间 复 
杂 度 是 O(n)。 

6. 算法 优化 拓展 

该 算法 合并 集合 的 时 间 复 杂 度 为 O(n*)， 我 们 可 以 用 并 查 集 ( 见 附录 E) 的 思想 优化 ， 
使 合并 集合 的 时 间 复 杂 度 降 为 O(e*logn)， 优 化 后 的 程序 如 下 。 


//program 2-9 
#include <iostream> 
#include <cstdio> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 
const int N = 100; 
int father[N]; 
іпё п, м; 
struct Edge { 
int u; 
ТИ м; 
int м; 
}е [N*N]; 
bool comp (Edge x, Edge у) { 
return x.w < y.w;// 排 序 优先 级 ， 按 边 的 权 值 从 小 到 大 
} 
void Тп1 (116 п) 
{ 
for(int i = 1; i <= n; i++) 
father[i] = i;// 顶 点 所 属 集合 号 ， 初 始 化 每 个 顶点 一 个 集合 号 
} 
int Find(int x) // 找 祖宗 
{ 
if(x != father[x]) 
father[x] = Find(father[x]);// 把 当前 结 点 到 其 祖宗 路 径 上 的 所 有 结 点 的 集合 号 改 为 祖宗 


return father[x]; // 返 回 其 祖宗 的 集合 号 
} 
int Mezge (int а, int b) // 两 结 点 合并 集合 号 
{ 
int р = Find(a); //Жа 的 集合 号 
int а = Find(b); // 找 b 的 集合 号 
if (p==q) return 0; 
ЕР > qg) 
father[p] = q;// 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 集合 号 


else 





father[q] = р; 








2.7 


гебагп 1; 
} 
int Kruskal (int п) 
{ 
int ans = 0; 
for (int 1=0;і<т;і++) 
if (Merge (e[i].u, 
{ 


е[11..9)) 


ans += е[і].м; 
Ш 
if (п==1) 
return ans; 
} 
return 0; 
} 
int main() 
{ 
cout <<" 输 入 结 点 数 n 和 边 数 m: "<<епа1; 
ста > ñ. >> my 
Тп1Е (п); 
cout <<" 输 入 结 点 数 u，v НОЛАН w: "<<епа1; 
for (int і=1;і<=т;і++) 
сіп>>е[і].џ>>е[і].у>>е[і].м; 
Sort (е, e+m, comp); 
int ans = Kruskal (п); 
cout << "最 小 的 花费 是 : " << ans << епа; 
return 0; 


} 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 


(2) 输入 

输入 结 点 数 n 和 边 数 m: 
ее 

输入 结 点 数 u，v 和 边 值 w: 
072-23 


28 
36 
20 
1 

19 
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(3) 输出 
| 最 小 的 花费 是 : 57 


7. 两 种 算法 的 比较 

(1) 从 算法 的 思想 可 以 看 出 ， 如 果 图 G 中 的 边 数 较 小 时 ， 可 以 采用 Kruskal 算法 ， 因 为 
Kruskal 算法 每 次 查找 最 短 的 边 ; 边 数 较 多 可 以 用 Prim 算法 ， 因 为 它 是 每 次 加 一 个 结 点 。 可 
见 ，Kruskal 算法 适用 于 稀疏 图 ， 而 Prim 算法 适用 于 稠密 图 。 

(2) 从 时 间 上 讲 ，Prim 算法 的 时 间 复 杂 度 为 Om), Kruskal 算法 的 时 间 复 杂 度 为 Oleloge)。 

(3) 从 空间 上 讲 ， 显 然 在 Prim 算法 中 ， 只 需要 很 小 的 空间 就 可 以 完成 算法 ， 因 为 每 一 
次 都 是 从 大 U 集 合 出 发 进行 扫描 的 ， 只 扫描 与 当前 结 点 集 到 忌 集 合 的 最 小 边 。 但 在 Kruskal 
算法 中 ， 需 要 对 所 有 的 边 进行 排序 ， 对 于 大 型 图 而 言 ，Kruskal 算法 需要 占用 比 Prim 算法 大 
得 多 的 空间 。 


Chapter 


山高 皇帝 远 

猜 数 游戏 一 一 二 分 搜索 技术 

合 久 必 分 ， 分 久 必 合 一 一 合并 排序 
兵 贵 神速 一 一 快速 排序 

效率 至 上 一 一 大 整数 乘法 

分 治 算法 复杂 度 求解 秘籍 
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分 而 治之 是 一 种 很 古老 但 很 实用 的 策略 ， 或 者 说 战略 ， 本 意 是 将 一 个 较 大 的 力量 打 碎 分 
成 小 的 力量 ， 这 样 每 个 小 的 力量 都 不 足以 对 抗 大 的 力量 。 在 现实 应 用 中 ， 分 而 治之 往往 是 将 
大 片区 域 分 成 小 块 区 域 治理 。 战 国 时 期 ， 秦 国 破坏 合 纵 连 横 即 是 一 种 分 而 治之 的 手段 。 


3.1 


我 们 经 常 听 到 一 名 话 :“ 山 高 皇帝 远 ” 意思 是 山高 路 远 ， 皇 帝 管 不 了 。 实 际 上 无 论 山 多 
高 ， 皇 帝 有 多 远 ， 都 在 朝 庭 的 统治 之 下 。 皇 帝 一 个 人 当然 不 可 能 管 那么 多 的 事情 ， 那 么 怎么 
统治 天 下 呢 ? 分 而 治之 。 我们 现在 的 制度 也 采用 了 分 而 治之 的 办 法 ， 国 家 分 省 、 市 、 县 、 镇 、 
村 ， 层 层 管理 ， 无 论 哪个 偏远 角落 ， 都 不 是 无 组 织 的 。 

3.1.1 ВАН я 
«А6 3963, ЖА,” 
一 一 《孙子 兵法 》 

“分 数 ” 的 “分 ”是 指 分 各 层次 的 部 分 ,“ 数 ”是 每 部 分 的 人 数 编制 ， 意 为 通过 把 部 队 分 
为 各 级 组 织 ， 将 帅 就 只 需 通 过 管理 少数 几 个 人 来 实现 管理 全 军 众多 组 织 。 这 样 ， 管 理 和 指挥 
人 数 众多 的 大 军 ， 也 如 同 管理 和 指挥 人 数 少 的 部 队 一 样 容易 。 

在 我 们 生活 当中 也 有 很 多 这 样 的 例子 , 例如 电视 节目 歌唱 比赛 , 如 果 全 国 各 地 的 歌手 都 
来 报名 参赛 ， 那 估计 要 累 坏 评委 了 ， 而 且 一 个 一 个 比赛 需要 很 长 的 时 间 ， 怎 么 办 呢 ? 全 国 分 
赛区 海 选 , 每 个 赛区 的 前 几 名 再 参加 二 次 海 选 , 最 后 选择 比较 优秀 的 选手 参加 电视 节目 比赛 。 
这 样 既 可 以 把 最 优秀 的 歌手 呈现 给 观众 ， 又 节省 了 很 多 时 间 ， 因 为 全 国 各 地 分 赛区 的 海 选 比 
赛 是 同步 进行 的 ， 有 点 “并 行 ” 的 意思 。 

在 算法 设计 中 ,我们 也 引入 分 而 治之 的 策略 ， 称 为 分 治 算法 ， 其 本 质 就 是 将 一 个 大 规模 
的 问题 分 解 为 若干 个 规模 较 小 的 相同 子 问 题 ， 分 而 治之 。 


3.1.2 ”天 时 地 利 人 和 一 一 分 治 算法 要 素 


“农夫 朴 力 而 寡 能 ， 则 上 不 失 天 时 ， 下 不 失地 利 ， 中 得 人 和 而 百事 不 废 。” 
— (4+. ЕЯ» 
也 就 是 说 ， 做 成 一 件 事 ， 需 要 天 时 地 利 人 和 。 那 么 在 现实 生活 中 ， 什 么 样 的 问题 才能 使 
用 分 治 法 解决 呢 ? 简单 来 说 ， 需 要 满足 以 下 3 个 条 件 。 
(1) 原 问 题 可 分 解 为 若干 个 规模 较 小 的 相同 子 问题 。 
(2) 子 问题 相互 独立 。 
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(3) 子 问 题 的 解 可 以 合并 为 原 问 题 的 解 。 
3.1.3 分 治 算法 秘籍 


分 治 法 解 题 的 一 般 步骤 如 下 。 

(1) 分 解 : 将 要 解决 的 问题 分 解 为 若干 个 规模 较 小 、 相 互 独 立 、 与 原 问题 形式 相同 的 子 
问题 。 

(2) 治理 : 求解 各 个 子 问 题 。 由 于 各 个 子 问 题 与 原 问题 形式 相同 ， 只 是 规模 较 小 而 已 ， 
而 当 子 问题 划分 得 足够 小 时 ， 就 可 以 用 较 简单 的 方法 解决 。 

(3) 合并 : 按 原 问题 的 要 求 ， 将 子 问 题 的 解 逐 层 合并 构成 原 问 题 的 解 。 

AUZ, 分 治 法 就 是 将 一 个 难以 直接 解决 的 大 问题 , 分 割 成 一 些 规模 较 小 的 相同 问 
题 ， 以 便 各 个 击破 ， 分 而 治之 。 

在 分 治 算法 中 ， 各 个 子 问题 形式 相同 ， 解 决 的 方法 也 一 样 ， 因 此 我 们 可 以 使 用 递归 算法 
快速 解决 ， 递 归 是 彰显 分 治 法 优势 的 利器 。 


3.2 Ezra 


一 天 晚上 ， 我 们 在 家 里 看 电视 ， 某 大 型 娱乐 节目 在 玩 猜 数 游戏 。 主 持 人 在 女 嘉 宾 的 手心 
上 写 一 个 10 以 内 的 整数 ， 让 女 嘉 宾 的 老公 猜 是 多 少 ， 而 女 嘉 宾 只 能 提示 大 了 ， 还 是 小 了 ， 
并 且 只 有 3 次 机 会 。 < 3 : ; 






主持 人 悄悄 地 在 美女 手心 写 了 一 个 8. > pi 
AOE = 
老婆: “JT.” 

老公 : 3. 

жў: “т.” 

д: 10," s е". 
老婆 : “Е т 图 3-1 猜 数 游戏 


孩子 说 : “天 啊 ， 怎 么 还 有 这 么 策 的 人 。” 那 么 ， 聪 明 的 孩子 ， 现 在 随机 写 1 ~n 范围 内 
的 整数 ， 你 有 没有 办 法 以 最 快 的 速度 猜 出 来 呢 ? 


3.2.1 问题 分 析 
从 间 题 描述 来 看 ， 如 果 是 п 个 数 ， 那么 最 坏 的 情况 要 猜 n 次 才能 成 功 ， 其 实 我 们 没有 必 
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要 一 个 一 个 地 猜 ， 因 为 这 些 数 是 有 序 的 ， 它 是 一 个 二 分 搜索 问题 。 我 们 可 以 使 用 折 半 查找 的 
策略 ， 每 次 和 中 间 的 元 素 比 较 ， 如 果 比 中 间 元 素 小 ， 则 在 前 半 部 分 查找 (假定 为 升序 )， 如 
果 比 中 间 元 素 大 ， 则 去 后 半 部 分 查找 。 


3.2.2 ”算法 设计 


问题 描述 :给 定 n 个 元 素 ， 这 些 元 素 是 有 序 的 (假定 为 升序 )， 从 中 查找 特定 元 素 x. 

算法 思想 : 将 有 序 序列 分 成 规模 大 致 相等 的 两 部 分 ， 然 后 取 中 间 元 素 与 特定 查找 元 素 x 
进行 比较 ， 如 果 x 等 于 中 间 元 素 ， 则 查找 成 功 ， 算 法 终止 ; 如 果 小 于 中 间 元 素 ， 则 在 序列 
的 前 半 部 分 继续 查找 ， 即 在 序列 的 前 半 部 分 重复 分 解 和 治理 操作 ; 和 否则， 在 序列 的 后 半 部 分 
继续 查找 ， 即 在 序列 的 后 半 部 分 重复 分 解 和 治理 操作 。 

算法 设计 : 用 一 维 数组 S[] 存 储 该 有 序 序列 ， 设 变量 low 和 high 表示 查找 范围 的 下 界 和 
EF, middle 表示 查找 范围 的 中 间 位 置 ，x 为 特定 的 查找 元 素 。 

(1) 初始 化 。 令 low=0， 即 指向 有 序数 组 S[] 的 第 一 个 元 素 ; jgjp=z1， 即 指向 有 序数 组 
S[] 的 最 后 一 个 元 素 。 

(2) middle= (low+high) /2， 即 指示 查找 范围 的 中 间 元 素 。 

(3) 判定 low<high 是 否 成 立 ， 如 果 成 立 ， 转 第 4 步 ， 否 则 ， 算 法 结束 。 

(4) 判断 x 与 SImiddle] 的 关系 。 如 果 x=S[middle]， 则 搜索 成 功 ， 算 法 结束 ; 如果 
x>S[middle]， 则 令 low=middle+1; 否则 令 high=middle-1， 转 为 第 2 步 。 


3.2.3 ”完美 图 解 


用 分 治 法 在 有 序 序列 (5, 8, 15, 17, 25, 30, 34, 39, 45, 52, 60) 中 查找 元 素 17。 
(1) 数据 结构 。 用 一 维 数 组 S[] 存 储 该 有 序 序列 ，x=17， 如 图 3-2 所 示 。 
0 1 2 3 4 5 6 7. 8 9 10 
ее ТТТ [9 [e] 
图 3-2 5S[] 数 组 


(2) 初始 化 。low=0，high=10， 计 算 middle= (low+high) /2=5， 如 图 3-3 所 示 。 






middle=5 
图 3-3 ”搜索 初始 化 
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(3) 将 x 与 SImidcle] 比 较 。x=17<SUnidale]=30， 我 们 在 序列 的 前 半 部 分 查找 ， 搜 索 的 范 
围 缩小 到 子 问 题 S[0..middle-1]， 令 high=middle-1， 如 图 3-4 所 示 。 


8 9 10 






DEA 
low=0 high=4 

图 3-4 搜索 过 程 
(4) 计算 middle= (low+high) /2=2， 如 图 3-5 所 示 。 


7 8 9 
Те 


5 6 





low=0 middle=2 high=4 
图 3-5 搜索 过 程 


(5) 将 x 与 SImiddle] 比 较 。x=17>S[middle]=15， 我 们 在 序列 的 后 半 部 分 查找 ， 搜 索 的 范 
围 缩小 到 子 问题 S[middle+1..low]， 令 low=middle+1, ЗИ 3-6 所 示 。 


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
sas [*[= Г |% [> [= [= [@] 
low=3 high=4 
图 3-6 搜索 过 程 


(6) 计算 middle= (low+high) /2=3， 如 图 3-7 所 示 。 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Тя Та [$ |= To 
middle=3 low=3 high=4 
图 3-7 搜索 过 程 
(7) 将 x 与 S[middle] 比 较 。x=17=S[middle]=17， 查 找 成 功 ， 算 法 结束 。 


3.2.4” 伪 代 码 详 解 


我 们 用 BinarySearch (int n，int s[]，intx)〉 函数 实现 二 分 搜索 技术 ， 其 中 n 为 元 素 个 数 ， 
5 中 为 有 序数 组 ，x 为 特定 查找 元 素 。low 指向 数组 的 第 一 个 元 素 ，high 指向 数组 的 最 后 一 个 
元 素 。 如 果 Jow<high, middle=(low+high)/2, 即 指向 查找 范围 的 中 间 元 素 。 如果 x=S[middle]， 
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搜索 成 功 ， 算 法 结束 ; 如 果 x>S[middle], MA low=middlet1， 去 后 半 部 分 搜索 ， 否 则 令 
high=middle-1， 去 前 半 部 分 搜索 。 


int BinayrySeareh(int п,іпі s[];int х) 


{ 


int low=0,high=n-1; / / low 指向 数组 的 第 一 个 元 素 ，high 指向 数组 的 最 后 一 个 元 素 
while (low<=high) // 设 置 判 定 条 件 
{ 
int middle=(low+high) /2;// 计 算 middle 值 ( 查 找 范 围 的 中 间 值 ) 
if (x==s [middle] ) //х 等 于 s [middle] ， 查 找 成 功 ， 算 法 结束 
return middle; 
else if(x<s[middle]) //x TF s[middle], ， 则 从 前 半 部 分 查找 
high=middle-1; 
else //х 大 于 s [middle]， 则 从 后 半 部 分 查找 


low=middle+1; 
} 


return -1; 





} 


3.2.5 “实战 演练 


//program 3-1 
#include <iostream> 
#include <cstdlib> 
#include <cstdio> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 
const int M=10000; 
ИЕ Kenali 
int 5[М]; 
int BinarySearch (int n,int s[],int x) 
{ 
int low=0,high=n-1; // Low 指向 数组 的 第 一 个 元 素 ，high 指向 数组 的 最 后 一 个 元 素 
while (low<=high) 
{ 
int middle=(low+high)/2; //middle 为 查找 范围 的 中 间 值 
| if (x==s [middle]) //х 等 于 查找 范围 的 中 间 值 ， 算 法 结束 
return middle; 
else if(x<s[middle]) //х 小 于 查找 范围 的 中 间 元 素 ， 则 从 前 半 部 分 查找 
high=middle-1; 
else //x 大 于 查找 范围 的 中 间 元 素 ， 则 从 后 半 部 分 查找 
low=middle+1; 
} 
return -1; 
} 
int main () 
{ 





cout<<" 请 输入 数列 中 的 元 素 个 数 n 为 : "; 
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while (сіп>>п) 
| { 
cout<<" 请 依次 输入 数列 中 的 元 素 : "; 
for (i=0;i<n; i++) 

сіп>>5[1]; 
Sort (5,5+п); 
cout<<" 排 序 后 的 数组 为 : "; 
for (i=0; i<n;i++) 
{ 

cout<<s[i]<<" "; 
) 
cout<<end1; 
cout<<" 请 输入 要 查找 的 元 素 : "; 
cin>>x; 
i=BinarySearch(n,s,x); 
1Е(1==-1) 

cout<<" 该 数列 中 没有 要 查找 的 元 素 "<<endl; 
else 


cout<<" 要 查找 的 元 素 在 第 "<<i+1<<" 位 "<<endl; 





} 
return 0; 


} 

算法 实现 和 测试 

(1) 运行 环境 

Code::Blocks 

(2) 输入 

请 输入 数列 中 的 元 素 个 数 n: 11 

请 依次 输入 数列 中 的 元 素 : 60 1739 15 8 34 30 45 5 52 25 
(3) 输出 


排序 后 的 数组 为 : 5 8 15 17 25 30 34 39 45 52 60 
请 输入 要 查找 的 元 素 : 17 
要 查找 的 元 素 在 第 4 位 








3.2.6 ”算法 解析 与 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 首先 需要 进行 排序 ， 调 用 sort 函数 ， 进 行 排序 复杂 度 为 O(nlogn)， 如 
果 数 列 本 身 有 序 ， 那 么 这 部 分 不 用 考虑 。 

然后 是 二 分 查找 算法 , 时 间 复杂 度 怎么 计算 呢 ? 如 果 我 们 用 7(n) 来 表示 n 个 有 序 元 素 的 
二 分 查找 算法 时 间 复 杂 度 ， 那 么 : 
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e° `4n=1 时 ， 需 要 一 次 比较 ，7T(n)=0(1)。 
° 当 n>1 时 ， 特 定 元 素 和 中 间 位 置 元 素 比较 ， 需 要 O(1) 时 间 ， 如 果 比 较 不 成 功 ， 那 么 
需要 在 前 半 部 分 或 后 半 部 分 搜索 ， 问 题 的 规模 缩小 了 一 半 ， 时 间 复 杂 度 变 为 T(n/2)。 


T(n) -| O(1) ‚ ПЕ] 


Т(п/2)+0(1), п>1 
° л> 时， 可 以 递 推 求解 如 下 。 
Т(п) = Т(п/2) + О(1) 
= Т(п/22) +2041) 
= Т(п/2°)+30(1) ` 
= Т(и/2*) + хО(1) 
递 推 最 终 的 规模 为 1， 令 n=2*， 则 x=logn。 
Т(п) = Т(1) + 106 п0(1) 
= О(1) + 106 п0(1) 
= O(logn) 
二 分 查找 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(logn)。 
(2) 空间 复杂 度 : 程序 中 变量 占用 了 一 些 辅 助 空间 ， 这 些 辅助 空间 都 是 常数 阶 的 ， 因 此 
空间 复杂 度 为 0(1)。 
2. 优化 拓展 
在 上 面 程序 中 ， 我 们 采用 BinarySearch (int ma，ints[]，intx) 函数 来 实现 二 分 搜索 ， 那 
么 能 不 能 用 递归 来 实现 呢 ? 因为 递归 有 自 调用 问题 ， 那 么 就 需要 增加 两 个 参数 low 和 high 
来 标记 搜索 范围 的 开始 和 结束 。 


int recursionBS (int s[],int x,int low,int high) 
{ 
//low 指向 数组 的 第 一 个 元 素 ，high 指向 数组 的 最 后 一 个 元 素 
if (low>high) // 递 归结 束 条 件 
return -1; 
int middle=(low+high)/2; // 计 算 middle {Ë (查找 范围 的 中 间 值 ) 


if (x==s [middle] ) //x 等 于 s [middle]， 查 找 成 功 ， 算 法 结束 
return middle; 
else if(x<s[middle]) //x 小 于 s[middle]， 则 从 前 半 部 分 查找 
returnrecursionBS (s[],x, low, high-1) 
else //x 大 于 s[middle]， 则 从 后 半 部 分 查找 


returnrecursionBS (5[],х, м1аа1е+1, high) 





} 
在 主 函 数 main0 的 调用 中 ， 只 需要 把 BinarySearch (n, s, х) 换 为 recursionBS (s[], x, 
0, n-1) 即 可 完成 二 分 查找 , 递归 算法 的 时 间 复 杂 度 未 变 , 因为 递归 调用 需要 使 用 栈 来 实现 ， 
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空间 复杂 度 怎么 计算 呢 ? 

在 递归 算法 中 ， 每 一 次 递归 调用 都 需要 一 个 栈 空 间 存储 ， 那 么 我 们 只 需要 看 看 有 多 少 次 
调用 。 假 设 原 问题 的 规模 为 mw， 那么 第 一 次 递归 就 分 为 两 个 规模 为 n2 的 子 问题 ， 这 两 个 子 
问题 并 不 是 每 个 都 执行 ， 只 会 执行 其 中 之 一 。 因 为 我 们 和 中 间 值 比较 后 ， 要 么 去 前 半 部 分 查 
找 ， 要 么 去 后 半 部 分 查找 ; 然后 再 把 规模 为 n/2 _ R 0 层 
的 子 问题 继续 划分 为 两 个 规模 为 n/4 的 子 问题 ， | 





选择 其 一 ; 继续 分 治 下 去 ,最 坏 的 情况 会 分 治 到 ji 
只 剩 下 一 个 数值 , 那么 我 们 执行 的 节点 数 就 是 从 Ja 
树 根 到 叶子 所 经 过 的 节点 ， 每 一 层 执行 一 个 , 直 

到 最 后 一 层 ， 如 图 3-8 所 示 。 РА 





递归 调用 最 终 的 规模 为 1， 即 x/2"=1, И ias 
x=logn。 假 设 阴影 部 分 是 搜索 经 过 的 路 径 ， 一 共 图 3-8 递归 求解 树 
经 过 了 logn 个 节点 ， 也 就 是 说 递归 调用 了 logn 次 。 

因此 ， 二 分 搜索 递归 算法 的 空间 复杂 度 为 O(logn)。 

那么 ， 还 有 没有 更 好 的 算法 来 解决 这 个 问题 呢 ? 


3.3 EFU ME ZU aa E ss aka 


在 数列 排序 中 ， 如 果 只 有 一 个 数 ， 那 么 它 本 身 就 是 有 序 的 ; 如 果 只 有 两 个 数 ， 那 么 一 次 比较 就 
可 以 完成 排序 。 也 就 是 说 ， 数 越 少 ， 排 序 越 容 易 。 那 么 ， 如 果 有 一 个 由 大 量 数 据 组 成 的 数列 ， 我 们 
很 难 快速 地 完成 排序 ， 该 怎么 办 呢 ? 可 以 考虑 将 其 分 解 为 很 小 的 数列 ， 直 到 只 剩 一 个 数 时 ， 本 身 已 
有 序 ， 再 把 这 些 有 序 的 数列 合并 在 一 起 ， 执 行 一 个 和 分 解 相 反 的 过 程 ， 从 而 完成 整个 数列 的 排序 。 





图 3-9 合并 排序 
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3.3.1 问题 分 析 


合并 排序 就 是 采用 分 治 的 策略 ， 将 一 个 大 的 问题 分 成 很 多 个 小 问题 ， 先 解决 小 问题 ， 再 
通过 小 问题 解决 大 问题 。 由 于 排序 问题 给 定 的 是 一 个 无 序 的 序列 ， 可 以 把 待 排序 元 素 分 解 成 
两 个 规模 大 致 相等 的 子 序列 。 如 果 不 易 解决 ， 再 将 得 到 的 子 序 列 继续 分 解 ， 直 到 子 序列 中 包 
含 的 元 素 个 数 为 1。 因为 单个 元 素 的 序列 本 身 是 有 序 的 ， 此 时 便 可 以 进行 合并 ， 从 而 得 到 一 
个 完整 的 有 序 序列 。 


3.32 ”算法 设计 


合并 排序 是 采用 分 治 策略 实现 对 n 个 元 素 进行 排序 的 算法 , 是 分 治 法 的 一 个 典型 应 用 和 
完美 体现 。 它 是 一 种 平衡 、 简 单 的 二 分 分 治 策略 ， 过 程 大 致 分 为 : 

(1) 分 解 一 一 将 待 排序 元 素 分 成 大 小 大 致 相同 的 两 个 子 序列 。 

(2) 治理 一 一 对 两 个 子 序 列 进行 合并 排序 。 

(3) 合并 一 一 将 排 好 序 的 有 序 子 序列 进行 合并 ， 得 到 最 终 的 有 序 序 列 。 


3.3.3 ”完美 图 解 
给 定 一 个 列 数 (42，15，20，6，8，38，50，12)， 我们 执行 合并 排序 的 过 程 ， 如 图 3-10 
所 示 。 [42 15 20 6 8 38 5012 | 


从 上 图 可 以 看 出 , 首先 将 待 排序 元 素 分 成 大 小 
大 致 相同 的 两 个 子 序列 , 然后 再 把 子 序列 分 成 大 小 
大 致 相同 的 两 个 子 序列 ， 如 此 下 去 ， 直 到 分 解 成 一 
个 元 素 停止 , 这 时 含有 一 个 元 素 的 子 序列 都 是 有 序 
的 。 然 后 执行 合并 操作 , 将 两 个 有 序 的 子 序 列 合并 
为 一 个 有 序 序列 ， 如 此 下 去 ， 直 到 所 有 的 元 素 都 合 
并 为 一 个 有 序 序列 。 

合 久 必 分 , 分 久 必 合 ! 合 并 排序 就 是 这 个 策略 。 


3.3.4” 伪 代码 详解 


(1) 合并 操作 

为 了 进行 合并 ， 引 入 一 个 辅助 合并 函数 Merge (A, low, mid, high), RARO HEY 
的 两 个 子 序列 4[1ow:mid] 和 4[mid+1:high] 进 行 合并 。 其 中 ，low 和 high 代表 待 合并 的 两 个 子 
序列 在 数组 中 的 下 界 和 上 界 ，mid 代表 下 界 和 上 界 的 中 间 位 置 ， 如 图 3-11 所 示 








[6 8 12 15 20 38 42 50 | 





3-10 ”合并 排序 过 程 
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合并 方法 : 设置 3 个 工作 指针 i、j、k〈( 整 型 数 ) 和 一 个 辅助 数组 В. К, 和 j 分 别 


指向 两 个 待 排序 子 序列 中 当前 待 比较 的 元 素 , k ow е +, вы 
向 辅助 数组 B0] 中 待 放 置 元 素 的 位 置 。 比 较 AU мае 8002 
4 由， 将 较 小 的 赋值 给 B[ 如 ， 同 时 相应 指针 向 后 移 BARE [2 [$ [18] 20) 
动 。 如 此 反复 ， 直 到 所 有 元 素 处 理 完毕 。 最 后 把 辅 图 3-11 合并 操作 原始 数组 


助 数 组 В 中 排 好 序 的 元 素 复制 到 4 数组 中 ， 如 图 3-12 所 示 。 


int *В = new int[high-low+1];// 申 请 一 个 辅助 数组 BI[] 
| int i = low, j = mid+1, k = 0; 


现在 ， 我 们 比较 AA 4 中 ， 将 较 小 的 元 素 放 入 В 数组 中 ， 相 应 的 指针 向 后 移动 ， 直 到 
Р>тіа 或 者 户 high 时 结束 。 


while(i <= mid && j <= high)// 按 从 小 到 大 顺序 存放 到 辅助 数组 B[] 中 
{ 
¿if (A[i] <= A[3]) 
B[k++] = A[i++]; 
else 
B[k++] = A[j++]; 
) 


第 1 次 比较 A[i]=4 和 4 四 =2， 将 较 小 元 素 2 放 入 В 数组 中 ， j++, k, Ш 3-13 所 示 。 


i=low j=mid+1 


i J 
«ЕР= ] PEET «Е EE 
k=0 k 
a Sao TT TT TACI 
图 3-12 合并 操作 初始 化 图 3-13 合并 过 程 


第 2 次 比较 A[i]=4 和 4[ 四 =6， 将 较 小 元 素 4 J& A. В ЗН, i+, k, WE 3-14 所 示 。 
第 3 次 比较 A[i]=9 和 4 四 =6， 将 较 小 元 素 6 ЖА В 数组 中 ， j, kt, WE 3-15 所 示 。 


i j i j 
«СТТ ET «ТСЗ ЕС 
k k 
maja || ii| oe || 
图 3-14 合并 过 程 图 3-15 合并 过 程 


第 4 次 比较 А[Д=9 和 4 四 =18， 将 较 小 元 素 9 ЖА В 数组 中 , itt, K++， 如 图 3-16 所 示 。 
第 5 次 比较 А =15 和 4 中 =18， 将 较 小 元 素 15 放 入 B 数组 中 ， ii, k, Е 3-17 所 示 。 
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a 8 ЕГ: 人 0 加 арар 
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Е 3-16 合并 过 程 图 3-17 合并 过 程 


第 6 次 比较 А[Д=24 Ж А[Д=18, 将 较 小 元 素 18 JA, B 数组 中 ,入 +，Kt+， 如 图 3-18 所 示 。 
第 7 次 比较 A[i]=24 和 4 中 =20， 将 较 小 元 素 20 放 入 B Н, jH, ki, WE 3-19 所 示 。 


i 了 i j 
+ 
|. le | sl ао Mal ао а 
k k 
we jeje ә аә l L. ЕЯ [sel] НИ 


图 3-18 合并 过 程 图 3-19 合并 过 程 


IERT, j>high T, while 循环 结束 ， 但 4 数组 还 剩 有 元 素 (i 二 mid) 怎么 办 呢 ? 直接 放 
EFB 数组 就 可 以 了 ， 如 图 3-20 所 示 。 
| while(i <= mid) B[k++] = A[i++];// 对 子 序列 A[low:middle] 剩 余 的 依次 处 理 

现在 已 经 完成 了 合并 排序 的 过 程 ， 还 需要 把 辅助 数组 B 中 的 元 素 复制 到 原来 的 4 数组 
中 ， 如 图 3-21 所 示 。 


for(i = low, k = 0; i <= high; i ++)// 将 合并 后 的 有 序 序列 复制 到 原来 的 A[] 序 列 
А[1] = В[К++]; 


l Ј 
$ { 
CEEE CEET 
k high 
+ 
Os: 800500850 


Я 3-20 合并 过 程 图 3-21 结果 复制 到 A[] 


完整 的 合并 程序 如 下 : 
void Merge(int A[], int low, int mid, int high) 
{ 
int *В = new int[high-low+1];// 申 请 一 个 辅助 数组 
int i = low, j = mid+1, k = 0; 
while(i <= mid && j <= high) 
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{// 按 从 小 到 大 存放 到 辅助 数组 B[] 中 
if (A[i] <= A[j]) 
В[к++] = A[i++]; 
else 
B[k++] = А[5++]; 
) 


while(i <= mid) B[k++] = A[i++]; // 对 子 序列 A[low:middle] 剩 余 的 依次 处 理 
while(j <= high) B[k++] = A[j++]; // 对 子 序列 Almiddle+1:high] 剩 余 的 依次 处 理 
for(i = low k = 0; і <= high; i ++)  ”// 将 合并 后 的 序列 复制 到 原来 的 A[] 序 列 

А[1] = B[k++]; 





} 


(2) 递归 形式 的 合并 排序 算法 
将 序列 分 为 两 个 子 序列 ， 然 后 对 子 序列 进行 递归 排序 ， 再 把 两 个 已 排 好 序 的 子 序列 合并 
成 一 个 有 序 的 序列 。 


void MergeSort (int A[], int low, int high) 
{ 
if (1ом < high) 
{ 
int mid = (low+high) /2; 


MergeSort(A, low, mid); // 对 ALllow:mid] 中 的 元 素 合并 排序 
MergeSort (А, mid+1, high); // 对 Almid+1:high] 中 的 元 素 合并 排序 
Merge (A, low, mid, high); // 合 并 操作 





3.3.5 ”实战 演练 


//program 3-2 
#include <iostream> 
#include <cstdlib> 
#include <cstdio> 
using namespace std; 
void Merge (int A[], int low, int mid, int high) 
{ 

int *B = new int[high-low+1]; // 申 请 一 个 辅助 数组 

int і = low, j = mid+1, k = 0; 

while(i <= mid && j <= high) 
{// 按 从 小 到 大 存放 到 辅助 数组 B[] 中 

1Е(А[1] <= A[31) 
B[k++] = A[i++]; 
else 
B[k++] = A[j++]; 

} 

while(i <= mid) в[к++] = А[1++]; // 将 数组 中 剩 下 的 元 素 复制 到 数组 B 中 

while(j <= high) B[k++] = A[j++]; 

for(i = low, К = 0; i <= high; i ++) 

A[i] = B[k++]; 

) 
void MergeSort (int A[], int low, int high) 
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3.3.6 


if (low < high) 


int mid = (low+high) /2; // 取 中 点 
MergeSort (A, low, mid); // 对 A[low:mid] 中 的 元 素 合并 排序 
MergeSort(A, mid+1, high); // 对 Almid+1:high] 中 的 元 素 合 并 排序 
Merge(A, low, mid, high); // 合 并 

} 
} 
int main() 
{ 

int п, А[100]; 

cout<<" 请 输入 数列 中 的 元 素 个 数 n 为 : "<<епа1; 

сіп>>п; 

cout<<" 请 依次 输入 数列 中 的 元 素 : "<<endl; 

for (int: 1=0; і<п; 1++) 

с1п>>А [1]; 

MergeSort (А, 0,п-1); 

cout<<" 合 并 排序 结果 : "<<епа1; 

for(int 1=0;1<п;1++) 

соиЕ<<А[1]<<" "; 
cout<<endl; 
return 0; 


} 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 

请 输入 数列 中 的 元 素 个 数 n 为 : 
8 


请 依次 输入 数列 中 的 元 素 ; 
42 15 20 6 8 38 50 12 


(3) 输出 


合并 排序 结果 : 
6 8 12 15 20 38 42 50 


算法 解析 与 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 

° 分 解 : 这 一 步 仅 仅 是 计算 出 子 序列 的 中 间 位 置 ， 需 要 常数 时 间 O(1)。 
о 解决 子 问 题 : 递归 求解 两 个 规模 为 n/2 的 子 问 题 ， 所 需 时 间 为 27(n/2)。 
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。 合并 : Merge 算法 可 以 在 O(n) 的 时 间 内 完成 。 
所 以 总 运行 时 间 为 : 
| О(1) ‚ ñ=] 
Т(п) = 


2Т (0/2) + O(n), п>1 
当 n>1 时 ， 可 以 递 推 求解 : 
T(n) =2T(n/2)+ O(n) 
=2(2T(n/4)+ O(n/2)) + O(n) 
=4T(n/4)+2O(n) 
=8T(n/8)+30(n) 
=2*T(n/2*)+x0(n) 
递 推 最 终 的 规模 为 1， 令 n=2*， 则 x=1logn， 那 么 
Т(п) = пТ(1) + lognO(n) 
=n+lognO(n) 
= O(nlogn) 
合并 排序 算法 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 
(2) 空间 复杂 度 : 程序 中 变量 占用 了 一 些 辅助 空间 ， 这 些 辅助 空间 都 是 常数 阶 的 ， 每 调 
用 一 个 Werge(0)， 会 分 配 一 个 适当 大 小 的 缓冲 
х, 且 退 出 时 释放 。 最 多 分 配 大 小 为 n， 所 以 空 
间 复 杂 度 为 O(n)。 递 归 调 用 所 使 用 的 栈 空间 是 
O(logn)， 想 一 想 为 什么 ? 
合并 排序 递归 树 如 图 3-22 所 示 。 





递归 调用 时 占用 的 术 空 间 是 递归 村 的 深 dB D AD .点 
度 ， п=2*, 则 x=logn , 递归 树 的 深度 为 logn» < 
2. 优化 拓展 图 3-22 ”合并 排序 递归 树 


上 面 算法 我 们 使 用 递归 来 实现 ， 当 然 也 可 以 使 用 非 递 归 的 方法 ， 大 家 可 以 动手 试 试 。 
那么 ， 还 有 没有 更 好 的 算法 来 解决 这 个 问题 呢 ? 


3.4 ату 


未 来 的 战争 是 科技 的 战争 。 假 如 A 国 受 到 B 国 的 导弹 威胁 ， 那么 A 国 就 要 启用 导弹 防 
御 系 统 ， 根 据 卫星 、 雷 达 信息 快速 计算 出 敌 方 弹道 导弹 发 射 点 和 落 点 的 信息 ， 将 导弹 的 跟踪 
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和 评估 数据 转告 地 基 雷 达 ， 发 射 拦 截 导弹 摧毁 敌 方 导弹 或 使 导弹 失去 攻击 能 力 。 如 果 A 国 
的 导弹 防御 系统 处 理 速 度 缓 慢 ， 等 算出 结果 时 ， 导 弹 已 经 落地 了 ， 还 谈 何 拦截 ? 

现代 科技 的 发 展 ， 速 度 至 关 重 要 。 

我 们 以 最 基本 的 排序 为 例 ， 生 活 中 到 处 都 用 到 排序 ， 例 如 各 种 比赛 、 奖 学 金 评选 、 推 荐 
系统 等 ， 排 序 算法 有 很 多 种 ， 能 不 能 找到 更 快速 高 效 的 排序 算法 呢 ? 





#7 < НИИ 


图 3-23 某国 导弹 防御 系统 示意 图 


3.4.1 问题 分 析 
曾经 有 人 做 过 实验 ， 对 各 种 排序 算法 效率 做 了 对 比 (单位 ， 毫秒 )， 如 表 3-1 所 示 。 
表 3-1 算法 效率 


排序 算法 
冒 泡 排序 0.000 276 0.005 643 0.545 8 174 549 432 
选择 排序 0.000 237 0.006 438 0.488 47 4717 478 694 


插入 排序 0.000 258 0.008 619 у 5 145 515 621 














希 尔 排序 OBE 3) 0.000 522 0.003 372 0.518 4.152 61 
堆 排序 0.000 450 0.002 991 0.531 6.506 79 
归并 排序 0.000 723 0.006 225 0.561 5.48 | 70 





”快速 排序 0.000 291 0.003 051 у 0.311 3.634 | 39 
基数 排序 СЫ 100) 0.005 181 0.021 ; 1.65 11.428 | 117 
基数 排序 ( 进 制 1000) 0.016 134 0.026 1.264 8.394 89 


从 上 面 的 表 中 我 们 可 以 看 出 ， 如 果 对 10° 个 数据 进行 排序 ， 冒 泡 排序 需要 8 174 毫秒 ， 
而 快速 排序 只 需要 3.634 毫秒 ! 

快速 排序 (Quicksort) 是 比较 快速 的 排序 方法 。 快 速 排序 由 С. А. К. Hoare 在 1962 年 提 
出 。 它 的 基本 思想 是 通过 一 组 排序 将 要 排序 的 数据 分 割 成 独立 的 两 部 分 ， 其 申 一 部 分 的 所 有 
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数据 都 比 另外 一 部 分 的 所 有 数据 都 要 小 ， 然 后 再 按 此 方法 对 这 两 部 分 数据 分 别 进行 快速 排 
序 ， 整 个 排序 过 程 可 以 递归 进行 ， 以 此 使 所 有 数据 变 成 有 序 序列 。 

我 们 前 面 刚 讲 过 合并 排序 〈 又 叫 归 并 排序 )， 它 每 次 从 中 间 位 置 把 问题 一 分 为 二 ， 一 直 
划分 到 不 能 再 分 时 ， 执 行 合并 操作 。 合 并 排序 的 划分 很 简单 ， 但 合并 操作 就 复杂 了 ， 需 要 额 
外 的 辅助 空间 〈 和 辅助 数组 )， 在 辅助 数组 中 完成 合并 排序 后 复制 到 原来 的 位 置 ， 它 是 一 种 异 
地 排序 的 方法 。 合 并 排序 分 解 容易 ， 合 并 难 ， 属 于 “ 先 易 后 难 ”。 而 快速 排序 是 原 地 排序 ， 
不 需要 辅助 数组 ， 但 分 解困 难 ， 合 并 容易 ， 是 “ 先 苦 后 甜 ” 型 。 

342 “算法 设计 

快速 排序 的 基本 思想 是 基于 分 治 策略 的 ， 其 算法 思想 如 下 。 

(1) 分 解 : 先 从 数列 中 取出 一 个 元 素 作为 基准 元 素 。 以 基准 元 素 为 标准 ， 将 问题 分 解 为 
两 个 子 序列 ， 使 小 于 或 等 于 基准 元 素 的 子 序列 在 左 侧 ， 使 大 于 基准 元 素 的 子 序列 在 右 侧 。 

(2) 治理 : 对 两 个 子 序列 进行 快速 排序 。 

(3) 合并 : 将 排 好 序 的 两 个 子 序列 合并 在 一 起 ， 得 到 原 问题 的 解 。 

设 当前 待 排序 的 序列 为 R[low:high], F 7ow 乏 Nep， 如 果 序 列 的 规模 足够 小 ， 则 直接 
进行 排序 ， 否 则 分 3 步 处 理 。 

(1) 分 解 : 在 R[low: high] 中 选 定 一 个 元 素 R[pivot]， 以 此 为 标准 将 要 排序 的 序列 划分 为 
两 个 序列 R[low:pivot-1]#ll R[pivot+1:high]， 并 使 用 序列 R[low:pivot-1] 中 所 有 元 素 的 值 小 于 
等 于 RIpivot]， 序 列 R[pivot+1:high] 中 所 有 元 low pivot-1 pivot pivot+1 high 


е за: — $ 
[]| 12 5 24 30 58 | 36| 42 39 
确 的 位 置 ， 它 无 需 参加 后 面 的 排序 ， 如 图 3-24 CEEE ЕЕ Е? 
所 示 。 3-24 快速 排序 分 解 


(2) 治理 : 对 于 两 个 子 序列 R[low:pivot-1] 和 R[pivott+1:high]， 分 别 通 过 递归 调用 快速 排 
序 算法 来 进行 排序 。 

(3) 合并 : 由 于 对 R[low:pivot-1] 和 R[pivot+1:high] 的 排序 是 原 地 进行 的 ， 所 以 在 
R[low:pivot-1]#ll R[pivot+1:high] 都 已 经 排 好 序 后 ， 合 并 步骤 无 需 做 什么 ， 序 列 оу: іе]. 
己 经 排 好 序 了。 

如 何 分 解 是 一 个 难题 ,因为 如 果 基 准 元 素 选取 不 当 ,， 有 可 能 分 解 成 规模 为 0 和 n-1 的 两 
个 子 序列 ， 这 样 快速 排序 就 退化 为 冒 泡 排序 了 。 

例如 序列 (30，24，5，58，18，36，12，42，39)， 第 一 次 选取 5 做 基准 元 素 ， 分 解 后 ， 
如 图 3-25 所 示 。 

第 二 次 选取 12 做 基准 元 素 ， 分 解 后 如 图 3-26 所 示 。 

是 不 是 有 点 像 冒 泡 了 ? 这 样 做 的 效率 是 最 差 的 , 最 理想 的 状态 是 把 序列 分 解 为 两 个 规模 
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相当 的 子 序列 ， 那 么 怎么 选择 基准 元 素 呢 ? 一 般 来 说 ， 基 准 元 素 选 取 有 以 下 几 种 方法 : 
° 取 第 一 个 元 素 。 
° 取 最 后 一 个 元 素 。 
e° 取 中 间 位 置 元 素 。 
° 取 第 一 个 、 最 后 一 个 、 中 间 位 置 元 素 三 者 之 中 位 数 。 
° 取 第 一 个 和 最 后 一 个 之 间 位 置 的 随机 数 k (low 志 khigh)， 选 RI 做 基准 元 素 。 


pivot pivot+1 high pivot Pivotl+1] high 


} 
u s [lels pee] ож зв [я [#[ [а [»] 
Н 3-25 选 5 做 基准 元 素 排序 结果 图 3-26 继续 选 12 做 基准 元 素 排序 结果 


343 ЕЁ 


并 没有 明确 的 方法 说 哪 一 种 基准 元 素 选 取 方 案 最 好 ， 在 此 以 选取 第 一 个 元 素 做 基准 为 
说 明快 速 排序 的 执行 过 程 。 
假设 当前 待 排序 的 序列 为 R[1ow:high]， 其 中 юм шей. 
步骤 1: 首先 取 数 组 的 第 一 个 元 素 作 为 基准 元 素 pivot=R[low], i=low, j=high。 
步骤 2: 从 右 向 左 扫 描 ， 找 小 于 等 于 pivot КЖ, WREE, RUA RUZ, н. 
步骤 3: 从 左 向 右 扫 描 ， 找 大 于 pivot КЖ, ШУ, RAM R 四 交换 ， 六 一 。 
步骤 4: 重复 步骤 2 一 步骤 3， 直 到 ;和 /指针 重合 ， 返 回 该 位 置 mid=i， 该 位 置 的 数 正 
好 是 pivot 元 素 。 

至 此 完成 一 趟 排序 。 此 时 以 та 为 界 ， 将 原 数 据 分 为 两 个 子 序 列 ， 左 侧 子 序列 元 素 都 比 
pivot 小 ， 右 侧 子 序 列 元 素 都 比 pivot 大 ， 然 后 再 分 别 对 这 两 个 子 序列 进行 快速 排序 。 

以 序列 (30, 24, 5, 58, 18, 36, 12, 42, 39) 为 例 ， 演 示 排 序 过 程 。 

(1) ЯМЫ. i=low, j=high, pivot=R[low]=30, Е 3-27 所 示 。 

(2) 向 左 走 。 从 数组 的 右边 位 置 向 左 找 ， 一 直 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 找 到 RD]=12， 如 
图 3-28 所 示 。 


` 


例 








"ipiri Е 30535 
图 3-27 快速 排序 初始 化 图 3-28 快速 排序 过 程 ля) 


RA В, i, ШИ 3-29 所 示 。 
(3) 向 右 走 。 从 数组 的 左边 位 置 向 右 找 , 一 直 找 比 pivot 大 的 数 , 找到 К[=58, 如 图 3-30 
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所 示 。 





图 3-29 快速 排序 过 程 〈 交 换 元 素 后 ) 图 3-30 ”快速 排序 过 程 〈 交 换 元 素 ) 


RD 和 RX, ;—, ВИ 3-31 所 示 。 
(4) 向 左 走 。 从 数组 的 右边 位 置 向 左 找 ， 一 直 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 找 到 RU]=18, Wm 
图 3-32 所 示 。 





图 3-31 快速 排序 过 各 (交换 元 素 后 ) 图 3-32 ”快速 排序 过 程 ( 交 换 元 素 ) 


КДЖ RD 交换 ，i 计 +， 如 图 3-33 所 示 。 
(5) 向 右 走 。 从 数组 的 左边 位 置 向 右 找 ， 一 直 找 比 pivot 大 的 数 ， 这 时 i=j, 第 一 轮 排 序 
结束 ， 返 回 i 的 位 置 ，mid=i， 如 图 3-34 所 示 。 


га тіа-1 та mid+ 1 
кое] МЕ 


图 3-33 ”快速 排序 过 程 〈 交 换 元 素 后 ) 图 3-34 ”第 一 趟 快速 排序 〈 划 分 ) 结果 


至 此 完成 一 轮 排序 。 此 时 以 mid 为 界 , 将 原 数据 分 为 两 个 子 序列 , 左 侧 子 序列 都 比 pivot 
小 ， 右 侧 子 序列 都 比 pivot 大 。 

然后 再 分 别 对 这 两 个 子 序列 (12, 24, 5, 18) 和 (36, 58, 42, 39) 进行 快速 排序 。 

大 家 可 以 动手 写 一 写 哦 ! 


3.4.4” 伪 代码 详解 


(1) 划分 函数 

我 们 编写 划分 函数 对 原 序列 进行 分 解 ， 分 解 为 两 个 子 序列 ， 以 基准 元 素 pivot 为 界 ， 
左 侧 子 序列 都 比 pivot 小 ， 右 侧 子 序列 都 比 pivot 大 。 先 从 右 向 左 扫描 ， 找 小 于 等 于 pivot 
的 数 ， 找 到 后 两 者 交换 CAM rX ii); 再 从 左 向 右 扫 描 ， 找 比 基 准 元 素 大 的 数 ， 
找到 后 两 者 交换 CAM r 四 交换 后 j- 一 )。 扫 描 交 蔡 进 行 ， 直 到 i 停止 ， 返 回 划分 的 中 
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间 位 置 i。 
int Partition(int r[],int low,int high) // 划 分 函数 
int i=low,j=high,pivot=r[low]; / /基准 元 素 
while (i<j) 
i while (i<j&&r[j]>pivot) 


je // 向 左 扫描 
1#(1<]) 
{ 
змар (к [i++],r[j]); //r [1] Ж1 г [3 1 25/5 1 4—4 
} 
while(i<j&&r[i]<=pivot) 
i++; ЕЕЕ 
if (d<J) 
{ 
swap (к[1],к[)--]); //r[i] 和 工 [j] 交 换 后 jj 左 移 一 位 
} 
} 
return i; // 返 回 最 终 划 分 完成 后 基准 元 素 所 在 的 位 置 





l 


(2) 快速 排序 递归 算法 

首先 对 原 序 列 执行 划分 ， 得 到 划分 的 中 间 位 置 mid4， 然 后 以 中 间 位 置 为 界 ， 分 别 对 左 半 
部 分 (low，mid-1) 执行 快速 排序 ， 右 半 部 分 (mid+1, high) 执行 快速 排序 。 弟 归结 束 的 
条 件 是 low 宇 high。 


void QuickSort (int R[],int lowyint high) { 
int mid; 
if (low<high) 
{ 


mid=Partition (В, low,high); // 返 回 基准 元 素 位 置 
QuickSort (В, low,mid-1); // 左 区 间 递 归 快 速 排序 
QuickSort (R,mid+1,high); // 右 区 间 递 归 快 速 排序 





} 


3.4.5 ”实战 演练 


//program 3-3 
#include <iostream> 
using namespace std; 
int Partition(int r[],int low,int high) // 划 分 函数 
{ 
int i=low,j=high, pivot=r[low]; // 基 准 元 素 
while (i<j) 
{ 





while (i<j&g&r[j]>pivot) ј--; // 向 左 扫描 
if (i<j) 





{ 
swap (х [1++],к[-]); 
} 
while(i<j&&r[i]<=pivot) 
intii) 
{ 
swap (r[i],r[j--]); 
} 
} 
return i; 


} 
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//r[i] 和 [jj] 交 换 后 i 右 移 一 位 
i++; // 向 右 扫 描 


//r[i] 和 r[j] 交 换 后 j 左 移 一 位 


// 返 回 最 终 划 分 完成 后 基准 元 素 所 在 的 位 置 


void QuickSort (int R[],int low,int high)// 快 速 排序 递归 算法 


{ 
int mid? 
if (low<high) 
{ 


mid=Partition(R,low,high); 
QuickSort (В, low,mid-1); 
QuickSort (R,mid+1,high); 


) 

} 

int main() 

{ 
int а[1000]; 
int iN? 


// 基 准 位 置 
// 左 区 间 递 归 快 速 排序 
// 右 区 间 递 归 快 速 排序 


cout<<" 请 先 输入 要 排序 的 数据 的 个 数 : "; 


cin>>N; 
cout<<" 请 输入 要 排序 的 数据 : "; 
for (i=0;i<N; i++) 

сіп>>а [1]; 
cout<<end1; 
QuickSort(a,0,N-1); 


cout<<" 排 序 后 的 序列 为 : "<<епа1; 


for.(i=0;i<N;i++) 
cousa ILJI " ; 

cout<<end1; 

return 0; 


) 

算法 实现 和 测试 

(1) 运行 环境 

Code::Blocks 

(2) 输入 

请 先 输入 要 排序 的 数据 的 个 数 : 9 


请 输入 要 排序 的 数据 : 30 24 5 58 18 36 12 42 39 


(3) 输出 


排序 后 的 序列 为 : 
5 12 18 24 30 36 39 42 58 
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1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 最 好 时 间 复 杂 度 

° 分 解 : 划分 函数 Partition 需要 扫描 每 个 元 素 ， 每 次 扫描 的 元 素 个 数 不 超 过 n， 因 此 
时 间 复 杂 度 为 O(n)。 

° 解决 子 问题 : 在 最 理想 的 情况 下 ， 每 次 划分 将 问题 分 解 为 两 个 规模 为 n2 的 子 问 题 ， 
递归 求解 两 个 规模 为 n/2 的 子 问题 ， 所 需 时 间 为 27(n/2)， 如 图 3-35 所 示 。 

。 合并 : 因为 是 原 地 排序 ， 合 并 操作 不 需要 时 间 复 杂 度 ， 如 图 3-36 所 示 。 
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# 序 最 好 的 划分 图 3-36 快速 排序 最 好 情况 递归 树 
所 以 总 运行 时 间 为 : 





| О(1) ‚› п=] 
Т(п) = 
27(п/2) + О(п), п>1 


当 n>1 时 ， 可 以 递 推 求解 : 
T(n)=2T(n/2)+ O(n) 
=2(2T(n/4)+ O(n/2))+ O(n) 
=4Т(и/4)+20(п) 
=8T(n/8)+30(n) 
=2*T(n/2*)+ xO(n) 
递 推 最 终 的 规模 为 1， 令 n=2*， 则 x=logn， 那 么 
Т(п) = пТ(1) +106 пО(п) 
=n + lognO(n) 
= O(nlogn) 
快速 排序 算法 最 好 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 
。 空间 复杂 度 : 程序 中 变量 占用 了 一 些 辅助 空间 ， 这 些 辅助 空间 都 是 常数 阶 的 ， 递 归 
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调用 所 使 用 的 栈 空间 是 O(logn)， 想 一 想 为 什么 ? 

(2) 最 坏 时 间 复 杂 度 

。 分 解 : 划分 函数 Partition 需要 扫描 每 个 元 素 ， 每 次 扫描 的 元 素 个 数 不 超 过 n， 因 此 
时 间 复 杂 度 为 O(n)。 

о 解决 子 问 题 : 在 最 坏 的 情况 下 ， 每 次 划分 将 问题 分 解 后 ， 基 准 元 素 的 左 侧 〈 或 者 右 
侧 ) 没有 元 素 ， 基 准 元 素 的 另 一 侧 为 1 个 规模 为 n-1 的 子 问题 ， 递 归 求 解 这 个 规模 
为 п-1 的 子 问 题 ， 所 需 时 间 为 T(n-1)。 如 图 3-37 所 示 。 

。 合并 : 因为 是 原 地 排序 ， 合 并 操作 不 需要 时 间 复 杂 度 。 如 图 3-38 所 示 。 

0 层 





图 3-37 快速 排序 最 坏 的 划分 Н 3-38 ”快速 排序 最 坏 情况 递归 树 
所 以 总 运行 时 间 为 : 
О(1) ‚ п=1 
Т(п) = 
а п>] 
当 n>1 时 ， 可 以 递 推 求解 如 下 : 
T(n)=T(n-1)+0(n) 
=T(n-2)+0(n-1)+0(n) 
=T(n-3)+0(n-2)+0(n-1)+0(n) 
=T(1)+0(2)+--+0(n-1)+ O(n) 
=0(0+0(2)+...+О(п-П+0О(и) 
= O(n(n +1)/2) 
快速 排序 算法 最 坏 的 时 间 复 杂 度 为 O). 
。 空间 复杂 度 : 程序 中 变量 占用 了 一 些 辅助 空间 ， 这 些 辅助 空间 都 是 常数 阶 的 ， 递 归 
调用 所 使 用 的 栈 空间 是 O(n)， 想 一 想 为 什么 ? 
(3) 平均 时 间 复 杂 度 
| ие а м e 
(k=l, 2, +, n) ^, И 3-39 所 示 。 图 3-39 快速 排序 平均 情况 的 划分 
则 : 
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T(n = Ù (T(n-k)+T(k-1))+0(n) 


И k=1 


-Ита-+Т0+Ти-2)+Т@+--.+Т@)+Т(и-2)+Т(0)+Т@-1)+0@) 
n 


= 2 分 TU +О(и) 
И ка 


由 归纳 法 可 以 得 出 ，7T(n) 的 数量 级 也 为 O(nlogn)。 快 速 排序 算法 平均 情况 下 ， 时 间 复 杂 
度 为 O(nlogn)， 递 归 调 用 所 使 用 的 栈 空间 也 是 O(logn)。 

2. 优化 拓展 

从 上 述 算 法 可 以 看 出 ， 每 次 交换 都 是 在 和 基准 元 素 进行 交换 ， 实 际 上 没 必要 这 样 做 ， 我 们 的 
目的 就 是 想 把 原 序列 分 成 以 基准 元 素 为 界 的 两 个 子 序列 , 左 侧 子 序列 小 于 等 于 基准 元 素 , 右 侧 子 序 
列 大 于 基准 元 素 。 那 么 有 很 多 方法 可 以 实现 ， 我 们 可 以 从 右 向 左 扫描 ， 找 小 于 等 于 pivot 的 数 RU], 
然后 从 左 向 右 扫 描 ， 找 大 于 pivot 的 数 КД, ЗЕ RA R 四 交换 ， 一 直 交替 进行 ， 直 到 半生 碰头 为 
止 ， 这 时 将 基准 元 素 与 R[ 交 换 即 可 。 这 样 就 完成 了 一 次 划分 过 程 ， 但 交换 元 素 的 个 数 少 了 很 多 。 

假设 当前 待 排序 的 序列 为 R[low: high], Ж [ом ей. 

步骤 1: 首先 取 数 组 的 第 一 个 元 素 作 为 基准 元 素 pivot=R[low], i=low, j=high。 

步骤 2: 从 右 向 左 扫描 ， 找 小 于 等 于 pivot К ЕД. 

步骤 3: 从 左 向 右 扫 描 ， 找 大 于 pivot 的 数 RD]。 

步骤 4: КАМ К, i, j—. 

步骤 5$: НН 4, BL; 和 j 相等， 如 果 R[0 KT pivot, М R[i-1] 和 基准 元 
素 Ком], 返回 该 位 置 mid=i-1; BUJ, RIMER R[low] 交 换 ， 返回 该 位 置 mid=i, 
该 位 置 的 数 正好 是 基准 元 素 。 

至 此 完成 一 趟 排序 。 此 时 以 та 为 界 ， 将 原 数据 分 为 两 个 子 序列 ， 左 侧 子 序列 元 素 都 比 
pivot 小 ， 右 侧 子 序列 元 素 都 比 pivot 大 。 

然后 再 分 别 对 这 两 个 子 序列 进行 快速 排序 。 

以 序列 (30, 24, 5, 58, 18, 36, 12, 42, 39) 为 例 。 

(1) ИМИ. i=low, j= high, pivot= R[low]=30, Е 3-40 所 示 。 

(2) 向 左 走 。 从 数组 的 右边 位 置 向 左 找 ， 一 直 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 找 到 RD]=12， 如 
3-41 所 示 。 


[mls 5 =[ 
图 3-40 快速 排序 初始 化 图 3-41 快速 排序 过 程 〈 向 左 走 ) 
(3) 向 右 走 。 从 数组 的 左边 位 置 向 右 找 ， 一 直 找 比 pivot 大 的 数 ， 找 到 R[g=58, 如 图 3-42 
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所 示 。 
(4) RAI А5596, i+, j—, WE] 3-43 所 示 。 





Р 3-42 ”快速 排序 过 程 〈 向 右 走 ) 图 3-43 ”快速 排序 过 程 〈 交 换 元 素 ) 


(5) 向 左 走 。 从 数组 的 右边 位 置 向 左 找 ， 一 直 找 小 于 等 于 pivot 的 数 ， 找 到 RD 四 =18， 如 
3-44 所 示 。 


(6) 向 右 走 。 从 数组 的 左边 位 置 向 右 找 ， 一 直 找 比 pivot 大 的 数 ， 这 时 i=j, Е, Tm 
图 3-45 所 示 。 





图 3-44 ”快速 排序 过 程 ( 向 左 走 ) 


图 3-45 ”快速 排序 过 程 ( 向 右 走 ) 

(7) RJM R[iow] 交 换 ， 返 回 i 的 位 置 ，mid=i， 第 一 轮 排序 结束 ， 如 图 3-46 所 示 。 

至 此 完成 一 轮 排序 。 此 时 以 та 为 界 ,将 原 数 据 分 为 两 个 子 序列 , 左 侧 子 序列 都 比 pivot 
小 ， 右 侧 子 序列 都 比 pivot 大 ， 如 图 3-47 所 示 。 


тіа-1 та тіа+1 д 


low igh 
у 


图 3-47 ”快速 排序 第 一 次 划分 结果 
然后 再 分 别 对 这 两 个 子 序列 (18，24，5，12)〉 #l (36, 58, 42, 39) 进行 快速 排序 。 


相 比 之 下 ， 上 述 的 方法 比 每 次 和 基准 元 素 交 换 的 方法 更 加 快速 高 效 ! 
优化 后 算法 : 





图 3-46 快速 排序 过 程 CRM Row Zt) 


int Partition2(int r[],int low,int high)// 划 分 函数 
{ 


int i=low,j=high,pivot=r[low];// 基 准 元 素 
while (i<j) 
{ 
while (i<j&&r[j]>pivot) j--;// 向 左 扫描 
while (i<j&&r[i]<=pivot) i++;// 向 右 扫描 
if (i<j) 
{ 


swap (r [i++],r[j--]);//r[i] 和 r[j] 交 换 ， 交 换 后 i++，j-- 
} 


} 
if(r[i]>pivot) 
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swap (r[i-1],r[low]);//r[i-1]ĦM r[low] ZP 
| return i-1;// 返 回 最 终 划 分 完成 后 基准 元 素 所 在 的 位 置 
} 
swap (r[i],r[low]);//r[i] 和 r[low] 交 换 
return i;// 返 回 最 终 划 分 完成 后 基准 元 素 所 在 的 位 置 
} 


大 家 可 以 思考 是 否 还 有 更 好 的 算法 来 解决 这 个 问题 呢 ? 


生效 率 至 上 一 一 大 整数 乘法 


在 进行 算法 分 析 时 ， 我 们 往往 将 加 法 和 乘法 运算 当 作 一 
次 基本 运算 处 理 ， 这 个 假定 是 建立 在 进行 运算 的 整数 能 在 计 
算 机 硬件 对 整数 的 表示 范围 内 直接 被 处 理 的 情况 下 ， 如 果 要 
处 理 很 大 的 整数 ， 则 计算 机 硬件 无 法 直接 表示 处 理 。 那 么 我 
们 能 否 将 一 个 大 的 整数 乘法 分 而 治之 ? 将 大 问题 变 成 小 问 = Ñ 
题 ， 变 成 简单 的 小 数 乘法 ， 这 样 既 解决 了 计算 机 硬件 处 理 的 Serer ры 
问题 ， 又 能 够 提高 乘法 的 计算 效率 呢 ? 图 3-48 ”大 整数 乘法 


3.5.1 问题 分 析 


有 时 ， 我 们 想 要 在 计算 机 上 处 理 一 些 大 数据 相 乘 时 ， 由 于 计算 机 硬件 的 限制 ， 不 能 直接 
进行 相 乘 得 到 想 要 的 结果 。 在 解决 两 个 大 的 整数 相 乘 时 ， 我 们 可 以 将 一 个 大 的 整数 乘法 分 而 
治之 ， 将 大 问题 变 成 小 问题 ， 变 成 简单 的 小 数 乘法 再 进行 合并 ， 从 而 解决 上 述 问题 。 这 样 既 
解决 了 计算 机 硬件 处 理 的 问题 ， 又 能 够 提高 乘法 的 计算 效率 。 








例如 : 
3278x 41926 
=(32x102+78)x(419x102+26) 
=32x419x104+32x26x102+78x419x102+78x26 
继续 分 治 : 


32х 419х10* 

=(3х10+2)х (41х10+9)х10* 

=3х 41х10° +3х9х10°+2х41х10° +2х9х10* 
=123х10° +27 х10° +82 х10° +18х10* 
=13408х10* 
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我 们 可 以 看 到 当 分 解 到 只 有 一 位 数 时 ， 乘 法 就 很 简单 了 ， 如 图 3-49 所 示 。 


分 解 




















Пе? | яж 


























加 法 





图 3-49 大 整数 乘法 分 治 图 
3.52 ”算法 设计 
算法 思想 解决 本 问题 可 以 使 用 分 治 策略 。 


(1) 分 解 
首先 将 2 个 大 整数 a (n 位 )、b (т) 分 解 为 两 部 分 ， 如 图 3-50 所 示 。 


СВИ CHO% 
图 3-50 Ха, b 分 解 为 高 位 和 低位 


аһ 表示 大 整数 а 的 高 位 ，al 表示 大 整数 a 的 低位 。bh 表示 大 整数 的 高 位 ，b1l 表示 大 
整数 b 的 低位 。 


а=ай*10? +al 
b=bh*102 +Ы 


a*b=ah*bh*102 2 +ah*bl*102 +al*bh*102 +al*bl 
ah. аі п/2 №, bh, Ы т/2 位 。 
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2 个 大 整数 az 位) 位) 相 乘 转换 成 了 4 个 乘法 运算 ah* bh. ah*bl. al*bh. al*bl, 


而 乘 数 的 位 数 变 为 了 原来 的 一 半 。 


(2) 求解 子 问题 
继续 分 解 每 个 乘法 运算 ， 直 到 分 解 有 一 个 乘 数 为 1 位 数 时 停止 分 解 ， 进 行 乘法 运算 并 记 


录 结 果 。 


3.5.3 


(3) 合并 
将 计算 出 的 结果 相 加 并 回 滴 ， 求 出 最 终结 果 。 


完美 图 解 


分 治 进行 大 整数 乘法 的 道理 非常 简单 ， 但 具体 怎么 处 理 呢 ? 
首先 将 两 个 大 数 以 字符 串 的 形式 输入 ， 转 换 成 数字 后 ， 倒 序 存 储 在 数组 $], 1 ЖЖ 


示 数 的 长 度 ，c 表示 次 早 。 两 个 大 数 的 初始 次 震 为 0。 


想 一 想 ， 为 什么 要 倒序 存储 ， 正 序 存储 会 怎样 ? 

° СОЖ: 用 于 将 一 个 n 位 的 数 分 成 两 个 n2 的 数 并 存储 ， 记 录 它 的 长 度 和 次 寡 。 

° mul() 函 数 ， 用 于 将 两 个 数 进行 相 乘 ， 不 断 地 进行 分 解 ， 直 到 有 一 个 乘 数 为 1 位 数 时 
停止 分 解 ， 进 行 乘法 运算 并 记录 结果 。 

° ааа): 将 分 解 得 到 的 数 进行 相 加 合 

Я: а=3278, b=41926, Ж a*b КИН. 

(1) 初始 化 

а, b 倒序 存储 在 数组 a.s[]，b.s[] 中 ， 如 图 3-51 所 示 。 


.[=4 b.l1=5 
EEEE] «1 
а.с=0 Ь.с=0 
3-51 大 整数 a、b 存储 数组 (倒序 ) 


(2) 分 解 
cp() 函 数 用 于 将 一 个 n 位 的 数 分 成 两 个 n2 的 数 并 存储 ， 记 录 它 的 长 度 和 次 容 。ah 表示 


高 位 ，al 表示 低位 ，! 用 来 表示 数 的 长 度 ，c Фел, DHE 3-52 所 示 。 






































图 3-52 大 整数 a、b 分 解 为 高 位 和 低位 
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转换 为 4 次 乘法 运算 : ah*bh，ah*b1 ，al*bh，al*bl。 如 图 3-53 所 示 。 







分 解 为 4 个 乘法 运算 


图 3-53 ” 原 乘 法 分 解 为 4 次 乘法 


(3) 求解 子 问 题 
ah*bh, ah*bl, al*bh, а*Ы. КИР ah*bh PHH. УПИ 3-54 所 示 。 


Са) 继续 求解 子 问题 


继续 求解 上 面 4 个 乘法 运算 ahh*pbphh，ahh*pbhl ，ahl*bhh，ahl*bhl 。 可 以 看 出 这 4 
个 乘法 运算 都 有 一 个 乘 数 为 1 位 数 ， 可 以 直接 进行 乘法 
运算 。 

怎么 进行 乘法 运算 呢 ?” 以 图 3-53 中 ahh* bhh 为 例 ， 

| 如 图 3-55 所 示 。 

Е 3 首先 和 1 相 乘 得 到 3 存储 在 下 面 数组 的 第 0 位 , 然 执行 乘法 运算 
后 3 和 4 相 乘 得 到 12, 那 怎么 存储 呢 , 先 存储 12%10=2， 
然后 存储 进位 12/10=1， 这 样 乘法 运算 的 结果 是 321， 注 
意 是 倒序 ， 实 际 含义 是 3x41=123， 还 有 一 件 事 很 重要 ， 
MERE! 两 数 相 乘 时 ， 结 果 的 次 宕 是 两 个 乘 数 次 宕 之 图 3.55 RREI 





分 解 为 4 个 乘法 运算 





3-54 ah*bh 相 乘 分 解 
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和 ，3x103x41x103=123x105。 
4 个 乘法 运算 结果 如 图 3-56 所 示 。 


执行 乘法 运算 执行 乘法 运算 执行 乘法 运算 


图 3-56 4 个 乘法 运算 





(5) 合并 
合并 子 问题 结果 ， 返 回 给 ah*bh ， 将 上 面 4 个 乘法 运算 的 结果 加 起 来 返回 给 ah*bh 。 


如 图 3-57 所 示 。 


ай * bh = ahhbhh + ahhbhl + ahlbhh + ahlbhl 












4 个 数 执行 加 法 运算 


图 3-57 4 个 乘法 运算 结果 相 加 


由 此 得 到 ap*bh=13408x101, 
НЕЮ УЖ ah*bl=832x10°, al*bh=32682x102, al*bl=2028. x 4 个 子 问题 结 
果 加 起 来 ， 合 并 得 到 原 问 题 a*b=137433428。 


3.5.4 ИКЦ 


(1) 数据 结构 

将 两 个 大 数 以 字符 串 的 形式 输入 ， 然 后 定义 结构 体 Node， 其 中 s[] 数 组 用 于 存储 大 数 ， 
注意 是 倒序 存储 ! 〈 因 为 乘法 加 法 运算 中 有 可 能 产生 进位 ， 倒 序 存储 时 可 以 让 进位 存储 在 数 
组 的 末尾 )，! 用 于 表示 长 度 ，c 表示 次 究 。 两 个 大 数 的 初始 次 究 为 0。 


char за[1000]; // 接 收 大 数 的 字符 串 
char sb[1000]; // 接 收 大 数 的 字符 串 
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typedef struct _Node 
{ 


int s[M]; // 数 组 ， 倒序 存储 大 数 
int 1 // 代 表 数 的 长 度 


int с; ИКЕА, ЧИ 32*10°, MAK 23 存储 在 1], 1=2, с=5 
} Node, *pNode; 


(2) 划分 函数 
其 中 ，cp0 函 数 用 于 将 一 个 位 的 数 分 成 两 个 n/2 的 数 并 存储 ， 记 录 它 的 次 寡 。 


void cp (pNode src, pNode des, int st, int 1) 

{ /Vsrc 表示 待 分 解 的 数 结 点 ，des 表示 分 解 后 得 到 的 数 结 点 
/Vst 表示 从 src 结 点 数组 中 取 数 的 开始 位 置 ，1 表示 取 数 的 长 度 
ine A 777 


for (i=st, j=0; i<st+1; i++, j++) // 从 src 结 点 数组 中 st 位 置 开 始 ， 取 1 个 数 
{ 


des->s[j] = src->s[il]; // 将 这 些 数 放 入 到 des 结 点 的 数组 中 
} 
des->1 = 1; //аез 长 度 等 于 取 数 的 长 度 
des->c = st + src->c; //des 次 时 等 于 开始 取 数 的 位 置 加 上 src АЖ 


} 


举例 说 明 : 如 果 有 大 数 43579， 我 们 首先 把 该 数 存储 在 结 点 & 中， 如 图 3-58 所 示 。 


mar = a. 172; / /ma 表示 a 长 度 的 一 半 ， 此 例 中 a. 1=5, та=2 
分 解 得 到 a 的 高 位 ah， 如 图 3-59 所 示 。 
ср(&а, &ah, ma, а.1-та); //M24T ср(а, &ав, 2, 3); 





// 即 从 a 中 数组 第 2 个 字符 位 置 开始 取 3 个 字符 ， 赋 值 给 ah; 
//ав 的 长 度 等 于 3; аһ 的 次 时 等 于 开始 位 置 2 加 上 а АЖ, BD 2+а.с=2 


al=5 ah.l=3 
@ asi] 7 |5 [з "4 Ei ahs[] 5 3 4 
ас=0 


ай.с=2 


Р 3-58 ”大 整数 a 存储 数组 (倒序 ) Р 3-59 大 整数 a 的 高 位 (倒序 真实 含义 是 435x102) 
然后 分 解 得 到 а 的 低位 al, EJ] 3-60 所 示 。 


ср(&а, &а1, 0, ma); /7 相当 于 cp(a，&aly 0, 2); 
// 即 从 а 中 数组 第 0 个 字符 位 置 开 始 取 2 个 字符 ， 赋 值 给 al; 
//а1 的 长 度 等 于 2; al 的 次 寡 等 于 开始 位 置 0 加 上 a КАЖ, Bl 0+а.с=0 


这 样 两 次 调用 cp(0) 函 数 ， 我 们 就 把 一 个 大 的 整数 分 解 成 了 两 个 长 度 约 为 原来 一 半 的 整数 。 
(3) 乘法 运算 al.l=2 
定义 的 mul0 函 数 用 于 将 两 个 数 进行 相 乘 ， 不 断 地 进行 分 解 ， 图 A TAEI 
直到 有 一 个 乘 数 为 1 位 时 停止 ,让 这 两 个 数 相 乘 , FURAR. 图 3-60 大 整数 a 的 低位 


па = pa=>1/2; Лупа а 长 度 的 一 半 (倒序 真实 含义 是 79) 
mb = pb->1/2; //mb 表示 bb 长度 的 一 半 
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if(!ma || !mb) // 如 果 !ma 说 明 ma=0， 即 a 的 长 度 为 1， 该 乘 数 为 1 位 数 
// 如 果 !mb 说 明 mb=0， 即 b 的 长 度 为 1， 该 乘 数 为 1 位 数 
{ 
if (!ma) // ma 说 明 a 为 1 位 数 ，a、b 交换 ， 保 证 a 的 长 度 大 于 等 于 b 的 长 度 


temp =ра; 
ра = pb; 
pb = temp; 
) // 交 换 后 b 的 长 度 为 1 
апз->с = pa->c + pb->c; // 结 果 的 次 祖 等 于 两 乘 数 次 晕 之 和 


= pb->s[0];// 因 为 交换 后 b 的 长 度 为 1， 用 变量 w 记录 即 可 
CC= 0; // 初 始 化 进位 cc 为 0 
for (1=0; i <ра->1; i++) // 把 a 中 的 数 依次 取出 与 w 相 乘 ， 记 录 结 果 和 进位 
{ 
апз->$[1] = (и*ра->$[1] + cc)s10;// 存 储 相 乘 结果 的 个 位 ， 十 位 做 进位 处 理 
cc = (w*pa->s[i] + cc)/10;  ”// 处 理 进位 





} 


举例 说 明 : РУЛУ а=9х10?, b=87x10 193. а 的 数字 为 149, a, b 交换 ， 保 证 a 的 长 
度 大 于 等 于 4b 的 长 度 ， 交 换 后 a=87x10;，b=9x10*， 倒 序 存储 如 图 3-61 所 示 。 

初始 化 进位 cc=0。 

先 计 算 9x7=63，(63+cc) %10=3，ans->s[0]=3， 进 位 cc= (63+сс) /10=6。 

再 计算 9х8=72, (72+сс) %10=8，ans->s[1]=8， 进 位 cc= (72+cc) /10=7 

a 中 的 数 处 理 完毕 ， 退 出 for 循环 。 


i£ (сс) // 上 例 中 退出 时 сс=7 
ans->s[i++] = сс; // 如 果 到 最 后 还 有 进位 ， 则 存 入 数组 末尾 ans->s [2]=7 
апз->1 = i; // 记 录 结 果 的 长 度 ， 上 例 中 最 后 i=3 


退出 for 循环 时 ，cc 不 为 0 说 明 仍 有 进位 ， 记 录 该 进位 ， 如 图 3-62 所 示 。 


а.5 3 
а.с=3 b.c=2 ans ans, 5 


图 3-61 大 整数 a、b 存储 数组 〈 倒 序 ) Е 3-62 大 整数 a、b ARAR СН) 
ans 结果 为 387， 结 果 其 实际 含义 是 9х102х87х10°=783х10°. 
(4) 合并 函数 


add() 函 数 将 分 解 得 到 的 数 进行 相 加 合并 。 


void add(pNode ра, pNode pb, pNode ans) 

{ ”// 程 序 调用 时 把 a. b 地 址 传递 给 pa. рь 参数 ， 表 示 待 合并 的 两 个 数 
//апз 记录 它们 相 加 的 结果 
int i, cc, k,alen,blen,len; 
int ta, tb; //ta, tb 分 别 记 录 a, b 相 加 时 对 应 位 上 的 数 
PNode temp; 
if (ра->с <pb->c) // 交 换 以 保证 а КАК 
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temp = pa; 
ра = b; 
pb =temp; 


) 

ans->c = pb->c; ЖИКА ТЖ ЛКИ 
сс = 0; // 初 始 化 进位 сс 为 0 

k=pa->c - pb->c //k 为 a 左 侧 需要 补 零 的 个 数 


举例 说 明 : 两 个 数 a=673x10*，b=98x10* 相 加 。a ВЛАЖН 2, РКА, а, b 交换 ， 


保证 a 的 次 窘 大 于 等 于 4b Е, ЗЕБ а=98х10*, b=673x10, НРА 3-63 所 示 。 
ans->c = pb->c; // 最 低 次 占 作 为 结果 的 次 窘 ，ans->c =pb->c=2 
сс = 0; // 初 始 化 进位 сс 为 0 

| k= ра->с - pb->c;  //k 为 a 左 侧 需 要 补 零 的 个 数 ，k=4-2=2 


如 图 3-64 所 示 。 





(ЕА 吉 果 的 次 | 
Ж, ЖА | а 
зый о 00 оув 9 
а.с=4 | 
图 3-63 大 整数 a、b 存储 数组 〈 倒 序 ) 图 3-64 ”大 整数 a、b 加 法 
а1еп=ра->1 + ра->с; / Га 数 加 上 次 宕 的 总 长 度 ， 上 例 中 а1еп=6 
blen=pb->1 + pb->c; //b 数 加 上 次 宕 的 总 长 度 ， 上 例 中 alen= 5 
if (alen>blen) 
len=alen; // 取 a、b 总 长 度 的 最 大 值 
е1зе 
len=blen; 
len=len-pb->c; // 结 果 的 长 度 为 a，b 之 中 的 最 大 值 减 去 最 低 次 寡 ， 上 例 中 len= 4 


// 最 低 次 震 是 不 进行 加 法 运算 的 位 数 ) 
for (1=0; 1<1еп; i++) 
{ 


if(i <k) //к 为 a 左 侧 需 要 补 零 的 个 数 
ta = 0; //a 左 侧 补 零 
else 
ta =pa->s[i-k]l;V/i=k 时 ， 补 0 结束， 从 a 数组 中 第 0 位 开始 取 数字 
if(i <b->1) 
tb = pb->s [1]; // 从 b 数 组 中 第 0 位 开始 取 数字 
е1зе 
tb = 0; //b 数字 先 取 完 ，b 右 侧 补 0 
1Е(1>=ра->1+К) //a 数 字 先 取 完 ，a ИЖ 0 
фа = 0; 


апз->3[1] = (ta + tb + сс)%10; // 记 录 两 位 之 和 的 个 位 数 ， 十 位 做 进位 处 理 


сс = (ta + tb + сс) /10; 





} 
如 图 3-65 所 示 。 
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i=0 B, 19=0, tb=3, апѕ->5[0] = (tattbtcc) %10=3，cc= (ta+tb+cc) /10=0。 
i=1 F, ta=0, tb=7, ans->s[1]= (tattbtcc) %10=7, сс= (tattbtcc) /10=0。 
i=2 №], ta=8, tb=6, ап5->5[2] = (ta+tb+cc) %10=4, сс= (ta+tb+cc) /10=1。 
i=3 H, ta=9, tb=0, апѕ->5[3] = (tattbtcc) %10=0, сс= (ta+tb+cc) /10=1。 
if (сс) — // 如 果 上 面 退出 时 有 进位 ， 即 cc 不 为 0 


ans->s[i++] = cc;// 有 进位 ， 则 存 入 数组 末尾 ans->s[4]=1 
апз->1 = 1;// ЕЙ апѕ->1 = 5; 


如 图 3-66 所 示 。 


mim 
| | |! |! | | | 
| 131171161101 к: 
1331711410; 1’ * 
Я 3-65 Ха. 加 法 结果 3-66 大 整数 a、b 加 法 结果 存储 数组 


3.5.5 ”实战 演练 


//program 3-4 
#include <stdlib.h> 
#include <cstring> 
#include <iostream> 
using namespace std; 
#define M 100 
char sa[1000]; 
char sb[1000]; 
typedef struct _Node 
{ 
int, s [M]; 
int 1; // 代 表 字 符 串 的 长 度 
int "c; 
} Node, *pNode; 
void cp (pNode src, pNode des, int st, int 1) 
{ 
inte i, 3 
for (i=st; j=0; і<зі+1; itt, ј++) 
{ 
des->s[j] = src->s[i]; 
) 
des->1 = 1; 
des->c = st + src->c; //КЖ 
) 
void add(pNode pa, pNode pb, pNode ans) 
{ 





int і, сс, К, ра1еп, рЬ1еп,1еп; 
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int ta, tb; 
pNode temp; 
if ( (ра->с<рЬ->с)) // 保 证 Pa KREK 


temp = ра; 
ра = pb; 
pb = temp; 


ans->c = pb->c; 
ес: = 0; 
ра1еп=ра->1 + pa->c; 
pblen=pb->1 + pb->c; 
if (palen>pblen) 
len=palen; 
else 
len=pblen; 
k=pa->c - pb->c; 
for (i=0; i<len-ans->c; i++) // 结 果 的 长 度 最 长 为 pa，pb 之 中 的 最 大 长 度 减 去 最 低 次 震 
{ 


if(i<k) 
ta = 0; 
else 
ta = pa->s[i-k]; ОКЕ 0, КРЕМЕЛЕ-Ы 0 进行 计算 
ЗЕ (i<pb->1) 
tb = рр->5[1]; 
else 
tb = 0; 
if (i>=pa->1l+k) 
ta = 0; 
ans->s[i] = (ta + tb + cc)%10; 
сс = (ta + tb + сс) /10; 
) 
if (сс) 
ans->s[i++] = cc; 


ans->1 = i; 


void mul(pNode pa, pNode pb, pNode ans) 


{ 


inte dy Cr W 

int ma = ра->1>>1, mb = pb->1>>1; // 长 度 除 2 

Node ah, al, bh, bl; 

Nede 61, EZ, ЕЗ, Е4, z; 

pNode temp; 

if(!ma || !mb) // 如 果 其 中 个 数 为 1 

{ 
if(!ma) // 如 果 a 串 的 长 度 为 1，pa,pb 交换 ，pa 的 长 度 大 于 等 于 рь МК 
{ 


temp = ра; 
ра = pb; 
рр = temp; 


} 


апз->с = ра->с + рр->с; 
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м = pb->s[0]; 
сс = 0; 
for (1=0; 
{ 
апѕ->5 [1] = 
CC= 
} 
if (eg) 
ans->s[i++] 
ans->1 = i; 
return; 


} 

// 分 治 的 核心 
cp (pa, &ah, 
cp (pa, &al, 
cp (pb, &bh, 
cp (pb, &bl, 


ma, 
0, ma); 
mb, 
0, пр); 


mul (&ah, 
mul (&ah, 
mul (&а1, 
mul (&а1, 


&bh, 
&bl, 
&bh, 
&bl, 


&t1); 
&t2); 
&t3); 
&t4); 


add (&t3, 
ааа (&t2， 
add (&t1, 


&t4, 
ans, 
62, 


апѕ); 
62); 
апѕ); 


} 


int main() 
{ 


Node апѕ,а,ЬЫ; 
cin >> за; 


cin >> sb; 
a.l=strlen (sa); 
b.l=strlen (sb); 
int 2=0,1; 


соці << апѕ.ѕ [і]; 
cout << endl; 
return 0; 





i < pa->1; 


= сс; 


ра->1-та); 


// 此 时 的 进位 为 c 


1++) 


(м*ра->5[1] + сс) %10; 
(м*ра->5 [1] + сс) /10; 


// 记 录 结 果 的 长 度 


// 先 分 成 4 部 分 al,ah,bl,bh 


pb->1-mb) ; 


// 分 成 4 部 分 相 乘 


cout << "输入 大 整数 a: "<<епа1; 
cout << "输入 大 整数 b: "<<епа1; 


//за, sb 以 字符 串 进行 处 理 


for(i = а.1-1; i >= 0F 1--) 
а.5[2++] =ѕа[1]-'0'; // 倒 向 存储 
а.с=0; 
2=0; 
for(i = b.l-1; i >= 0; 1--) 
Ь.3[2++] = sb[i]-'0'; 
b. ç = 0; 
mul(&a, &b, &ans); 
cout << "最 终结 果 为 : "; 
for(i = апѕ.1-1; і >= 0; 1--) 


//апз 用 来 存储 结果 ， 倒 向 存储 


// 如 果 到 最 后 还 有 进位 ， 则 存 入 结果 
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算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
Visual C++ 6.0 
(2) 输入 


输入 大 整数 a: 
123456789 
| 输入 大 整数 b: 
| 123456789 


(3) 输出 


最 终结 果 为 : 15241578750190521 


3.5.6 ”算法 解析 与 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 度 : 我 们 假设 大 整数 a、b 都 是 n 位 数 ， 根 据 分 治 策略 ，a*b 相 乘 将 转换 
成 了 4 个 乘法 运算 ah*bh、ah*bl、al*bh、al*bl, 而 乘 数 的 位 数 变 为 了 原来 的 一 半 。 直 到 最 
后 递归 分 解 到 其 中 一 个 乘 数 为 1 位 为 止 , 每 次 递归 就 会 使 数据 规模 减 小 为 原来 的 一 半 。 假设 
两 个 n 位 大 整数 相 乘 的 时 间 复 杂 度 为 (и), M: 
О(1) ‚ п=1 
Т(п) = 
Рала п> 1 
当 n>1 时 ， 可 以 递 推 求解 如 下 : 
Т(п) =4T(n/2)+ O(n) 
=4(4T(n/22)+ O(n/2)) + O(n) 
=4T(n/22)+2O(n) + O(n) 
= 4° (47(п/22) + O(n/22)) +2O(n) + O(n) 
= 4 Т(0/22) + 22 O(n) + 20(п) + O(n) 
= 4*Т(п/2*) + 220(и) + 220(п) + 20(п) + O(n) 
= 4*Т(и/2*) + (2* — DO(n) 
递 推 最 终 的 规模 为 1， 令 n=2” 则 x=logn， 那 么 有 : 
Т(п) = т?Т(1) + (и – )О(п) 
= O(n°) 
大 整数 乘法 的 时 间 复 杂 度 为 О(и?) 
(2) 空间 复杂 度 : 程序 中 变量 占用 了 一 些 辅助 空间 ， 都 是 常数 阶 的 ， 但 合并 时 结 点 数组 
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占用 的 辅助 空间 为 O0)， 递 归 调用 所 使 用 的 栈 空间 是 O(logn)， 想 一 想 为 什么 ? 
大 整数 乘法 的 空间 复杂 度 为 O(n)。 
2. 优化 拓展 
如 果 两 个 大 整数 都 是 п 位 数 ， 那 么 有 : 
А*В=а*с*10"+ (a*d+c*b) *10" >+b*dq 
还 记得 快速 算出 1+2+3+…+100 的 小 高 斯 吗 ? 这 孩子 长 大 以 后 更 聪明 ， 他 把 4 次 乘法 运 
算 变 成 了 3 次 乘法 : 
a*dtc*b= (a-b) (d-c) +a*c+b*d 
A*B=a*c*10"”+ ((a-b) (d-c) +a*c+b*d) *10"' 2 +Ь*а 
这 样 公式 中 ， 就 只 有 a*c. (a-b) (d-c)、b*4， 只 需要 进行 3 次 乘法 。 
那么 时 间 复 杂 度 为 : 
O) , n=1 
r=] 


ЗТ(п/2)+О(п), п>1 


М и>1 时 ， 可 以 递 推 求解 如 下 : 
Т(п) =3T(n/2)+ O(n) 
=3(3T(n/22)+ O(n/2)) + O(n) 


=37(n/2)+3 0) + O(n) 

=3'GT(/2))+ O(n/22))+ 00и) + O(n) 
я P s Еа 3 

= 33Т(п/2 (3) O(n) +7 0(n) + O(n) 


Е i aY 3 
=3T(n/2 )+ $ O(n)+ Е Ои) 


=3*Т(и/2*)+ [8] s: Пою 
递 推 最 终 的 规模 为 1， 令 n=2* ， 则 x=logn， 那 么 有 : 
Т(п) =3"*"7(1)+ [BB " Пою 


Е: 0(3'%") 
мы О(п") 
на О(п') 
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优化 改进 后 的 大 整数 乘法 的 时 间 复 杂 度 从 O(n”) 降 为 O(n"”)， 这 是 一 个 巨大 的 改进 ! 

但 是 需要 注意 ;在 上 面 的 公式 中 ，4 和 B 必须 2 位 。 很 容易 证 明 ， 如 果 不 为 2， 那 么 4 
或 者 B 在 分 解 过 程 中 必 会 出 现 奇数 ， 那 么 akc 和 ((a-b) (d-c) +a*c+b*d) 的 次 寡 就 有 可 能 
不 同 , 无 法 变 为 3 次 乘法 了 ， 解 决 方法 也 很 简单 ， 只 需要 补 齐 位 数 即 可 ， 在 数 前 〈 高 位 ) 补 0。 


3.6 EZELLEN 


分 治 法 的 道理 非常 简单 ， 就 是 把 一 个 大 的 复杂 问题 分 为 a(a>1) 个 形式 相同 的 子 问题 ， 这 
些 子 问题 的 规模 为 n/bp， 如 果 分 解 或 者 合并 的 复杂 度 为 fn)， 那 么 总 的 时 间 复 杂 度 可 以 表示 为 : 


AE О : nal 
i Гв) Еу), а>1 





那么 如 何 求解 时 间 复 杂 度 呢 ? 
上 面 的 求解 方式 都 是 递 推 求解 ， 写 出 其 递 推 式 ， 最 后 求 出 结果 。 
例如 ， 合 并 排序 算法 的 时 间 复 杂 度 递 推 求解 如 下 : 
T(n)=2T(n/2)+ O(n) 
=2(2T(n/4)+ О(п/2)) + O(n) 
=4T(n/4)+2O(n) 
=8Т(и/8)+30(п) 
=2*T(n/2*)+ xO(n) 
递 推 最 终 的 规模 为 1， 令 n=2*， 则 x=logn， 那 么 有 : 
T(n)=nT(1)+lognO(n) 
=n +lognO(n) 
= O(nlogn) 
1. 递归 树 求解 法 
递归 树 求解 方式 其 实 和 北 推 求解 一 样 ， 只 是 递归 树 更 清楚 直观 地 显示 出 来 ,更 能 够 形象 
地 表达 每 层 分 解 的 结 点 和 每 层 产 生 的 成 本 。 例 如 : T(n)=27T(n/2)+O(n)， 如 图 3-67 所 示 。 
时 间 复 杂 度 = 叶子 数 *7(1)+ 成 本 和 =2*7T(1)+xO(n) ` 
因为 n=2”, 则 x=1logn， 那 么 时 间 复 杂 度 =2*7T(1)+xO(n) =n+lognO(n) = O(nlogn)。 
2. 大 师 解 法 
我 们 用 递归 树 来 说 明 大 师 解 法 : 
Т(п) =aT(n/b)+ f(n) 
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每 层 产 生 的 成 本 0 


МІ 


О(п) ИЕ 
O(n) 2 层 
О(п) xE: 





图 3-67 分 治 递归 树 
如 果 f(n) 的 数量 级 是 O(n )， 那 么 原 公式 转化 为 T(n) = ат (п!) +О(п“) , П 3-68 所 示 。 


每 层 产生 的 成 本 0 层 








a 个 Ttn/b) О(т) 1 层 
ап) ао (т 2% 
hłlogin 
(а/а) Оф!) ЗА 
A T(n/b* 
“qS «> оно, m 


图 3-68 ”大师 解法 递归 树 


递归 最 终 的 规模 为 1， 令 n/b*=1， 那 么 x=logs n， 即 树 高 h=log, п 
叶子 数 ; а" =а%®" = и“, 


х-1 
成 本 和 : Отн) +90), J O(n°)+-- (=) O(n’). 


时 间 复 杂 度 = 叶子 数 *7(1)+ 成 本 和 
第 1 层 成 本 : O(n”)。 


最 后 1 层 成 本 : 人 O(n’) = r 5] oo0)- C "ww 


log, n 
а” 


Т (В п 六 
= О(а"% ny 
je О(п"® а ) 


————0(и“ )= 一 
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最 后 1 层 成 本 约 等 于 叶子 数 zs“ ， 既 然 最 后 一 层 成 本 约 等 于 叶子 数 ， 那 么 叶子 数 *7(1) 
就 可 以 省 略 了 ， 即 时 间 复 杂 度 = 成 本 和 。 
现在 我 们 只 需要 观察 每 层 产 生 的 成 本 的 发 展 趋势 ， 是 递减 的 还 是 递增 的 ， 还 是 每 层 都 一 
В? 每 层 成 本 的 公 比 为 a/b” 。 
d) 每 层 成 本 是 递减 的 (a/b” <1, 那么 时 间 复 杂 度 在 渐进 趋势 上 ， 成 本 和 可 以 按 第 1 Е 
计算 ， 其 他 忽略 不 计 ， 即 时 间 复 杂 度 为 : 
T(n) = O(n°) 
(2) 每 层 成 本 是 递增 的 (a/b” > 1) 那么 时 间 复 杂 度 在 渐进 趋势 上 ， 成 本 和 可 以 按 最 后 1 
层 计 算 ， 其 他 忽略 不 计 ， 即 时 间 复 杂 度 为 : 
Т(п) = O(n° °) 
(3) 每 层 成 本 是 相同 的 (a/b” =1)， 那 么 时 间 复 杂 度 在 渐进 趋势 上 ， 每 层 成 本 都 一 样 ， 
我 们 把 第 一 层 的 成 本 乘 以 树 高 即 可 。 时 间 复 杂 度 为 : 
T(n) = O(n“)* h = O(n“)* log, п = О(п“ log, п) 
Я T(n) =aT(n/b)+ О(п“) 的 时 间 复 杂 度 求解 秘籍 : 
O(n’) ‚ АКа/Ь“ <1 
Т(п) = 0(и*%") , АНа/Ь>1 
O(n’ log, п), АЁЖа/Ь“ =1 
举例 如 下 。 
° 猜 数 游戏 
T(n)=T(n/2)+ O(l) 
a=1, b=2, d=0, ХЊ a/b°?=1, WI T(m)= О(и" log, п) = O(logn)。 
。 快速 排序 
T(n) = 27(п/2) + O(n) 
a=2, b=2, d=1, АН alb®=1, Т(и) = О(п“ 1ов, п) = O(nlogn),. 
。 大 整数 乘法 
Т(п) =4T(n/2)+ O(n) 
а=4, b=2, d=1, ХА аљ, Т(и)=О(и%*"“) =О(и?). 
。 大 整数 乘法 改进 算法 
Т(п) =3T(n/2)+ O(n) 
a=3, b=2, d=1, AHE afb?>1, MM|T(m)= O(n°#%@2)= O(n!*) 。 
那么 ， 如 果 时 间 复 杂 度 公式 不 是 T(n)=aT(n/b)+ О(п“) ЕАМ? 
画 出 递归 树 ， 观 察 每 层 产生 的 成 本 : 
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成 本 的 公 比 小 于 1， 时 间 复 杂 度 按 第 1 层 计算 ; 
成 本 的 公 比 大 于 1， 时 间 复 杂 度 按 最 后 1 层 计算 ; 
成 本 的 公 比 等 于 1， 时 间 复 杂 度 按 第 1 层 * 树 高 计算 。 
以 求解 T(n)=T(n/4)+T(n/2)+n 为 例 。 
递 推 式 解 法 如 下 : 
T(n) =T(n/4)+T(n/2)+ n° 
= Т(п/42) + 27(п/8) +Т(п/4) +5/16и° + n° 
= Т(п/ 4) + 3Т(0/32) +ЗТ(п/16) + Т(п/8) + (5/16) п? +5/16n° + n° 
= (1+ 5/16 + (5/16)? +:-:)т? 
= O(n°) 
大 师 解法 如 下 : 
递归 树 如 图 3-69 所 示 。 





每 层 产生 的 成 本 ”0 层 
т 1 层 
5/167 2 层 


JD 516m Зи 


x 层 





图 3-69 ”大师 解法 递归 树 


首先 从 递归 树 中 观察 每 层 产 生 的 成 本 发 展 趋势 ,每 层 的 成 本 有 时 不 是 那么 有 规律 ， 需 要 
仔细 验证 。 例 如 第 3 层 是 (53/16)22， 需 要 验证 第 4 层 是 (5/16)mw*。 经 过 验证 ， 我 们 发 现 每 层 
成 本 是 一 个 等 比 数 列 ， 公 比 为 5/16 (小 于 1)， 呈 递减 趋势 ， 那 么 只 计算 第 1 项 即 可 ， 时 间 
复杂 度 为 Т(п)=О(п?). 
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Chapter 


动态 规划 


神奇 的 兔子 序列 

动态 规划 基础 

孩子 有 多 像 爸 爸 一 一 最 长 的 公共 子 序列 
DNA 基因 鉴定 一 一 编辑 距离 

长 江 一 日 游 一 一 游艇 租赁 

快速 计算 一 一 和 矩阵 连 乘 

切 呀 切 披萨 一 一 最 优 三 角 剖 分 

小 石子 游戏 一 一 石子 合并 

大 卖场 购物 车 1 一 一 0-1 背包 问题 


4.10 ”快速 定位 一 一 最 优 二 又 搜索 树 


4.11 


动态 规划 算法 秘籍 
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前 面 讲 的 分 治 法 是 将 原 问 题 分 解 为 若干 个 规模 较 小 、 形 式 相同 的 子 问题 ， 然 后 求解 这 些 
子 问 题 ， 合 并 子 问 题 的 解 得 到 原 问题 的 解 。 在 分 治 法 中 ， 各 个 子 问题 是 互 不 相交 的 ， 即 相互 
独立 。 如 果 各 个 子 问题 有 重合 ， 不 是 相互 独立 的 ， 那 么 用 分 治 法 就 重复 求解 了 很 多 子 问 题 ， 
根本 显现 不 了 分 治 的 优势 ， 反 而 降低 了 算法 效率 。 那 该 怎么 办 呢 ? 

动态 规划 内 亮 登场 了 ! 


4.1 神奇 的 兔子 序列 


公元 1202 年 ， 意 大 利 数 学 家 列 昂 纳 多 : 斐 波 那 契 (Leonardo Fibonacci) 在 《算盘 全 书 》 
( Liber Abaci) 中 描述 了 一 个 神奇 的 兔子 序列 ， 这 就 是 著名 的 斐 波 那 契 序列 。 
假设 第 1 个 月 有 1 对 刚 诞 生 的 兔子 ， 第 2 个 月 进入 成 熟 期 ， 第 3 个 月 开始 生育 免 
+, m 1 对 成 熟 的 兔子 每 月 会 生 1 对 兔子 ， 免 子 永 不 死去 那么 ， 由 1 对 初生 免 子 
开始 ，12 个 月 后 会 有 多 少 对 兔子 呢 ? 如 果 是 N 对 初生 的 兔子 开始 ，M 月 后 又 会 有 多 少 
对 兔子 呢 ? 
第 1 个 月 ， 兔 子 吕 没有 繁殖 能 力 ， 所 以 还 是 1 对 。 
第 2 个 月 ， 兔 子 四 进入 成 熟 期 ， 仍 然 是 工 对 。 
第 3 个 月 ， 兔 子 D 生 了 1 对 小 兔 @， 于 是 这 个 月 共有 2 对 (ll=2) 兔子 。 
第 4 个 月 ， 兔 子 吕 又 生 了 1 对 小 兔 国 。 兔 子 @ 进 入 成 熟 期 。 共 有 3 对 (1+2=3) 人 兔子。 
第 5 个 月 , 兔子 又 生 了 1 HMR, 兔子 @ 也 生 下 了 1 对 小 免 @。 兔子 @ 进 入 成 熟 期 。 
共有 5 对 (2+3=5) 兔子 。 
第 6 个 月 ， 兔子 @@ 各 生 下 了 1 对 小 免 。 免 子 四 回 进入 成 熟 期 。 新 生 3 对 兔子 加 上 原 
有 的 5 对 兔子 ， 这 个 月 共有 8 (3+5=8) 兔子 。 
这 个 数列 有 十 分 明显 的 特点 ， 从 第 3 个 月 开始 , 当月 的 兔子 数 = 上 月 兔子 数 + 本 月 新 生 小 
兔子 数 ， 而 本 月 新 生 的 兔子 正好 是 上 上 月 的 兔子 数 ， 即 当月 的 兔子 数 = 前 两 月 兔子 之 和 。 
1 nal 
F(n)=41 ,n=2 
F(n-1)+F(n-2) ,n>2 


我 们 仅 以 F(6) 为 例 ， 如 图 4-1 所 示 。 

МЕ 4-1 可 以 看 出 ， 有 大 量 的 结 点 重复 (T 
问题 重合 )，F(4)、F(3)、F(2)、F(1) 均 重复 计算 
多 次 。 图 4-1 F(6) 的 递归 树 
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4.2 ЕЕ 


动态 规划 是 1957 年 理 查 德 。 贝 尔 曼 在 《Dynamic Programming》 一 书 中 提出 来 的 ， 
可 能 有 的 读者 不 知道 这 个 人 ,但 他 的 一 个 算法 你 可 能 听 说 过 ， 他 和 莱 斯 特 。 福 特 一 起 提 
出 了 求解 最 短路 径 的 Bellman-Ford 算法 ， 该 算法 解决 了 Dijkstra 算法 不 能 处 理 的 负 权 
值 边 的 问题 。 

(Dynamic Programming》 中 的 “Programming” 不 是 编程 的 意思 ， 而 是 指 一 种 表格 处 理 
法 。 我 们 把 每 一 步 得 到 的 子 问题 结果 存储 在 表格 里 , 每 次 遇 到 该 子 问 题 时 不 需要 再 求解 一 遍 ， 
只 需要 查询 表格 即 可 。 


421 算法 思想 


动态 规划 也 是 一 种 分 治 思 想 , 但 与 分 治 算法 不 同 的 是 , 分 治 算法 是 把 原 问题 分 解 为 若干 
子 问 题 ， 自 顶 向 下 求解 各 子 问题 ， 合 并 子 问 题 的 解 ， 从 而 得 到 原 问 题 的 解 。 动 态 规划 也 是 把 
原 问 题 分 解 为 若干 子 问题 ， 然 后 自 底 向 上 ， 先 求解 最 小 的 子 问题 ， 把 结果 存储 在 表格 中 ， 再 
求解 大 的 子 问题 时 , 直接 从 表格 中 查询 小 的 子 问题 的 解 , 避免 重复 计算 , 从 而 提高 算法 效率 。 


4.2.2 ”算法 要 素 


什么 问题 可 以 使 用 动态 规划 呢 ? 我 们 首先 要 分 析 问 题 是 否 具 有 以 下 两 个 性 质 : 

(1) 最 优 子 结构 

最 优 子 结构 性 质 是 指 问题 的 最 优 解 包含 其 子 问题 的 最 优 解 。 最 优 子 结构 是 使 用 动态 规划 
的 最 基本 条 件 ， 如 果 不 具有 最 优 子 结构 性 质 ， 就 不 可 以 使 用 动态 规划 解决 。 

(2) НЯ 

子 问题 重合 是 指 在 求解 子 问题 的 过 程 中 ， 有 大 量 的 子 问 题 是 重复 的 ， 那么 只 需要 求解 一 
К, 然后 把 结果 存储 在 表 中 ， 以 后 使 用 时 可 以 直接 查询 ,不 需要 再 次 求解 。 子 问题 重 倒 不 是 
使 用 动态 规划 的 必要 条 件 ， 但 问题 存在 子 问 题 重 又 更 能 够 充分 彰显 动态 规划 的 优势 。 


4.2.3 ВЕНЕ 


遇 到 一 个 实际 问题 ， 如 何 采 用 动态 规划 来 解决 呢 ? 
(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 。 
(2) 建立 最 优 值 的 递归 式 。 
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(3) 自 底 向 上 计算 最 优 值 ， 并 记录 。 
(4) 构造 最 优 解 。 
以 神奇 的 兔子 序列 问题 为 例 。 
(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 
我 们 通过 分 析 发 现 ， 前 两 个 月 都 是 1 对 兔子 ,而 从 第 3 个 月 开始 ， 当 月 的 兔子 数 等 于 前 
两 个 月 的 兔子 数 ， 如 果 把 每 个 月 的 兔子 数 看 作 一 个 最 小 的 子 问题 ,那么 求解 第 个 月 的 兔子 
Ж, BETE п-1 个 月 的 兔子 数 和 第 n-2 个 月 的 兔子 数 这 两 个 子 问 题 。 
(2) 根据 最 优 解 结构 特征 ， 建 立 递 归 式 
1 = 
Е(п)=31 п =2 
Е(п-1) + Е(п- 2) ,n>2 


(3) 自 底 向 上 计算 最 优 值 

看 到 递归 式 , 我 们 也 很 难 立 即 求解 F(n), 如 果 直 接 递 归 调 用 将 会 产生 大 量 的 子 问题 重复 ， 
那 怎 么 办 呢 ? 动态 规划 提供 了 一 个 好 办 法 ， 自 底 向 上 求解 ， 记 录 结 果 ， 重 复 的 问题 只 需求 解 
一 次 即 可 ， 如 图 4-2 所 示 。 

例如 : 

Е(1)=1 

Е(2)=1 

Е(3)= Е(2)+Е(1)=2 

Е(4)= Е(3)+Е(2)=3 

Е(5)= Е(4)+Е(3)=5 

Е(6)= F(S)+F(4)=8 


int Еір2 (int п) 
{ 
iE (п<1) 
return -1; 
int Е[п+1]; 
Е[1]=1; 
Е[2]=1; 
for (int 1=3;і<=п;і++) 
F[i]=F[i-1]+F[i-2]; 
return F[n]; 
) 


(4) 构造 最 优 解 
本 题 中 自 底 向 上 求解 到 树 根 就 是 我 们 要 的 最 优 解 。 
在 众多 的 算法 中 ， 很 多 读者 觉得 动态 规划 是 比较 难 的 算法 ， 为 什么 呢 ? 难 在 递归 式 ! 


F жж 





Р 4-2 F(6) 的 递归 树 自 底 向 上 求解 
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很 多 复杂 问题 ， 很 难 找到 相应 的 递归 式 。 实 际 上 ,， 一旦 得 到 递归 式 ， 那 算法 就 已 经 实现 
了 99%, 剩 下 的 程序 实现 就 非常 简单 了 。 那么 后 面 的 例子 就 重点 讲解 遇 到 一 个 问题 怎么 找到 
它 的 递归 式 。 

蛇 打 三 寸 ， 一 招致 命 


4.3 EZE E атууга 


假设 爸爸 对 应 的 基因 序列 为 生 {X1， 训 ，X3，*…，xm}， 孩 子 对 应 的 基因 序列 Уур, у», 
3 ，"…，Jn}， 那 么 怎么 找到 他 们 有 多 少 相 似 的 基因 呢 ? 

如 果 按 照 严 格 递 增 的 顺序 ， 从 爸爸 的 基因 序 
ПХ ФЕН А, 组 成 序列 Zx хр, хв," 
xo ФФ Filis i is s igy AF k 
ЖИР]. АЖЖ ХНА, Z 中 元 素 
的 个 数 就 是 该 子 序列 的 长 度 。 

下 和 了 的 公共 子 序 列 是 指 该 序列 既是 碟 的 子 
序列 ， 也 是 了 的 子 序列 。 

最 长 公共 子 序列 问题 是 指 : 给 定 两 个 序列 
Ef xo» X `, хе УЕ, y» yo "5 图 4-3 人 类 基因 序列 
wm}， 找 出 于 和 了 的 一 个 最 长 的 公共 子 序列 。 


4.3.1 问题 分 析 


给 定 两 个 序列 ХЕ, хо, хз, ` хп Уур, yo уз» s у}, МН XA У 0—1 
最 长 的 公共 子 序列 。 

例如 : x= (А, В, С, В, А, D, B), Y= (B，C，B，A，A，C)， 那 么 最 长 公共 子 
序列 是 B，C，B，A。 

如 何 找到 最 长 公共 子 序列 呢 ? 

如 果 使 用 暴力 搜索 方法 , 需要 穷 举 钱 的 所 有 子 序列 , 检查 每 个 子 序列 是 否 也 是 了 的 子 序 
列 ， 记 录 找 到 的 最 长 公共 子 序列 。X 的 子 序列 有 2” 个 ， 因 此 暴力 求解 的 方法 时 间 复 杂 度 为 
指数 阶 ， 这 是 我 们 避 之 不 及 的 爆炸 性 时 间 复 杂 度 。 

那么 能 不 能 用 动态 规划 算法 呢 ? 

下 面 分 析 该 问题 是 否 具 有 最 优 子 结构 性 质 。 

(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 
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假设 已 经 知道 Z {Z> 20, 23, `, ZE Хи» Xo x3 `" т} УЕ» уз» Уз» “o 
J 沁 的 最 长 公共 子 序 列 。 这 个 假设 很 重要 ， 我 们 都 是 这 样 假 设 已 经 知道 了 最 优 解 。 

那么 可 以 分 3 种 情况 讨论 。 

° х= у ЯМА 01» Zo Z3 “2p 是 高 -1 和 i 的 最 长 公共 子 序列 ， 如 图 4-4 

所 示 。 

反 证 法 证 阴 : 如 果 21—21, 20, 23, ` Zeil4S2EE Xma У, 的 最 长 公共 子 序列 ， 那 么 
它们 一 定 存在 一 个 最 长 公共 子 序列 。 设 M 为 Xni 和 ,i 的 最 长 公共 子 序列 ，M 的 长 度 大 于 
Zi 的 长 度 , BIM Zelo 如 果 在 Хи 和 У 的 后 面 添 加 一 个 相同 的 字符 x= Yno 则 сеху», 
Ма, ЯВА 如 不 是 加 ,入 ,的 最 长 公共 子 序列 ， 这 与 假设 Z e X, Al Y, 
的 最 长 公共 子 序列 了 矛盾， 问题 得 证 。 

° х,у,» ХЕ za 我 们 可 以 把 x 去 掉 ， 那 么 如是 加 ,1 入, 的 最 长 公共 子 序列 ， 如 图 4-5 


所 示 。 
ае аа x — a 
ТИЈ masm. 
жаана а аана 
图 4-4 最 长 公共 子 序列 图 4-5 最 长 公共 子 序列 


反 证 法 证 明 : 如 果 7, ASE Xna M 入, 的 最 长 公共 子 序列 ， 那 么 它们 一 定 存在 一 个 最 长 公 
共 子 序列 。 设 M 为 ,1 入, 的 最 长 公共 子 序列 ，M 的 长 度 大 于 АКК, МР4 H 
果 我 们 在 Хи 的 后 面 添 加 一 个 字符 x 那么 M tB A: Xn M Y, УКАЗА, НМ, 
那么 Z, ЛЕ 高 ,入 ,的 最 长 公共 子 序列 , 这 与 假设 Ze Е 高, 和 ,的 最 长 公共 子 序列 矛盾 ， 问 
得 证 

° ху» Усе RATI AJE у, Ko MA ZE ХТ Y, 1 

的 最 长 公共 子 序列 ， 如 图 4.6 所 示 。 yh pa pe a 

反 证 法 证 明 : 如 果 及 不 是 ХУ, 的 最 长 公共 子 序列 ，, 那 паев ss 
么 它们 一 定 存在 一 个 最 长 公共 子 序列 。 设 МАХ, ТУ 的 最 
长 公共 子 序列 ，M 的 长 度 大 于 Zi 的 长 度 ， 即 |MI>|2Z4|。 如 果 我 们 
在 ,1 的 后 面 添加 一 个 字符 yj， 那么 МАН Xn A KREATA, AAM Zd WA Z 
不 是 ,入 ,的 最 长 公共 子 序 列 ， 这 与 假设 丸 是 高 ,入 ,的 最 长 公共 子 序列 矛盾 ， 问 题 得 证 。 

(2) 建立 最 优 值 的 递归 式 。 

W c[] 中 表示 惫 和 六 的 最 长 公共 子 序列 长 度 。 

ө х= y zk 那么 cy] [1] 1]+1; 


4-6 最 长 公共 子 序列 
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° xy: 那么 我 们 只 需要 求解 x fa 六 ;的 最 长 公共 子 序列 和 Xa 万 的 最 长 公共 子 
序列 ， 比 较 它们 的 长 度 哪 一 个 更 大 ， 就 取 哪 一 个 值 。 即 ej тах (с[10-1), 
1-07): 

。 最 长 公共 子 序列 长 度 递归 式 ; 


0 и = 0 或 7=0 
<[[ 让 =1cE 一 [7 一 下 +1 站 j > 0 Bx,=y, 


maxíc[;][; —1],c[i—1][j]} b j> 0 且 x у, 


G) 底 向 上 计算 最 优 值 ， 并 记录 最 优 值 和 最 优 策略 
i=1 BF: 人 让 } 和 人，jyp， 力 ，*…， 训 } 中 的 字符 一 一 比较 ， 按 递归 式 求解 并 记录 最 长 公共 


子 序列 长 度 。 


i=2 时 :fo 和 人 和， 六 2， 为 ，…，] 沁 中 的 字符 一 一 比较 ， 按 递归 式 求解 并 记录 最 长 公共 


子 序列 长 度 。 


i=m b|: {xw} 和 名，y2，y3，“…，3} 中 的 字符 一 一 比较 ， 按 递归 式 求解 并 记录 最 长 公共 


子 序列 长 度 。 


(4) 构造 最 优 解 
上 面 的 求解 过 程 只 是 得 到 了 最 长 公共 子 序列 长 度 ， 并 不 知道 最 长 公共 子 序列 是 什么 ， 那 


怎么 办 呢 ? 


例如 ， 现 在 已 经 求 出 c[m][n]=5， 表 示 Xn M ,的 最 长 公共 子 序列 长 度 是 $S， 那 么 这 个 5 


是 怎么 得 到 的 呢 ? 我 们 可 以 反 向 追踪 5 是 从 哪里 来 的 。 根 据 递 推 式 ， 有 如 下 情况 。 


х= у: ИЕ с[-1]0-1+1: 
xyi: «(ЙЛ max(c[iU-1], 1103: 


那么 с 6 3 №: ey] a[i—1][/-1]+1, <= 440-1), «= И. 


在 第 3 步 自 底 向 上 计算 最 优 值 时 ， 用 一 个 辅助 数组 b 中 中 记录 这 3 个 来 源 : 


4.3.2 


cly] с-110-10+1, bly]: 

e[i][/]= 10-10, b[ill/]=-2; 

e[;][/]= <, biy]. 

这 样 就 可 以 根据 b[m][n] 反 向 追踪 最 长 公共 子 序列 ， 当 b[i[D=1 В, 输出 x; 234 b [üU]=2 


‚ В И-П; 24 by] 时 ， 追 踪 c[i-1] 四 ， 直 到 50 sk ;=0 停止 。 


算法 设计 
最 长 公共 子 序列 问题 满足 动态 规划 的 最 优 子 结构 性 质 ， 可 以 自 底 向 上 逐步 得 到 最 优 解 。 


148 | 动态 规划 


(1) 确定 合适 的 数据 结构 

采用 二 维 数 组 c[][] 来 记录 最 长 公共 子 序列 的 长 度 , 二 维 数组 b[][] 来 记录 最 长 公共 子 序列 
的 长 度 的 来 源 ， 以 便 算法 结束 时 倒 推 求解 得 到 该 最 长 公共 子 序列 。 

(2) 初始 化 

输入 两 个 字符 串 s!/、s，， 初 始 化 e[][] 第 一 行 第 一 列 元 素 为 0。 

(3) 循环 阶段 

e і=1: 351[0j 与 s%[ 广 ]] 比 较 ， 广 1，2，3，…，71ez2。 

如 果 si[0]=s>[ 广 1]，e[ 四 =e[ 王 1[ 广 ]]+1， 并 记录 最 优 策略 来 源 p[il[;]=-1: 

如 果 si[0] 为 z[ 广 ]]， 则 公共 子 序列 的 长 度 为 Ay- ec[ 六 1 四 中 的 最 大 值 ， 如 果 <-> 
e[i—1][/]; W e 自 中 =c[j0V-1]， 最 优 策 略 来 源 5 四 =2， 否则 <= ce[ 关 1 由， 最 优 策略 来 源 
b[i]l/]-3. 

° і=2: s[l]5 9-1], j=l, 2, 3, “+, [еп2. 

。 以 此 类 推 ， 直 到 i > lenl 时 ， 算 法 结束 ， 这 时 c[len1][1en2] 就 是 最 长 公共 序列 的 

长 度 。 

(4) 构造 最 优 解 

根据 最 优 决策 信息 数组 b[][] 递 归 构 造 最 优 解 ， 即 输出 最 长 公共 子 序列 。 因 为 我 们 在 求 最 
长 公共 子 序列 长 度 c[i] 中 的 过 程 中 ， 用 5 中 中 记录 了 e 四 四 的 来 源 ， 那 么 就 可 以 根据 by 
组 倒 推 最 优 解 。 

WR АЛЕ, 说明 si[ 天 1]=sz[ 广 可 ,那么 就 可 以 递归 求解 print( 六 1 7-1); 然后 输出 si[ 六 1]。 

ЖЖ: 如 果 先 输出 ， 后 递归 求解 print( 玉 10D)， 则 输出 的 结果 是 倒序 。 

如 果 5601=2， 说 明 si[i-1]#sz0-1] 且 最 优 解 来 源 于 Ayy- 递归 求解 print(i, /–1) 

如 果 b[i][;]=3, 说明 si[i-1]#s20-1] 且 最 优 解 来 源 于 e[ 国 四 =c[ 天 1 四 ,递归 求解 print(i=1,7)。 
4 j==0 ||/=0 时 ， 递 归结 束 。 


4.3.3 ”完美 图 解 


以 字符 串 sj=“ABCADAB”，sy=“BACDBA” 为 例 。 

(1) 初始 化 

len1=7, len2=6, 初始 化 c[] 吕 第 一 行 、 第 一 列 元 素 为 0， 
如 图 4-7 所 示 。 

(2) #1: 51[0]5 5207-Е, 1，2，3，…，len2。 
即 “A” 与 “BACDBA” 分 别 比 较 一 次 。 

如 果 字 符 相 等 ，e[j][ 取 左上 角 数 值 加 1， 记 录 最 优 什 图 47 св 
来 源 8 四 =1。 
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如 果 字 符 不 等 ， 取 左 侧 和 上 面 数值 中 的 最 大 值 。 如 果 左 侧 和 上 面 数 值 相 等 ， 默 认 取 左 侧 
数值 。 如 果 ce 四 四 的 值 来 源 于 左 侧 8 四 站 =2， 来 源 于 上 面 b[;]U]-3. 
° j=]: A#B， 左 侧 = 上 面 ， 取 左 侧 数值 ，c[1][1]= 0， 最 优 策略 来 源 b[1][1]=2， 如 图 4-8 
所 示 。 





图 4-8 ”最 长 公共 子 序列 求解 过 程 
° j=2: A=A， 则 取 左 上 角 数 值 加 1，c[1][2]= c[0][1]+1=2， 最 优 策略 来 源 bp[1][2] =1, 
如 图 4-9 所 示 。 





图 4-9 最 长 公共 子 序列 求解 过 程 
° /=3: A#C， 左 侧 宇 上 面 ， 取 左 侧 数值 ，c[1][3]= 1， 最 优 策略 来 源 b[1][3] =2， 如 图 4-10 


所 示 。 
° /=4: AzD， 左 侧 壹 上面， 取 左 侧 数值 ，e[1][4]= 1， 最 优 策略 来 源 b[1][4] =2， 如 图 4-11 
所 示 。 


° j=5: АВ, 左 侧 宇 上 面 , 取 左 侧 数 值 ，c[1][5]=1, 最 优 策略 来 源 bp[1][5]=2, 如 图 4-12 
所 示 。 
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图 4-12 最 长 公共 子 序列 求解 过 程 


° j=6: A=A， 则 取 左 上 角 数 值 加 1，c[1][6]=1， 最 优 策略 来 源 b[1][6]=1， 如 图 4-13 
所 示 。 
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图 4-13 ”最 长 公共 子 序列 求解 过 程 
(3) 22: s[1]5 s20-1] 比 较 ， 三 1，2，3，…，len2。 即 “B” 与 “BACDBA” 分 别 比较 
= 
如 果 字 符 相 等 ，e[l 四 ] 取 左上 角 数 值 加 1， 记 录 最 优 值 来 源 b[i][j]=1。 
如 果 字 符 不 等 ， 取 左 侧 和 上 面 数值 中 的 最 大 值 。 如 果 左 侧 和 上 面 数 值 相 等 ， 默认 取 左 侧 





图 4-14 最 长 公共 子 序列 求解 过 程 


(4) 继续 处 理 二 2，3，…，len1: si[i-1] 与 50-1], 三 1，2，3，…，len2。 处 理 结 
果 如 图 4-15 所 示 。 

c[] 吕 右 下 和 角 的 值 即 为 最 长 公共 子 序列 的 长 度 。c[7][6]=4， 即 字符 串 s= “АВСАРАВ”, 
52=“BACDBA” 的 最 长 公共 子 序列 的 长 度 为 4。 

那么 最 长 公共 子 序列 包含 哪些 字符 呢 ? 

(5) 构造 最 优 解 

首先 读 取 8[7][6]=2， 说 明 来 源 为 2， 向 左 找 8[7][5]; 
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b[7][5]=1， 向 左上 角 找 bp[6][4]， 返回 时 输出 s[6]= “B”; 
8[6][4]=3， 向 上 找 p[5][4]: 

pb[5][4]=1， 向 左上 角 找 bp[4][3]， 返回 时 输出 s[4]= “D”; 
b[4][3]=2， 向 左 找 8[4][2]; 

4b[4][2]=1， 向 左上 角 找 p[3][1], 返回 时 输出 s[3]= “C”; 
b[3][1]=3， 向 上 找 b[2][1]; 

bp[2][1]=1， 向 左上 和 角 找 ， 返 回 时 输出 s[1]= “B”; 
b[1][0] 中 列 为 0， 算 法 停止 返回， 输出 最 长 公共 

子 序列 为 BCDB， 如 图 4-16 所 示 。 


4.3.4” 伪 代码 详解 
(1) 最 长 公共 子 序列 求解 函数 











首先 计算 两 个 字符 串 的 长 度 ， 然 后 从 二 1 开始 ，s1[0] 与 ss 中 的 每 一 个 字符 比较 。 

如 果 当 前 字符 相同 ， 则 公共 子 序列 的 长 度 为 c[ 玉 1][ 广 1]]+1， 并 记录 最 优 策略 来 源 b[i][] = 1。 

如 果 当 前 字符 不 相同 ， 则 公共 子 序列 的 长 度 为 Ay- eH y RAK, W 
сй(/—1]2 [2-10 Л ЯЕ 0 by]: 如 果 ce[iD-1]<cli-1] 中 ， 则 最 优 策略 来 源 
ЫЙ[Д=3. Ё] > leni 时 ， 算 法 结束 ， 这 时 cllen1][1en2] 就 是 我 们 要 的 最 长 公共 序列 长 度 。 


Void LCSL() 

{ 
| igt 1,53 
| for(I = 1;I <= lenl;i++) // 控 制 sl 序列 
| for(j = 1; <= len2;j++) // 控 制 s2 序列 
| { 
| if(sl[i-1]==s2[3-11) // 字 符 下 标 从 0 开始 
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{ ”// 如 果 当 前 字符 相同 ， 则 公共 子 序列 的 长 度 为 该 字符 前 的 最 长 公共 序列 +1 
| 21а = elil] HA 
| BIBI = 1 
} 
else 
| { 
| if(c[i] [j-1]>=c[i-1] [j]) // 两 者 找 最 大 值 ， 并 记录 最 优 策略 来 源 
{ 


elito] = eliti- 
51211531 = 2; 
} 
else 
| ! 
5111191 =el 1051: 
5111051 = 32 


(2) 最 优 解 输出 函数 

输出 最 优 解 仍然 使 用 倒 推 法 。 因 为 我 们 在 求 最 长 公共 子 序列 长 度 c[il 四 的 过 程 中 ,用 20UD] 
记录 了 ec 四 四 的 来 源 ， 那 么 就 可 以 根据 2 中 四 数组 倒 推 最 优 解 。 

如 果 8 中 中 =1， 说 明 sl[ 王 1]=s2[ 广 ]]， 那 么 我 们 就 可 以 递归 输出 print(i-1, j-1); 然后 输 
Н 51-1]. 

如 果 8 四 四 -=2， 说 明 sl[1]Zs2[;- 1] А.Е T [Ayd] 递归 输出 print, j1) 

如 果 БЛЕЗ, 说 明 s1[1]Zs2[;—-1] Н.Ә Е СЛ НН print(i-1, j) 
№ 二 =0|j==0 时 ， 递 归结 束 。 


| Void print (int I, int jj)// 根 据 记 录 下 来 的 信息 构造 最 长 公共 子 序列 (从 b[i] [j] 开 始 递 推 ) 
{ 
| if (i==0 || j==0) return; 
1Е(5[1][3]==1) 
{ 
pyint(i-1l,3-1).; 
cout<<sl[i-1]; 
) 
else if(b[i][j]==2) 
print (1І,ј-1); 
else print(i-1,j); 
| } 


4.3.5 “实战 演练 


//program 4-1 
#include <iostream> 
#include<cstring> 
using namespace std; 
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*ons tint №1002; 
int c[N][N],b[N] [N]; 
char sl[N],s2[N]; 
int 1еп1,1еп2; 
void LCSL() 
{ 
int То 
for(I = 1;I <= lenl;i++)// 控 制 sl 序列 
for(j = 1;j <= len2;j++)// 控 制 s2 序列 
{ 
if (51[1-1]==52[3-1]) 
{// 如 果 当 前 字符 相同 ， 则 公共 子 序列 的 长 度 为 该 字符 前 的 最 长 公共 序列 +1 
5111031 = е 3-21 6-1]41; 
Ь[1] [3] = 1; 
} 
else 
{ 
їғ (еГ1]15-11>=с[1=1] 151) 
{ 


с[1] [3] = е[1] [5-1]; 
PILI 15] = 2; 

} 

е1зе 

{ 
119 = е[1=1] [3]; 
Ь[11[3] = 3; 


} 


void print(int I, int j)// 根 据 记 录 下 来 的 信息 构造 最 长 公共 子 序 列 〈 从 b [i] [j] 开 始 递 推 ) 
{ 
1Е(1==0 || j==0) return; 
if (b[i][j]==1) 
{ 
print(i-1,j-1); 
cout<<s1[i-1]; 
} 
else if(b[i] [j]==2) 
print (І,ј-1); 
else 
print (i-1,j); 
} 


int main () 
{ 
ine Т.Е 
cout << "输入 字符 串 sl: "<<епа1; 
cin >> sl; 
cout << "输入 字符 串 s2: "<<епа1; 


cin >> 82; 





4.3.6 
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Іеп1 = strlen(s1);// 计 算 两 个 字符 串 的 长 度 
len2 = strlen(s2); 
for(I = 0;I <= lenl;i++) 
{ 
c[i] [0]=0;// 初 始 化 第 一 列 为 0 
} 
for(j = 0;j<= len2;j++) 
{ 
c[0] [ij]=0;// 初 始 化 第 一 行为 0 
} 
LCSL(); ”// 求 解 最 长 公共 子 序列 g 
cout << "51 和 s2 的 最 长 公共 子 序列 长 度 是 : "<<c[len1] [len2]<<endl; 
cout << "51 和 s2 的 最 长 公共 子 序列 是 : "; 
print (1еп1,1еп2); // 递 归 构 造 最 长 公共 子 序列 最 优 解 
return 0; 


} 

算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


输入 字符 串 s1: 
ABCADAB 

输入 字符 串 s2: 
BACDBA 


(3) 输出 


51 和 s2 的 最 长 公共 子 序列 长 度 是 : 4 
sl 和 s2 的 最 长 公共 子 序列 是 : BADB 


算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 度 : 由 于 每 个 数组 单元 的 计算 耗费 O() 时 间 ， 如 果 两 个 字符 串 的 长 度 分 别 


是 m、n， 那 么 算法 时 间 复 杂 度 为 O(m*n)。 


(2) 空间 复杂 度 : 空间 复杂 度 主要 为 两 个 二 维 数组 c[][]，5[][]， 占 用 的 空间 为 O(m*n)。 
2. 算法 优化 拓展 
因为 «ЛИ 3 种 来 源 : [-1]0-11+1. 0-1). 2-10). ЗИЯН с 数组 本 身 来 


判断 来 源 于 哪个 值 , 从 而 不 用 БО, 这 样 可 以 节省 O(xz#m) 个 空间 。 但 因为 c 数组 还 是 O(m*n) 
个 空间 ， 所 有 空间 复杂 度数 量 级 仍然 是 O(m*n)， 只 是 从 常数 因子 上 的 改进 。 仍 然 是 倒 推 的 
办 法 ， 如 图 4-17 所 示 ， 读 者 可 以 想 一 想 怎 么 做 ? 
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图 4-17 最 长 公共 子 序列 构造 最 优 解 ( 不 用 辅助 数组 》 


4.4 DNA 基因 鉴定 一 一 编辑 距 高 


我 们 经 常会 听 说 ОМА 亲子 鉴定 是 怎么 回 事 
呢 ? 人 类 的 DNA 由 4 ЛЖЖЕЖАА, С, G, T) 
构成 ,包含 了 多 达 30 亿 个 字符 .如 果 两 个 人 的 DNA 
序列 相差 0.1%， 仍 然 意味 着 有 300 万 个 位 置 不 同 ， 
所 以 我 们 通常 看 到 的 ОМА 亲子 鉴定 报告 上 结论 
A: 相似 度 99.99%， 不 排除 亲子 关系 。 

怎么 判断 两 个 基因 的 相似 度 呢 ? 生物 学 上 给 
出 了 一 种 编辑 距离 的 概念 。 

例如 两 个 字符 串 FAMILY 和 FRAME， 有 两 种 一 
对 齐 方式 : 图 4-18 DNA 基因 鉴定 








Е’ = AcM PELE У =P AMILY 
F'R AME F R AME 


第 1 种 对 齐 需 要 付出 的 代价 : 4, AR, IRA E, MAL, Y. 

第 2 种 对 齐 需 要 付出 的 代价 : 5， 插 入 R， 将 下 替换 为 RR， 将 I 替换 为 EE， 删 除 L、Y。 
编辑 距离 是 指 将 一 个 字符 串 变 换 为 另 一 个 字符 串 所 需要 的 最 小 编辑 操作 。 

怎么 找到 两 个 字符 囊 x[1，…，m] 和 y[1，*…，n] 的 编辑 距离 呢 ? 


4.4.1 问题 分 析 
编辑 距离 是 指 将 一 个 字符 串 变 换 为 另 一 个 字符 串 所 需要 的 最 小 编辑 操作 。 
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给 定 两 个 序列 X={x хо, xs, s Xm} Ml Уур, уз» уз» ` у» RHE XA Y ИЖ 
距离 。 

例如 : X= (A, B, C, D, A, B), Y= (B, D, C, A, В). MRAD, SARE 
种 对 齐 方式 ， 暴 力 穷 举 的 方法 是 不 可 取 的 。 那 么 怎么 找到 编辑 距离 呢 ? 

首先 考虑 能 不 能 把 原 问 题 变 成 规模 更 小 的 子 问 题 ， 如 果 可 以 ， 那 就 会 容易 得 多 。 

要 求 两 个 字符 串 ХЕ» хо, хз, s Xm} fl Уур, Yo уз» > у} ЈАНЕ Ч, MAT 
ИЖА ХЕ» хо, хз, v ХЗ Y= y» уз» ve у ННН ВО, 24 јет, j=n 时 
就 得 到 了 所 有 字符 的 编辑 距离 。 i 

那么 能 不 能 用 动态 规划 算法 呢 ? 

下 面 我 们 分 析 该 问题 是 否 具有 最 优 子 结构 性 质 。 

(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 

假设 已 经 知道 ИЛ ХЕ» о, хз, =” ХАЯО, yo уз» o УД 
优 解 。 这 个 假设 很 重要 ， 我 们 都 是 这 样 假设 已 经 知道 了 最 优 解 。 

那么 两 个 序列 无 论 怎么 对 齐 ， 其 右 侧 只 可 能 有 如 下 3 种 对 齐 方式 : 

• 如 图 4-19 所 示 。 需要 删除 x, 付出 代价 1, 那么 我 们 只 需要 求解 子 问题 {x1, хо, хз", 

хь» yo уз» vo yE AA 1 即 可 ， 即 qa[i]=q[i-1]U]r1. d[;-11U] 
是 名! 和 五 的 最 优 解 。 

反 证 法 证 明 : 设 上 1] 四 不 是 X, 和 的 最 优 解 ， 那 么 它们 一 定 存 在 一 个 最 优 解 d’, 
d?<d[i-1]W]。 如 果 在 Xa 的 后 面 添加 一 个 字符 xo dH в Хм 的 最 优 解 ， 因 为 
+1 ИНАЯ, 所 以 АЖ X, A Y, BJ fe, ИБО ИЕ X, #ll У, BJ UË 
тн, НЕ. 

° ШИ 4-20 所 示 。 需要 插入 у, 付出 代价 1, 那么 我 们 只 需要 求解 子 问题 {x1, хо, x3,…， 

хОу» уо» узо 1 ур НАНЕ Е 1 即 可 ， 即 d[i][=d[i]0-1]+1。d[i]U-1] 
Е Х.Ж У, | НБ, 


= 

у" = (rm p a м 

图 4-19 ”编辑 距离 对 齐 方式 图 4-20 ”编辑 距离 对 齐 方式 
同 理 可 证 。 


• 如 图 4-21 所 示 。 如 果 ху, FERA 0, ЩЖ ху, Е, НАТ, Ri 
用 函数 diffi, DKR, xy}, diffi, )=0; xy, diffi, 让 =1。 那 么 我 们 只 需要 
求解 子 问题 {x1， Xas ЖЗ» °°°5 xi1} 和 fy1， Ws. Уз a у- НАНЕ НР diffli, j) 
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即 可 ， 即 q[ü0U]=d[i-11U-1]+- diffi, У. 901-10-15 X- 和 У 的 最 优 解 。 

同 理 可 证 。 

(2) 建立 最 优 值 递归 式 

设 [中 表 示 入 和 的 编辑 距离 ， 则 ИЛ ЕЕ i 
对 齐 方式 的 最 小 值 。 № 4-21 编辑 距离 对 齐 方式 

编辑 距离 递归 式 : 

d[i)[;] =miní(d[i —1];]+1,4[i][; —1]+1,4[i — 1]; — 1] + diff (i, j); 

(3) 自 底 向 上 计算 最 优 值 ， 并 记录 最 优 值 和 最 优 策 略 

i=1 PF: fx} 和 ，y2，y3，“…，y} 中 的 字符 一 一 比较 ， 按 递归 式 求解 并 记录 编辑 
距离 。 

і=2 FF: {хо} yo yo уз, “…，yw} 中 的 字符 一 一 比较 ， 按 递归 式 求解 并 记录 编辑 
距离 。 

i=m №: {х„ {ур ，y2，y3，“…，yn} 中 的 字符 一 一 比较 ， 按 递归 式 求解 并 记录 编辑 
距离 。 

(4) 构造 最 优 解 

如 果 仅 仅 需 要 知道 编辑 距离 是 多 少 ， 上 面 的 求解 过 程 得 到 的 编辑 距离 就 是 最 优 值 。 如 果 
还 想 知 道 插入 、 删 除 、 蔡 换 了 哪些 字母 ， 就 需要 从 di 中] 表格 中 倒 推 ， 输 出 这 些 结果 。 


442 算法 设计 
编辑 距离 问题 满足 动态 规划 的 最 优 子 结构 性 质 ， 可 以 自 底 向 上 逐渐 推出 整体 最 优 解 。 


(1) 确定 合适 的 数据 结构 
采用 二 维 数组 加 [] 来 记录 编辑 距离 。 












































(2) 初始 化 

输入 两 个 字符 串 so so МИ d[] 吕 第 一 行为 0，1，2，…，len2， 第 一 列 元 素 为 0，1， 
2, ss, (ет 

(3) 循环 阶段 

e i=l: 51[0]5 520-1] 比 较 , j=1，2，3，…*，len2。 


WR 51[0]=527-1], ФИЙ = 0。 
WR 51[0] #5271], W “ЙА =1。 
аЛ = =min(q[i —1][;] +1,4[i|[; —1]+1,4[i — 1][; —11+ diff (i, 7)} 
ө 22: s[l]5 5[7-ПЕ, /=1, 2, 3, +, len2, 
。 以 此 类 推 ， 直 到 i>lenl 时 ， 算 法 结束 ， 这 时 d[len1][ien2] 就 是 我 们 要 的 最 优 解 。 
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(4) 构造 最 优 解 


从 di] 四 表格 中 倒 推 ， 输 出 插入 、 删 除 、 替 换 了 哪些 字母 。 在 此 没有 使 用 辅助 数组 ， 采 
用 判断 的 方式 倒 推 。 


443 完美 图 解 


以 字符 串 s=” FAMILY”, s= FRAME” Hl. 

(1) 初始 化 

Іеп1=6, Іеп2=5, ЖАНА 机 [] 第 一 行为 0，1，2，…，5， 第 一 列 元 素 为 0，1，2，…，6， 
如 图 4-22 所 示 。 

(2) 1: s[05 50 一 1] 比 较 ， 二 1，2，3，…，len2。 即 “下 ”与 “FRAME” 分 别 比较 一 次 。 

ШАНА, difiy FU Д = 1。 按照 递归 公式 : 

d[i]|[;] =miní(q[i —1][;] +1,4[i][; —1] +1,4[i — 1][; —1]+ diff Ci, j)} 
即 取 上 面 +1， 左 侧 +1， 左 上 角 数 值 加 “ИИ 个 数 当中 的 最 小 值 ， 相 等 时 取 后 者 。 
e j=]: F=F，diff[1][1]=0， 左 上 和 角 数 值 加 dif[1][1]=0， 左 侧 +1= 上 面 +1=2，3 个 数 当中 
的 最 小 值 ，d[1][1] =0， 如 图 4-23 所 示 。 





图 4-22 编辑 距离 求解 初始 化 图 4-23 编辑 距离 求解 过 程 


° j=2: Fz#R，diff[1][2]=1， 左 上 角 数 值 加 dif[1][2]=2， 左 侧 +1=1， 上 面 +1=3， 取 3 个 
数 当 中 的 最 小 值 ，d[1][2] =1， 如 图 4-24 所 示 。 

° /=3: FxA，diff[1][3]=1， 左 上 角 数 值 加 dif1][3]=3， 左 侧 +1=2， 上 面 +1=4， 取 3 个 
数 当 中 的 最 小 值 ，d[1][3] =2， 如 图 4-25 所 示 。 

° /=4: F#M: diff[1][4]=1， 左 上 角 数 值 加 dif[1][4]=4， 左 侧 +1=3， 上 面 +1=5， 取 3 个 
数 当 中 的 最 小 值 ，d[1][4] =3， 如 图 4-26 所 示 。 

e /=5: F#E，diff1][5]=1， 左 上 和 角 数 值 加 dif[1][5]=5， 左 侧 +1=4， 上 面 +1=6， 取 3 个 
数 当中 的 最 小 值 ，d[1][5] =4， 如 图 4-27 所 示 。 
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图 4-26 编辑 距离 求解 过 程 图 4-27 编辑 距离 求解 过 程 
(3) #2: s[1]5 7-11, j=1, 2, 3, =, [еп2. В] “А” Ej “FRAME” НЕВЕ. 
如 果 字 符 相 等 ，diffi]D]=0， 否 则 аа = 1。 按 照 递归 公式 ; 
d[i]|[;] =miní(q[i —1][j] +1,d[i][; —1]+1,4[i — 1|[; —1]+ diff (i, p); 
即 取 上 面 +1， 左 侧 +1， 左 上 角 数 值 加 difiy 个 数 当中 的 最 小 值 ， 相 等 时 取 后 者 。 
填写 完毕 ， 如 图 4-28 所 示 。 
(4) 继续 处 理 2=2, 3, e, lenl: =[1-1]5 sD-1] 比 较 ， 二 1，2，3，*…，len2， 处 理 结 
果 如 图 4-29 所 示 。 





图 4-28 编辑 距离 求解 过 程 图 4-29 编辑 距离 求解 结果 
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(5) 构造 最 优 解 
МЕРА, ин d[ 了 四 的 来 源 : Em С 40] 四 =d[ 六 1 四 +1)》 表示 需要 删除 ， 
EM E AAA ЖИЛ, ЕЕ (80 q[iU]=dli-1]U-1]1+diff[i)/] ZA 
断 是 否 字符 相等 ， 如 果 不 相 等 则 需要 替换 ， 如 果 字 符 相 等 什么 也 不 做 ， 如 图 4-30 所 示 。 为 
什么 是 这 样 呢 ? 不 清楚 的 读者 可 以 回 看 4.4.1 节 。 
° 首先 读 取 右 下 角 46][5]=4, =.:[5][4], 46] [5] Ж 
源 于 3 个 数 当中 的 最 小 值 ， 上 面 +1=4， 左 侧 +1=5， 
左上 角 数 值 +qdiffi]0]=4， 相 等 时 取 后 者 。 来源 于 左 
上 角 , 需 要 蔡 换 操作 。 返 回 时 输出 si[5] 替 换 为 sz[4]， 
Вр “У” BRN “Е”. 
。 向 左上 角 找 d[5][4]=3，si[4]#sz[3]。d[5][4] 来 源 于 3 
个 数 当中 的 最 小 值 : 上面 +1=3， 左 侧 +1=5， 左 上 
角 数 值 +dNID=4。 来 源 于 上 面 ， 需 要 删除 操作 。 
返回 时 输出 删除 si[4]， 即 删除 “ 工 ”。 
。 向 上 面 找 d[4][4]=2，si[3]#s2[3]。d[4][4] 来 源 于 3 个 数 当中 的 最 小 值 : 上 面 +1=2， 左 
侧 +1=4, 2 EARM. 来源 于 上 面 , 需要 删除 操作 。 返 回 时 输出 删除 si[3]， 
即 删 除 “I”。 
e HEMER d[3][4]=1，si[2]=s2[3]， 不 需 操 作 。4d[3][4] 来 源 于 上 面 +1=3， 左 侧 +1=3， 左 
上 角 数 值 +diffi]D=13 个 数 当 中 的 最 小 值 。 来 源 于 左上 角 ， 因 为 字符 相等 什么 也 不 
做 。 返回 时 不 输出 。 
e 向 左上 和 角 找 d[2][3]=1，si[1]=s2[2]， 不 需 操 作 。4d[2][3] 来 源 于 3 个 数 当中 的 最 小 值 : 
上 面 +1=3， 左 侧 +1=2， 左 上 角 数 值 +difY[i][ 中 =1。 来 源 于 左上 角 ， 因 为 字符 相等 什么 
也 不 做 。 返 回 时 不 输出 。 
• 向 左上 角 找 d[1][2]=1, зом. МИ] 3 个 数 当 中 的 最 小 值 : 上 面 +1=3， 
左 侧 +1=1， 左 上 角 数 值 +diffi][]=2。 来 源 于 左 则 ， 需 要 插入 操作 。 返 回 时 输出 在 第 
1 个 字符 之 后 插入 s.[1], ВЛ “R”, 
。 向 左 则 找 d[1][1]=0，si[0]=s2[0]。d[1][1] 来 源 于 3 个 数 当中 的 最 小 值 : 上面 +1=2， 左 
侧 +1=2， 左 上 角 数 值 +diffi]D]=0。 来 源 于 左上 角 ， 因 为 字符 相等 什么 也 不 做 。 返 回 
时 不 输出 。 
° 行 或 列 为 0 时 ， 算 法 停止 。 


4.4.4” 伪 代码 详解 
编辑 距离 求解 函数 ， 首 先 计算 两 个 字符 串 的 长 度 ， 然 后 从 =l 开始 ， 比 较 si[0] 和 ss 中 





图 4-30 编辑 距离 最 优 解构 造 过 程 
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的 每 一 个 字符 ， 如 果 字 符 相 等 ，diffi]0]=0， 否 则 аи =. AIME ERR, (ХЕ 
公式 表达 时 用 数组 表示 ， 在 程序 设计 时 只 用 一 个 变量 diff WAT о 

取 上 面 +1(《 即 a[ü0U]=dli-1]U1+1), ÆW CE 4a[3U]=d[üU-1]1), Z E$ 2248 +diff[i)[;] 
(ED qi]=d[i-1]D~1]+ ДЛ) 三 者 当中 的 最 小 值 ， 相 等 时 取 后 者 。 

直到 >enl 时 ， 算 法 结束 ， 这 时 d[len1][ien2] 就 是 我 们 要 的 编辑 距离 。 


int editdistance (char *strl, char *str2) 


{ 


int leni = strlen(str1l); // 计 算 字 符 串 长 度 

int len2 = strlen(str2); 

for(int 1=0;і<=1еп1;і++) // 当 第 二 个 串 长 度 为 0， 编辑 距离 初始 化 为 i 
d[i] [0] = i; 

for(int j=0;j<=len2;j++) // 当 第 一 个 串 长 度 为 0， 编辑 距离 初始 化 为 j 
a[0] [j]=j; 

for(int 1=1;1 <=1еп1;і++) ЕЕ 


{ 
for (int j=1;j<=len2;j++) 
{ 
int diff;// 判 断 str[i] 是 否 等 于 stz2 [j] ,相等 为 0， 不 相等 为 1 
if(strl[i-1] == str2[j-1]) // 相 等 
diff = 0; 
else 
diff = 1 ; 
int temp = min (d[i-1] [j] + 1, d[i][j-1] + 1);// 先 两 者 取 最 小 值 
d[i] [j] = min(temp, d[i-1][j-1] + diff);// 再 取 最 小 值 ， 
// 相 当 于 三 者 取 最 小 值 a[i-1] [j] +1, di]l [3-1] +1, d[i-1] [3-1] +diff 
} 


} 
return d[len1] [1еп2]; 





} 


4.4.5 “实战 演练 


//program 4-2 

#include <iostream> 

#include <cstring> 

using namespace std; 

const int N=100; 

char strl[N],str2[N]; 

int d[N][N]; //а[1] 131975 strl 前 i 个 字符 和 str2 前 j 个 字符 的 编辑 距离 。 


int міп(іпі а, int b) 
{ 

return a<b?a:b;// 返 回 较 小 的 值 
} 


int editdistance (char *strl, char *str2) 


{ 





int lenl = strlen (str1); // 计 算 字符 串 长 度 


int 1еп2 strlen(str2); 


4.4.6 
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for(int 1=0;і<=1еп1;і++) // 当 第 二 个 串 长 度 为 0， 编 辑 距 离 初始 化 为 i 
d[i] [0]= i; 


for(int j=0;j<=len2;j++) // 当 第 一 个 串 长 度 为 0， 编 辑 距离 初始 化 为 3 
d[0] [31=7; 
for (tnte i=l; + <=1еп1;і++) // 人 遍历 两 个 字符 串 
{ 
for(int j=1;j<=len2;j++) 
{ 
int diff;// 判 断 str [i] 是 否 等 于 str2[j], 相 等 为 0， 不 相等 为 1 
if(strl[i-1] == str2[j-1])// 相 等 
diff = 0; 
else 
diff = 1 ; 


int temp = min(d[i-1][3j] +1, 9[1][)-1] + 1);// 先 两 者 取 最 小 值 


d[i] [j] = min(temp，d[i-1] [j-1] + diff);// 再 取 最 小 值 ， 


} 
} 
return d[len1] [len2]; 
} 
int main() 
{ 


cout << "输入 字符 串 strl: "<<епа1; 
cin >> ЗЕ 


cout << "输入 字符 串 str2: "<<endl; 
сіп >> ЗЕД; 


cout << strl<< "和 "<<str2<<" 的 编辑 距离 是 : "<<editdistance (strl,str2); 


return 0; 


} 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


输入 字符 串 strl: 
family 


输入 字符 串 str2: 


frame 


(3) 输出 
family 和 frame 的 编辑 距离 是 : 4 


算法 解析 及 优化 拓展 
1. 算法 复杂 度 分 析 


СТ) 时 间 复 杂 度 : 算法 有 两 个 for 循环 ， 一 个 双重 for 循环 。 如 果 两 个 字符 串 的 长 度 分 


// 相 当 于 三 者 取 最 小 值 da[i-1] 131 +1, d[i] [3-1] +1, d[i-1] [j-1] +diff 
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别 是 m、n， 前 两 个 for 循环 时 间 复 杂 度 为 O(n) 和 О(т), 双重 for 循环 时 间 复 杂 度 为 О(и*т), 
所 以 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(n*m)。 

(2) 空间 复杂 度 : 使 用 了 dl][] 数 组 ， 空 间 复杂 度 为 O(n*m)。 

2. 算法 优化 拓展 

大 家 可 以 动手 实现 构造 最 优 解 部 分 , 可 以 直接 倒 推 也 可 以 在 程序 开始 使 用 辅助 数组 记 
录 来 源 ， 然 后 倒 推 。 

想 一 想 还 有 没有 更 好 的 算法 求解 呢 ? 


4.5 长江 一 日 游 一 一 游艇 租赁 
长 江 游艇 俱乐部 在 长 江上 设置 了 n 个 游艇 出 租 站 ， 游 客 可 以 在 这 些 游 能 出 租 站 租用 游 


艇 ， 并 在 下 游 的 任何 一 个 游艇 出 租 站 归还 游艇 。 游 艇 出 租 站 i 到 游艇 出 租 站 j 之 间 的 租金 为 
r (i,j)，1 <i<j<n。 试 设计 一 个 算法 ， 计 算 从 游艇 出 租 站 i 到 出 租 站 j 所 需 的 最 少 租 金 。 























a 
о ава: i3 НРА 


ро 
4.5.1 问题 分 析 


长 江 游艇 俱乐部 在 长 江上 设置 了 个 游艇 出 租 站 ， 游 客 可 以 在 这 些 出 租 站 租用 游艇 ， 并 
在 下 游 的 任何 一 个 游艇 出 租 站 归还 游艇 。 游 艇 出 租 站 i 到 游艇 出 租 站 / 之 间 的 租金 为 r(P D. 
现在 要 求 出 从 游艇 出 租 站 1 到 游艇 出 租 站 n 所 需 的 最 少 的 租金 。 

当 要 租用 游艇 从 一 个 站 到 另外 一 个 站 时 ， 中 间 可 能 经 过 很 多 站 点 ， 不 同 的 停靠 站 策略 就 
有 不 同 的 租金 。 那 么 我 们 可 以 考虑 该 问题 ， 从 第 1 站 到 第 ”站 的 最 优 解 是 否 一 定 包含 前 六 
的 最 优 解 ， 即 是 否 具有 最 优 子 结构 和 重 僵 性。 如 果 是 ， 就 可 以 利用 动态 规划 进行 求解 。 
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如 果 我 们 穷 举 所 有 的 停靠 策略 ， 例 如 一 共有 10 个 站 点 ， 当 求 子 问题 4 个 站 点 的 停靠 策 
инт, TAME: 2, 3, 4), (2, 3, 4, 5), (3, 4, 5, 6), (4, 5, 6, 7), (5, 6, 7, 
8), (6, 7, 8, 9), 《7，8，9，10)。 如 果 再 求 其 子 问 题 3 个 站 点 的 停靠 策略 ，(1，2，3，4) 
产生 两 个 子 问题 : (1，2，3)，(2，3，4)。(2，3，4，5) 产生 两 个 子 问 题 : (2，3，4)，(3， 
4，5)。 如 果 再 继续 求解 子 问 题 ， 会 发 现 有 大 量 的 子 问 题 重 合 ， 其 算法 时 间 复 杂 度 为 2"， 暴 
力 穷 举 的 办 法 是 很 不 可 取 的 。 

下 面 分 析 第 i 个 站 点 到 第 j 个 站 点 G, Pel, +, D 的 最 优 解 ( 最 少 租 金 ) 问题， 考查 
是 否 具 有 最 优 子 结构 性 质 。 

(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 

。 假设 我 们 已 经 知道 了 在 第 个 站 点 停靠 会 得 到 最 优 解 ， 那 么 原 问 题 就 变 成 了 两 个 子 

м: G, H1, =, K). (k, КН, o, jD. И 4-32 所 示 

° 那么 原 问题 的 最 优 解 是 否 包 含 子 问 题 的 最 优 解 呢 ? И 

假设 第 i 个 站 点 到 第 j 个 站 点 (i， 计 1，…, Л 的 最 | 
优 解 是 c， 子 问题 G, #1, =, Ю ВВИЖЕ а, тн 432 分 解 为 两 个 于 问题 
题 (k, krl, +, D 的 最 优 解 是 6， 那么 c=a+p， 无 论 两 个 子 问 题 的 停靠 策略 如 何 都 不 影响 
它们 的 结果 ， 因 此 我 们 只 需要 证 明 如 果 с 是 最 优 的 ， 则 a 和 4b 一 定 是 最 优 的 ( 即 原 问题 的 最 
优 解 包含 子 问 题 的 最 优 解 )。 

反 证 法 : 如果 a 不 是 最 优 的 ， 子 问题 G, itl, vo, k) 存在 一 个 最 优 解 w，a<a， 那 么 
ab <c， 所 以 c 不 是 最 优 的 ， 这 与 假设 c 是 最 优 的 矛盾 ， 因 此 如 果 c 是 最 优 的 ， 则 a 一 定 是 
最 优 的 。 同 理 可 证 4b 也 是 最 优 的 。 因 此 如 果 c 是 最 优 的 ， 则 a 和 4。 一定 是 最 优 的 。 

因此 ， 该 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 

(2) 建立 最 优 值 的 递归 式 

。 用 m[ 中 表示 第 i 个 站 点 到 第 j 个 站 点 (i， 计 1，…, jD 的 最 优 值 〈 最 少 租 金 )， 那 么 两 

АЫ: Gi, l, +, KD. (k, zl, = D 对 应 的 最 优 值 分 别 是 m[ü[k] mkl] 

。 游艇 租金 最 优 值 递归 式 ; 

=, RA 1 А, ий 0 

>4 jil 时 ， 只 有 2 Ад, my] НЙ, 





PHR, 3 А Вы, mlil[;] = min(mli][k] + тС Л, rL 。 
整理 如 下 。 
0 Jei 
miil] =] ИТЛ ‚1 =1+1 


піп (ти [ЕТ + ГАЛЛ ,j>i+1 
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(3) 自 底 向 上 计算 最 优 值 ， 并 记录 

先 求 两 个 站 点 之 间 的 最 优 值 , 再 求 3 个 站 点 之 间 的 最 优 值 , 直到 п 个 站 点 之 间 的 最 
优 值 。 

(4) 构造 最 优 解 

上 面 得 到 的 最 优 值 只 是 第 1 个 站 点 到 第 个 站 点 之 间 的 最 少 租 金 ， 并 不 知道 停靠 了 哪些 
站 点 ， 我 们 需要 从 记录 表 中 还 原 ， 逆 向 构造 出 最 优 解 。 


4.52 ”算法 设计 


采用 自 底 向 上 的 方法 求 最 优 值 ， 分 为 不 同 规模 的 子 问 题 ， 对 于 每 一 个 小 的 子 问题 都 求 最 
优 值 ， 记 录 最 优 策略 ， 具 体 策略 如 下 。 
(1) 确定 合适 的 数据 结构 
采用 二 维 数组 x[][] 输 入 数据 ， 二 维 数 组 mp 存放 各 个 子 问题 的 最 优 值 ， 二 维 数组 s[][] 
存放 各 个 子 问题 的 最 优 决 策 (停靠 站 点 )。 
(2) 初始 化 
根据 递 推 公式 ， 可 以 把 m 币 中 初 始 化 为 zx 国 四 ， 然 后 再 找 有 没有 比 myra, wR 
有 ， 则 记录 该 最 优 值 和 最 优 解 即 可 。 初 始 化 为 : m[iU]=r[3U], sly] F, =1, 2, + 
п, fj=itl, 2, `°, По 
(3) 循环 阶段 
。 按照 递归 关系 式 计算 3 Ань itl, j (=i+2) 的 最 优 值 ， 并 将 其 存 入 тр, Я 
时 将 最 优 策略 记 入 $, il, 2, +, n-2, 
。 按照 递归 关系 式 计算 4 个 站 点 i 计 1， 计 2, j Q=i+3) 的 最 优 值 ， 并 将 其 存 入 mily 
同时 将 最 优 策 略 记 入 И, 21, 2, +, п-3. 
° 以 此 类 推 ， 直 到 求 出 个 站 点 的 最 优 值 m[1][n]。 
(4) 构造 最 优 解 
根据 最 优 决策 信息 数组 s[][] 弟 归 构 造 最 优 解 。s[1][n] 是 第 1 个 站 点 到 第 nn 个 站 点 (1, 2,…， 
п) 的 最 优 解 的 停靠 站 点 , 即 停靠 了 第 s[1][n] 个 站 点 , 我 们 在 递归 构造 两 个 子 问 题 (1, 2,…， 
k) 和 (k, k+, = n) 的 最 优 解 停靠 站 点 ， 一 直 递 归 到 子 问题 只 包含 一 个 站 点 为 止 。 


4.5.3 ”完美 图 解 
长 江 游 艇 俱乐部 在 长 江上 设置 了 6 个 游艇 出 租 站 ， 如 图 4-33 所 示 。 游 客 可 以 在 这 些 出 
租 站 租用 游艇 ， 并 在 下 游 的 任何 一 个 游艇 出 租 站 归还 游艇 。 游 艇 出 租 站 i 到 游艇 出 租 站 j 之 
间 的 租金 为 rx Gi, j), HHE 4-34 所 示 。 
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图 4-33 ”游艇 租赁 地 图 图 4-34 各 站 点 之 间 的 游艇 租金 
(1) 初始 化 


节点 数 n=6， т =", $1750, 其 中 ， |, 25 newe 9 Ј=1+1, +2, ***, По 如 图 4-35 
所 示 。 





图 4-35 游艇 租赁 问题 初始 化 


(2) 计算 3 个 站 点 i itl, j (=i+2) 的 最 优 值 ， 并 将 其 存 入 m[i][]， 同 时 将 最 优 策 略 
ЛИ, #1, 2, 3, 4. 

° 1=1, j=3: m[1][2]+ m[2][3]=5 < m[1][3]=6， 更 新 m[1][3]=5，s[1][3]=2。 

° i=2, j=4: m[2][3]+ m[3][4]=6 > m[2][4]=5， 不 做 改变 。 

° i=3, j=5: m[3][4]+ т[4][5] =7> m[3][5]=6， 不 做 改变 。 

° i=4, j=6: m[4][5]+ m[5][6]=9 > m[4][6]=8， 不 做 改变 。 

如 图 4-36 所 示 。 

G) 计算 4 个 站 点 i,， 计 1， 计 2，j 《=i+3) 的 最 优 值 ， 并 将 其 存 入 т, НЕРВА 
жа A $, Hls 2, 3. 

° i=], j-4: 


‚К =2 т[ИН m[2][4]=7 " * q 
nin m[1][3]+ mjagjaj-g 原 值 m[1][4]-9， 更 新 m[1][4]=7，s[1[4]-2。 
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图 4-36 ”游艇 租赁 问题 求解 过 程 
° i=2, 5: 


. [k=3 m[2][3]+ m[3][5]=9 D A 
b ие о" ИРИ» E 2-9, s2513. 


° i=3, J=6: 


. [k=4 т[31[41+ m[4][6]=11 Е 5 = 
mi Hi А mlS 。 原 值 ml3Jf6j=12， 更 新 BISI SIBISI 


如 图 4-37 所 示 。 





图 4-37 游艇 租赁 问题 求解 过 程 


(4) 计算 5 个 站 点 i， 计 1，i 计 2， 计 3，j G=i+4) 的 最 优 值 ， 并 将 其 存 入 mm 国门， 同时 将 
最 优 策略 记 入 s 国 由， 六 1、2。 

° i=1, j3: 
k=2 ши m[2][5]=11 
k=3 т m[3][5]=11 ; 原 值 m[1][5]=15， 更 新 m[1][5]=-11, s[1][5]=2- 
k=4 т[1][4]+ m[4][5]=12 
e i=2, ј=6: 

k=3 mÜ[|2][3]+ m[3][6]=14 
= 


min 





k=4 т[2][4]+ m[4][6]=13 ; 原 值 m[2][6]=18， 更 新 m[1][5]=13，s[2][6]=4。 
k=5 m[2][5]+ m[5][6]=15 
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如 图 4-38 所 示 。. 





图 4-38 ”游艇 租赁 问题 求解 过 程 


(5) 计算 6 个 站 点 i itl, it2, i3, it4, j Q=i+4) 的 最 优 值 ， 并 将 其 存 入 т, 
同时 将 最 优 策略 记 入 $, #1. 


k=2 m[1][2]+ m[2][6]=15 

. |k=3 m[1][3]+ m[3][6]=16 一 _ Е 

min1 _ 4 та 46] =15 ' 原 值 m[1][6]=20， 更 新 m[1][6]=15，s[1][6]=2。 
k=5 m{1][5]+ m[5][6] =17 


如 图 4-39 所 示 。 





图 4-39 游艇 租赁 问题 求解 过 程 


(6) 构造 最 优 解 

根据 存储 表格 s[[] 中 的 数据 来 构造 最 优 解 ， 即 停靠 的 站 点 。 

首先 输出 出 发 站 点 1; 读 取 s[1][6]=2, 表示 在 2 号 站 点 停靠 ， 即 分 解 为 两 个 子 问 题 : (1， 
2) Ж (2, 3, 4, 5, 62. 


先 看 第 一 个 子 问 题 A, 2): 读 取 s[1][2]=0， 表 示 没 有 停靠 任何 站 点 ， 直 接 到 达 2, М 
出 2。 
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再 看 第 二 个 子 问 题 (2, 3, 4, 5, 6): 读 取 s[2][6]=4， 表 示 在 4 号 站 点 停靠 ， 即 分 解 为 
两 个 子 问题 : (2，3，4) 和 (4, 5, 6). 


先 看 子 问题 (2，3，4): 读 取 s[2][4]=0， 表 示 没 有 停靠 任何 站 点 ， 直 接 到 达 4， 输 出 4. 


再 看 子 问题 (4, 5, 6): 读 取 s[4][6]=0， 表 示 没 有 停靠 任何 站 点 ， 直 接 到 达 6， 输 出 6。 
最 终 答 案 是 : 1 一 一 2 一 一 4 一 一 6。 


454 伪 代 码 详解 


(1) 最 少 租 金 求解 函数 

设计 中 表示 有 nn 个 出 租 站 , 设置 二 维 数组 m[][]， 和 初始 化 时 用 来 记录 从 i 到 j 之 间 的 租 
金 r[][]， 在 不 同 规模 的 子 问 题 (d=3，4，…，n) 中 ， 按 照 递 推 公式 计算 ， 如 果 比 原 值 mj 
小 ， 则 更 新 mD AA sDUD 记 录 停 靠 的 站 点 号 ， 直 接 最 后 得 到 的 x[1][n] 即 为 最 后 的 结果 。 


void rent () 

{ 
int i,j,k,d; 
for (d=3;d<=n;d++) // 将 问题 分 为 小 规模 a 
{ 


for (i=1;i<=n-d+1;i++) 


| j=i+d-1; 
for (k=i+1;k<j; k++) ”// 记 录 每 一 个 小 规模 内 的 最 优 解 
{ 
int temp; 
temp=m[i][k]+m[k] [j]; 
if (temp<m[i] [j]) 
{ 


m[i] [j]=temp; 


s[i] [j]=k; 
} 


} 





} 
(2) 最 优 解 构造 函数 
根据 s[][] 数 组 构造 最 优 解 ，s[ 四 将 问题 分 解 为 两 个 子 问 题 G e sD Gayl = 
站， 递归 求解 这 两 个 子 问 题 。 当 s[;]U]=0 时 ， 说 明 中 间 没 有 经 过 任何 站 点 ， 直 达 站 点 万 输入 
j, 返回 即 可 。 
| уоіа print (10 і,іпё J) 
2E (3[1][3]==0 ) 
{ 


сошЕ << "=-"<<7; 
return ; 
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} 

print(i,s[i][3j]); 

рЕ1пе ($[1][3],)); 
} 


4.5.5 ”实战 演练 


//program 4-3 
#include<iostream> 
using namespace std; 
const int ms = 1000; 
int r[ms][ms],m[ms][ms],s[ms] [ms] ; //i 到 j 站 的 租金 
int n; // 共 有 mn 个 站 点 
void rent() 
{ 
int i,j,k,d; 
for (d=3;d<=n;d++) // 将 问题 分 为 小 规模 为 a 
{ 
for(i=1;i<=n-d+1;i++) 
{ 
ј=і+а-1; 
for (k=i+1;k<j;k++) ”// 记 录 每 一 个 小 规模 内 的 最 优 解 
{ 
int temp; 
temp=m[i] [к] +м [К] [j]; 
if (Бетр<т[1] [3]) 
{ 
т[1] [3] =Еемр; 
s[i] [3]=К; 


} 
} 
võid. print (int і,іпё 3) 
{ 
1 (3[1][31==0 ) 
{ 
CONE << "--"<<3; 
return ; 
} 
print GL, s [11 [313 
print(s[i][3],3j); 
) 
int main() 
{ 
ine ВЯ 
cout << "请 输入 站 点 的 个 数 n: "; 
сіп >> п; 
cout << "请 依次 输入 各 站 点 之 间 的 租金 ，"; 
for (1=1;1<=п;і++) 
for (j=i+1;j<=n;++j) 
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сіп>>г[і] [5]; 
mfi] [3]=1[11131; 
} 

rent (); 
cout << "花费 的 最 少 租金 为 : " <<m[1] [n] << endl; 
cout <<" 最 少 租 金 经 过 的 站 点 : "<<1; 
Beirne (T ryz 
return 0; 


) 

算法 实现 和 测试 

(1) 运行 环境 

Code::Blocks 

Visual С++ 6.0 

(2) 输入 

请 输入 站 点 的 个 数 n: 6 

请 依次 输入 各 站 点 之 间 的 租金 : 2 6 9 15 20 3 5 11 18 3 6 12 5 8 6 
(3) 输出 


花费 的 最 少 租金 为 : 15 
最 少 租金 经 过 的 站 点 : 1--2--4--6 


4.5.6 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 由 程序 可 以 得 出 : 语句 temp=m 四 [各 +m[][ 中 ]， 它 是 算法 的 基本 语句 ， 
在 3 J: for 循环 中 嵌 套 ， 最 坏 情 况 下 该 语句 的 执行 次 数 为 O(r*)，print0) 函 数 算法 的 时 间 主 要 
取决 于 递归 ， 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 故 该 程序 的 时 间 复 杂 度 为 O(n )。 

(2) 空间 复杂 度 : 该 程序 的 输入 数据 的 数组 为 r[][]， 辅 助 变量 为 i、 j. r. 大 k. т]. 
s[] 吕 ， 空 间 复杂 度 取决 于 辅助 空间 ， 该 程序 的 空间 复杂 度 为 On) 

2. 算法 优化 拓展 

如 果 只 是 想得到 最 优 值 〈 最 少 的 租金 )， 则 不 需要 sE: m[]D 数 组 也 可 以 省 略 ， 直 
接 在 r[][] 数 组 上 更 新 即 可 ， 这 样 空间 复杂 度 减少 为 0(1)。 


4.6 Erik E 


2 п NEIE (А), А», Аз, "eg А,}, 其 中 ， А; 和 Ан (El; 25 я п-| ) 是 可 来 的 。 
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矩阵 乘法 如 图 4-40 所 示 。 用 加 括号 的 方法 表示 短 阵 连 乘 的 次 序 ， 不 同 的 计算 次 序 计 算 量 ( 乘 
法 次 数 ) 是 不 同 的 ， 找 出 一 种 加 括号 的 方法 ， 使 得 矩阵 连 乘 的 计算 量 最 小 。 
例如 : 


а, aa а; ||. biz 6; ац. аз. abi 
Ai Ms. о Е; : а». - b. == az "baz e 
A, £ Mioxi00 的 矩阵 ; a, ân а |Б b, bs аз. аз. asb; 
A3 Æ Мио» Е. 142124] Гм 4x2 24 
оь 2 0 0|3 1 0|=| 2х3 0х1 0х0 
那么 有 两 种 加 括号 的 方法 : 3 5 2|2 0 3| |3x2 5х0 2х3 
la 图 4-40 ”和 矩阵 乘法 


(2) А, (4. А: ). 

第 1 种 加 括号 方法 运算 量 : 5 x 10 х 100+5 x 100 x 2=6000. 

第 2 种 加 括号 方法 运算 量 : 10 x100x2+5x10x2=2100。 

可 以 看 出 ， 不 同 的 加 括号 办 法 ,矩阵 乘法 的 运算 次 数 可 能 有 巨大 的 差别 ! 


4.6.1 问题 分 析 


和 矩阵 连 乘 问题 就 是 对 于 给 定 n 个 连 乘 的 矩阵 , 找 出 一 种 加 括号 的 方法 ,使 得 矩阵 连 乘 的 
计算 量 (乘法 次 数 ) 最 小 。 

看 到 这 个 问题 ， 我 们 需要 了 解 以 下 内 容 。 

(1) 什么 是 矩阵 可 乘 ? 

如 果 两 个 和 矩阵， 第 工 个 矩阵 的 列 等 于 第 2 个 矩阵 的 行 时， 那么 这 两 个 矩阵 是 可 乘 的 。 如 
图 4-41 所 示 。 

(2) 矩阵 相 乘 后 的 结果 是 什么 ? 

从 图 4-41 可 以 看 出 ， 两 个 矩阵 相 乘 的 结果 矩阵 ， 其 行 、 列 分 别 等 于 第 1 个 矩阵 的 行 、 
第 2 个 矩阵 的 列 。 如 果 有 很 多 和 矩阵 相 乘 呢 ? 如 图 4-42 所 示 。 


—FT.WYY.q 


图 4-41 两 个 矩阵 相 乘 图 4-42 ”多 个 矩阵 相 乘 


多 个 矩阵 相 乘 的 结果 和 矩阵， 其 行 、 列 分 别 等 于 第 奔 个 和 矩阵 的 行 、 最 后 ^^]. Ш 
且 无 论 矩 阵 的 计算 次 序 如 何 都 不 影响 它们 的 结果 矩阵 。 

(3) 两 个 矩阵 相 乘 需要 多 少 次 乘法 ? 

例如 两 个 矩阵 Азхо. Box 相 乘 ， 结 果 为 C3x4 要 怎么 计算 呢 ? 

A 矩阵 第 1 行 第 1 个 数 *B 和 矩阵 第 1 列 第 1 个 数 : 1X2; 
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A 矩阵 第 1 行 第 2 个 数 *B 和 矩阵 第 1 列 第 2 个 数 ， 2X3; 

两 者 相 加 存放 在 C 和 矩阵 第 工行 第 1 列 : 1X2+2X3。 

A 矩阵 第 1 行 第 1 个 数 * В 和 矩阵 第 2 列 第 1 个 数 : 1х4; 

A 矩阵 第 1 行 第 2 个 数 + B 矩阵 第 2 列 第 2 个 数 ; 2х6; 

两 者 相 加 存放 在 C 矩阵 第 工行 第 2 列 : 1X4+2X6。 

A 和 矩阵 第 1 行 第 1 个 数 * B 矩阵 第 3 列 第 1 个 数 : 155; 

A 矩阵 第 1 行 第 2 个 数 * В ЖЕЗ 列 第 2 个 数 : 2х9; 

两 者 相 加 存放 在 С 矩阵 第 工行 第 3 列 : 1XS+2X9。 

A 矩阵 第 1 行 第 1 个 数 * 召 矩阵 第 4 列 第 1 ЛЖ: 158; 

A4 矩阵 第 1 行 第 2 个 数 * B 和 矩阵 第 4 列 第 2 个 数 : 2X 10; 

两 者 相 加 存放 在 С 和 矩阵 第 工行 第 4 列 : 1X8+2X10。 

其 他 行 以 此 类 推 。 

计算 结果 如 图 4-43 所 示 。 

可 以 看 出 ,结果 和 矩阵 中 每 个 数 都 执行 了 两 次 乘法 运算 ， 有 3X4=12 个 数 , 一 共 需 要 执行 
2X3X4=24 次 ， 两 个 矩阵 Азхо. Аха 相 乘 执行 乘法 运算 的 次 数 为 3X2X4。 因 此 ，Axn、 
4xk 相 乘 执行 乘法 运算 的 次 数 为 m*n*k。 

如 果 穷 举 所 有 的 加 括号 方法 ,那么 加 括号 的 所 有 方案 是 一 个 卡特 兰 数 序列 ， 其 算法 时 间 
复杂 度 为 2， 是 指数 阶 。 因 此 穷 举 的 办 法 是 很 糟 的 ， 那 么 能 不 能 用 动态 规划 呢 ? 

下 面 分 析 和 矩阵 连 乘 问题 4;421…4j; 是 否 具 有 最 优 子 结构 性 质 。 

(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 

。 假设 我 们 已 经 知道 了 在 第 个 位 置 加 括号 会 得 到 最 优 解 ， 那 么 原 问 题 就 变 成 了 两 个 

FHR: САА"), (AmAn A), WME 4-44 所 示 。 


1х2 
25 
86 
8 16 23 28 乘法 次 数 p 
= 6 44 61 80 
34 68 94 124 PNE НЕ Е ЗИ 
Е 4-43 ”矩阵 相 乘 运 算 图 4-44 分解 为 两 个 子 问 题 


原 问 题 的 最 优 解 是 否 包含 子 问题 的 最 优 解 呢 ? 
@ 假设 AA... А, 的 乘法 次 数 是 с, (ААнл Ар) 的 乘法 次 数 是 а, (Анны Ар) 的 乘 
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法 次 数 是 b, AmA 和 ArAer A) 的 结果 和 矩阵 相 乘 的 乘法 次 数 是 d, WA 
с=а+ь+а, KAWAT (AAmir A Amde A) 的 计算 次 序 如 何 ， 都 不 影响 
它们 结果 和 矩阵， 两 个 结果 矩阵 相 乘 的 乘法 次 数 4 不 变 。 因 此 我 们 只 需要 证 明 如 果 c 是 最 
ЖИ, Мажь 一 定 是 最 优 的 〈 即 原 问 题 的 最 优 解 包含 子 问题 的 最 优 解 )。 

反 证 法 : 如 果 a ЛЕВИ, (ААА) 存在 一 个 最 优 解 gw，a<a， 那 么 ，a+b+Hd<c， 
所 以 c 不 是 最 优 的 ， 这 与 假设 c 是 最 优 的 矛盾 ， 因 此 如 果 c 是 最 优 的 ， 则 a 一 定 是 最 优 的 。 
同 理 可 证 5 也 是 最 优 的 。 因 此 如 果 c 是 最 优 的 ， 则 a 和 45 一 定 是 最 优 的 。 

因此 ， 和 矩阵 连 乘 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 

(2) 建立 最 优 值 递归 式 

° 用 m[i|U]& ААА; ERERKEN, MWAKATA CAAA 

(Ань Анно" A) 对 应 的 最 优 值 分 别 是 т, ТЕНИ, ЕН (АА 
AD 和 (Aka A) 的 结果 矩阵 相 乘 的 乘法 次 数 了 。 

° WIERE А, КАТ ОУ рь, ЯУ дь» m=i, 1+1, =, ј, HERET, BASRE 
BERI УЕ Е НЯ ETF К — S 3ERBEBJ4T Сд Pma) Ain AD 的 结果 是 一 个 pjxgx 
ERE, (eder A) 的 结果 是 一 个 ры*; ЖЕ, q= _ pk， 两 个 结果 和 矩阵 相 乘 的 乘 
法 次 数 是 рёрьл*а;- 如 图 4-45 所 示 。 

° 和 矩阵 连 乘 最 优 值 递归 式 ; 

当 i=j BJ, ЯНА, т; 

АРУ, ml[i)[;] = min (тА + m[k +1 





Е REFAIRE НОЕ K Ep pk isqi 
图 4-45 ”结果 矩阵 乘法 次 数 


РиРьы9 
如 果 用 一 维 数组 p[] 来 记录 条 阵 的 行 和 列 ， 第 i 个 
矩阵 的 行 数 存 储 在 数组 的 第 -1 位 置 ， 列 数 存储 在 数组 的 第 i 位置， 那么 prpkisgj 对 应 的 数 
组 元 素 相 乘 为 p[i—1]*p[k]* p[/], НА: 
и. „i=j 
A EPE AE y iej 


(3) 自 底 向 上 计算 并 记录 最 优 值 

先 求 两 个 矩阵 相 乘 的 最 优 值 , 再 求 3 个 矩阵 相 乘 的 最 优 值 , 直到 个 矩阵 连 乘 的 最 优 值 。 

(4) 构造 最 优 解 

上 面 得 到 的 最 优 值 只 是 矩阵 连 乘 的 最 小 的 乘法 次 数 ， 并 不 知道 加 括号 的 次 序 ， 需 要 从 记 
录 表 中 还 原 加 括号 次 序 ， 构 造 出 最 优 解 ， 例 如 А, (4243)。 

这 个 问题 是 一 个 动态 规划 求 矩 阵 连 乘 最 小 计算 量 的 问题 ， 将 问题 分 为 小 规模 的 问题 ， 自 
底 向 上 ， 将 规模 放大 ， 直 到 得 到 所 求 规模 的 问题 的 解 。 
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4.6.2 ”算法 设计 


采用 自 底 向 上 的 方法 求 最 优 值 ， 对 于 每 一 个 小 规模 的 子 问 题 都 求 最 优 值 ， 并 记录 最 优 策 
略 ( 加 括号 位 置 )， 具 体 算法 设计 如 下 。 
(1) 确定 合适 的 数据 结构 
采用 一 维 数组 p[] 来 记录 和 矩阵 的 行 和 列 , 第 i 个 矩阵 的 行 数 存储 在 数组 的 第 1-1 yB, Я] 
数 存 储 在 数组 的 第 i 位 置 。 二 维 数组 m[][] 来 存放 各 个 子 问题 的 最 优 值 ,二 维 数组 s[][] 来 存放 
各 个 子 问题 的 最 优 决 策 (加 括号 的 位 置 )。 
(2) 初始 化 
采用 一 维 数 组 p[] 来 记录 和 矩阵 的 行 和 列 ，m 四 [i]=0，s[i][ij=0， 其 中 三 1，2,，3,，…，n。 
(3) 循环 阶段 
。 按照 递归 关系 式 计算 2 NERE An Am 相 乘 时 的 最 优 值 ,j=i+1， 并 将 其 存 入 тл, 
同时 将 最 优 策略 记 入 sly] 1, 2, 3, +, п-1. 
。 按照 递归 关系 式 计 算 3 ЛЕН An Ара, Am 相 乘 时 的 最 优 值 ，j=i+2， 并 将 其 存 
入 m[i]0]， 同 时 将 最 优 策略 记 入 $, il; 2, 3, +, п-2. 
° 以 此 类 推 ， 直 到 求 出 n 个 矩阵 相 乘 的 最 优 值 m[1][n]。 
(4) 构造 最 优 解 
根据 最 优 决策 信息 数组 s[][] 递 归 构 造 最 优 解 。s[1][m] 表示 414，…4, 最 优 解 的 加 括号 位 
置 ， 即 (А42 Asin) Asin" Ая), 我 们 在 递归 构造 两 个 子 ECAA Asin № Азии мы 
A,) 的 最 优 解 加 括号 位 置 ， 一 直 递 归 到 子 问题 只 包含 一 个 矩阵 为 止 。 


4.6.3 完美 图 解 
现在 我 们 假设 有 5 NE, WK 4-1 所 示 。 
表 4-1 矩阵 的 规模 





(1) 初始 化 

采用 一 维 数组 p[] 记 录 和 矩阵 的 行 和 列 ， 实 际 上 只 需要 记录 每 个 矩阵 的 行 ， 再 加 上 最 后 一 
个 矩阵 的 列 即 可 ， 如 图 4-46 Рэя. т[П[Й=0, $И[Й=0, =, 2, 3, 4, 5. 

最 优 值 数组 mz[il[i=0， 最 优 决策 数 组 s[i][i]=0， 其 中 i= 1, 2, 3, 4, 5. WE] 4-47 
所 示 。 
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0 1 2 3 `. 4 5 
| 5 [108 | 24| 
图 4-46 ”记录 行列 的 数组 pi 图 4-47 т s[][]8J#6 4k, 
(2) 计算 两 个 矩阵 相 乘 的 最 优 值 


规模 天 2。 根据 递归 式 : 
m[i][j] = min (m[i][k]+ m[k + + pli —1]* p[k]* Л} 


° АА»: k=l, m|1][2] =miní m[1][1]+- #2] [2] +рорр>#=150; s[1][2]=1, 
° А,*А3: k=2, m|2][3]=min í m[2][2]+ m[3][3]+pip2p3}=400; s[2][3]=2。 
° As*A4: КЗ, m[3][4]=min{ m[3][3]+ m[4][4]+popapa) =160; s[3][4]=3。 
° A,*As: k=4, m[4][5]=min{ m[4][4]+ [5] [5] +рзрар}=64; $[4][5]=4. 
计算 完毕 ， 如 图 4-48 所 示 。 





图 4-48 т s[][]T Fr ph E 


(3) 计算 3 个 矩阵 相 乘 的 最 优 值 
规模 天 3。 根据 递归 式 : 
m[i][j] = min (т + m[k + Л + p[i —1]* РА] * ДЛ} 
° А*А*Аз: 
| h =1 ml[1][1]m[2][3]+p, р, р.=0+400+120=520 
m[1][3] = min ; 
k=2 т? т[3][3]+р,р,р,=150+0+240=390 
s[1][3]=2。 
° А*Аз*Ад: 
. | =2 т[2][2]+ m[3][4]+p, р, р. =0+160+100=260 
m[2][4] = min š 
k=3 ma[2][3]+ m[4][4]+p, p, p, =400+0+80=480 
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s[2][4]=2。 
е Аз*А4*А5: 

. fk=3 m[3][3]+ т[4](5]+р, p; р; =0+64+320=384 
m iea | =4 та m[5|[5]:p,p,p,=160+0+80=240 ` 
s[3][5]-4. 
计算 完毕 ， 如 图 4-49 所 示 。 





图 4-49 wmDD 和 sDD 计 算 过 程 


(4) 计算 4 个 矩阵 相 乘 的 最 优 值 
规模 一 4。 根据 递归 式 : 
m[i][j] = min (m[i)[k] + m[k + Л + pli —1]* p[k]* Л} 
° А! *А*Аз*А4: 
k=1 ml|[1][1]+ m[2][4]+p, р, р.=0+260+30=290 
m[1][4] = min Г =2 т] m[3][4]+p, p, р. =150+160+60=370 ; 
k=3 ml[1][3]+ m[4][4]+p, p; р.=390+0+48=438 
s[1][4]=1。 
° A>*As*A4*As: 
k=2 т[2][2]+ m[3][5]+p, p, p;=0+240+200=440 
m|2][5]=minJ2k=3 m[2][3]+ m[4][5]+p, р. р. =400+64+160=604 ; 
Г =4 т[2][4]+ m[5][5]+p, р. р.=260+0+40=300 
s[2][5]=4。 
计算 完毕 ， 如 图 4-50 所 示 。 
(5) 计算 5 个 矩阵 相 乘 的 最 优 值 
规模 一 5。 根 据 递归 式 : 
m([i][;] = min (m[i][k]+ m[k ++ p[i —1]* p[k]* ИЛ} 


° А*А*А;*А+А;: 
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图 4-50 тт s[DD 计 算 过 程 


k=1 "ПИ m[2][5]+p, p, р. =0+300+60=360 
k=2 ml[1][2]+ m[3][5]+p, p, р, =150+240+120=510 
k=3 m[1][3]+ m[4][5]+p, p.p; =390+64+96=550 ` 
k=4 т{11(4]+ m[5][5]+p, p, p. =290+0+24=314 


m[1][5] = min 


s[1][5]=4。 
计算 完毕 ， 如 图 4-51 所 示 。 





图 4-51 т ППИ 

(6) 构造 最 优 解 

根据 最 优 决策 数组 s[][0 中 的 数据 来 构造 最 优 解 , 即 加 括号 的 位 置 。 

首先 读 取 s[1][5]=4， 表 示 在 k=4 的 位 置 把 矩阵 分 为 两 个 子 问 
题 : (41424344)、45。 

再 看 第 一 个 子 问题 (41424344)， 读 取 s[1][4]=1， 表 示 在 kl 
的 位 置 把 矩阵 分 为 两 个 子 问题 : 4 (А4344). 

子 问题 А 不 用 再 分 解 ,输出 : 子 问 题 (424344), 读 取 s[2][4]=2， 
表示 在 k=2 的 位 置 把 矩阵 分 为 两 个 子 问题 : 4,、(4344)。 

子 问题 4; 不 用 再 分 解 ， 输 出 ; 子 问题 (4344)， 读 取 s[3][4]=3， 
表示 在 k=3 的 位 置 把 矩阵 分 为 两 个 子 问 题 : 43、44。 这 两 个 子 问 
题 都 不 用 再 分 解 ， 输 出 。 

子 问题 4; 不 用 再 分 解 ， 输 出 。 

最 优 解构 造 过 程 如 图 4-52 所 示 。 #452 最 优 解 构造 过 程 
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最 优 解 为 : (СА! (A; (АзА4))) As). 
最 优 值 为 : 314. 


4.6.4 伪 代 码 详解 


按照 算法 思想 和 设计 ， 以 下 程序 将 矩阵 的 行 和 列 存 储 在 一 维 数组 间 ，mg0D 数 组 用 于 存储 分 成 
的 各 个 子 问题 的 最 优 值 ，s[D 数 组 用 于 存储 各 个 子 问题 的 决策 点 ， 然 后 在 一 个 for 循环 里 ， 将 问题 
分 为 规模 为 ”的 子 问题 ， 求 每 个 规模 子 问题 的 最 优 解 ， 那 么 得 到 的 m[1][n] 就 是 最 小 的 计算 量 。 

СТ) 矩阵 连 乘 求解 函数 

首先 将 数组 m[][]，s[ 有 0 初始 化 为 0， 然 后 自 底 向 上 处 理 不 同 规模 的 子 问题 ，r 为 问题 的 
规模 ，/= 2; r<=n; 闭 +， 当 一 2 时 ， 表 示 和 矩阵 连 乘 的 规模 为 2， 即 两 个 矩阵 连 乘 。 求 解 两 
个 矩阵 连 乘 的 最 优 值 和 最 优 策 略 ， 根 据 递归 式 : 

т [Л = min (m[;][k] + m[k + [Л + p|i — 1]* p|k] * ДЛ} 


i<k<j 
ХНА КН, RAE т + ++ p[i — 1]* p[k] * АЛ, УМЕН тла 
K FH s[i] 四 记录 取得 最 小 值 的 上 值 。 


void matrixchain() 

{ 
JE 二 DER 
memset (m, 0, sizeof (m)); // mr [初始 化 所 有 元 素 为 0， 实际 只 需要 对 角 线 为 0 即 可 
memset (5,0, sizeof (з)); // sO [] 初 始 化 所 有 元 素 为 0， 实际 只 需要 对 角 线 为 0 即 可 
for(r = 2; r <= п; r++) //r 为 问题 的 规模 ， 处 理 不 同 规模 的 子 问题 
{ 


| for(i = 1; i <= n-r+1l; i++) 

| { 
j = і+г- 1; 
m[i] [j] = м[1+1) [j] + р[1-1] * pli] * p[j];// 决 策 为 k=i 的 乘法 次 数 
5111 [3] = i; // 子 问题 的 最 优 策 略 是 i; 


for(k = 1+1 ; k < j; k++) // 对 从 i+1 #J j 的 所 有 决策 ， 求 最 优 值 
{ 
int t = mlil [К] + м[К+1] [5] + р[1-1] w р [К] + р[}]; 
¿f (€ < m[] [31] 
{ 


£; 
k; 


m[i] [j] 
s[i] [j] 


ии 


} 





} 

(2) 最 优 解 输出 函数 

根据 存储 表格 s[][] 中 的 数据 来 构造 最 优 解 ， 即 加 括号 的 位 置 。 首 先 打 印 一 个 左 括号 ， 然 
后 递归 求解 子 问 题 print Ci, $), print С (+1, р, BHRAS, `4 请 即 只 剩 下 一 


个 矩阵 时 输出 该 矩阵 即 可 。 


уоіа ре1пЕ (11 iint 3) 
{ 
if( i == j ) 
{ 
COUE «="А[" <% і << "1"; 
return ; 
} 
gort 4g TT 
prime (l s [3115112 
ргіпї (5[1]151+1,]); 
Sat << TTS 


4.6.5 “实战 演练 





//program 4-4 
#include<cstdio> 
#include<cstring> 
#include<iostream> 
using namespace std; 
const int msize = 100; 
int p[msize]; 


int m[msize] [msize],s[msize] [msizel]; 


j yt. п; 

void matrixchain() 

{ 
int а. ЕЕ 
memset (м, 0, sizeof (m)); 
memset (5,0, sizeof (5)); 
för (г = 2; E <= п; г++) 


{ 


for (i 
{ 


J = W те 


1; 1 <= metl; 14+) 
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// 不 同 规模 的 子 问题 


m[i][j] = m[i+1] [j] + p[i-1] * pli] * p[j]; // 决 策 为 k=i 的 乘法 次 数 


aLI iJ] = 3: 


// 子 问题 的 最 优 策 略 是 i; 


Ғог(к = 1+1; К < j; k++) // 对 从 i 到 j 的 所 有 决策 ， 求 最 优 值 ， 记 录 最 优 策略 


{ 
int t = m[i] [k] 
if(t < m[i][3]) 
{ 

11 [34 = 
s[i] [5] 


} 
} 
void print(int iint 3) 


{ 


+ m[k+1][3] + р[1-1] + p[k] * р[3]; 
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4.6.6 


} 


if( i == j ) 

{ 
cout geral ee 1 << "|; 
return ; 

} 

cout << " (w; 

ре1пё (1,$[1][3]); 

printsi] 15]+1,3): 

сое << 1)"; 


int main() 


{ 


} 


cout << "请 输入 矩阵 的 个 数 n: "; 
cin >> n; 
ТИ i „3 
cout << "请 依次 输入 每 个 矩阵 的 行 数 和 最 后 一 个 矩阵 的 列 数 : "; 
for (і = 0; 1 <= п; 1++ ) 
сіп >> plij; 
паїгіхсћһаіп (); 
реа п (1,п); 
cout << епа1; 


cout << "最 小 计算 量 的 值 为 : " << п[1] [n] << endl; 


算法 实现 和 测试 

(1) 运行 环境 

Code::Blocks 

Visual C++ 6.0 

(2) 输入 

请 输入 矩阵 的 个 数 n: 5 

请 依次 输入 每 个 矩阵 的 行 数 和 最 后 一 个 矩阵 的 列 数 : 3 5 10824 
(3) 输出 


((А[1] (А[2] (А[3]А[4])))А[5]) 
最 小 计算 量 的 值 为 : 314 


算法 解析 及 优化 拓展 


T 


算法 复杂 度 分 析 


(1) 时 间 复 杂 度 : 由 程序 可 以 得 出 : 语句 t m[ü[k] + тр +p[i-1]*p[&]*p|[/], CER 
法 的 基本 语句 , ТЕЗ ЈЕ for 循环 中 嵌 套 。 最 坏 情 况 下 ， 该 语句 的 执行 次 数 为 Обр), рип 
法 的 时 间 主 要 取决 于 递归 ， 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 故 该 程序 的 时 间 复 杂 度 为 O(n )。 

(2) 空间 复杂 度 : 该 程序 的 输入 数据 的 数组 为 p 辅助 变量 为 i j. rs ts k. mpi $00, 
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空间 复杂 度 取决 于 辅助 空间 ， 因 此 空间 复杂 度 为 O0”)。 
2. 算法 优化 拓展 
想 一 想 ， 还 有 什么 办 法 对 算法 进行 改进 ， 或 者 有 什么 更 好 的 算法 实现 ? 


4.7 切 呀 切 披萨 一 一 最 优 三 角 剖 分 


有 一 块 多 边 形 的 披萨 饼 ， 上 面 有 很 多 蔬菜 和 肉片 ， 我 们 希望 沿 着 两 个 不 相 邻 的 顶点 切 成 
小 三 角形 ， 并 且 尽 可 能 少 地 切 碎 披萨 上 面 的 蔬菜 和 肉片 。 





图 4-53 美味 披萨 


4.7.1 问题 分 析 


我 们 可 以 把 披萨 饼 看 作 一 个 凸 多 边 形 , 凸 多 边 形 是 指 多 边 形 的 任意 两 点 的 连 线 均 落 在 多 
边 形 的 内 部 或 边界 上 。 

(1) 什么 是 凸 多 边 形 ? 

4-54 所 示 是 一 个 凸 多 边 形 ， 图 4-55 所 示 不 是 凸 多 边 形 ， 因 为 viv 的 连 线 落 在 了 多 边 
形 的 外 部 。 


Vo У! 


У. 
V4 W 3 


4-54 12203 # 4-55 非 凸 多 边 形 
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凸 多 边 形 不 相 邻 的 两 个 顶点 的 连 线 称 为 凸 多 边 形 的 纺 。 

(2) 什么 是 凸 多 边 形 三 角 剖 分 ? 

凸 多 边 形 的 三 角 剖 分 是 指 将 一 个 凸 多 边 形 分 割 成 互 不 相交 的 三 角形 的 弦 的 集合 。 图 4-56 
所 示 的 一 个 三 角 痢 分 是 { Ума, V1V3， VIV4}， 另 一 个 三 角 剖 分 是 { V0V2， V0V3， Vova}, 一 人 出 多 
边 形 的 三 角 谢 分 有 很 多 种 。 

如 果 我 们 给 定 凸 多 边 形 及 定义 在 边 、 弦 上 的 权 值 ， 即 任意 两 点 之 间 定 义 一 个 数值 作为 权 
值 。 如 图 4-57 所 示 。 





vo м vo vi 
Vs 
Vs v5 y: 
у w v4 v3 V4 12 Уз 
4-56 120797 图 4-57 带 权 值 的 凸 多 边 形 


三 角形 上 权 值 之 和 是 指 三 角形 的 3 条 边 上 权 值 之 和 1 
wvivev)) = vv |+ | vev; [+ [ум | 
如 图 4-58 所 示 ， ибумм,) Эмм, |+|vivi|+|vovi|=2+8+5=15。 
(3) 什么 是 凸 多 边 形 最 优 三 角 剖 分 ? 
一 个 凸 多 边 形 的 三 角 放 分 有 很 多 种 ， 最 优 三 角 训 分 就 是 划分 
的 各 三 角形 上 权 函 数 之 和 最 小 的 三 角 剖 分 。 $ 
再 回 到 切 披萨 的 问题 上 来 ， 我 们 可 以 把 披萨 看 作 一 个 凸 多 边 
形 ， 任 何 两 个 顶点 的 连 线 对 应 的 权 值 代表 上 面 的 蔬菜 和 肉片 数 ， 
我 们 希望 沿 着 两 个 不 相 邻 的 顶点 切 成 小 三 角形 ， 尽 可 能 少 地 切 碎 азе арво 
Зе АТО ЕЗ АЈ, MWA, НН Я уч ЗЫ и: 
ЖЕН НЯ. 
БЕНИН fE— ru 18, RERAN {vo vo o у}, ДАБАА Н 
ЖЕНЕ? 
首先 分 析 该 问题 是 否 具有 最 优 子 结构 性 质 。 
(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 
。 假设 已 经 知道 了 在 第 个 顶点 切 开 会 得 到 最 优 解 ， 那 么 原 问 题 就 变 成 了 两 个 子 问题 
和 一 个 三 角形 ， 子 问题 分 别 是 {yo， У, °° 5 vo 和 {vi Verio ` Vapo 三 角形 为 VoVeVn, 
如 图 4-59 所 示 。 
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那么 原 问 题 的 最 优 解 是 否 包含 子 问题 的 最 优 解 呢 ? 
。 假设 {wo，w，…， 妇 三 角 剖 分 的 权 值 之 和 是 c，{ywo，vw，…，? 好 三 角 剖 分 的 权 值 之 
和 是 а, {уь уы» to У} 三 角 剖 分 的 权 函 数 之 和 是 2， 三 角形 ук, 的 权 值 之 和 是 
W Судур, 2, ЖАА c=a+b+ w 《vovivn)。 因 此 我 们 只 需要 证 明 如 果 c 是 最 优 的 ， 则 a 和 
b 一 定 是 最 优 的 〈 即 原 问题 的 最 优 解 包含 子 问题 的 最 优 解 )。 
反 证 法 : 如 果 a PERRA {vo vo o ZAKI- EGEA а’, aa, H 
Z a'+b+w woww) <c， 所 以 c 不 是 最 优 的 ， 这 与 假设 с 是 最 优 的 矛盾 ， 因 此 如 果 с 是 最 优 的 ， 
а 一 定 是 最 优 的 。 同 理 可 证 也 是 最 优 的 。 因 此 如 果 с 是 最 优 的 ， 则 a 和 4b 一定 是 最 优 的 。 
因此 ， 凸 多 边 形 的 最 优 三 角 剖 分 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 
(2) 建立 最 优 值 的 递归 式 
° 用 m[iU]Ë& 020000, vo …，y} 三 角 剖 分 的 最 优 值 ， 那 么 两 个 子 问 题 {w_l， 
VV ver …， 妇 对 应 的 最 优 值 分 别 是 та ЙАТ. m[k+1][/], 189 4-60 
所 示 ， 剩 下 的 就 是 三 角形 УТКУ; 的 权 值 之 和 是 W(Vi-1VkVj)° 


vo У 
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图 4-59 И ШЖЕЯНАЕНАЯ 图 4-60 ” 凸 多 边 形 三 角 训 分 最 优 值 
当 jj 时 ， {Wis Ws s УЯЛ Г (у, Vi }, 是 一 条 线段 ， 不 能 形成 一 个 三 角形 剖 
分 ， 我 们 可 以 将 其 看 作 退化 的 多 边 形 ， 其 权 值 设置 为 0。 
° 凸 多 边 形 三 角 剖 分 最 优 解 递归 式 : 
4 у Ч, RÆSA, mfy]. 
АРУ, тйл = тіп (тА + mik + ПЛ ик, > 
= | ‚= 
"ГЛ = min lilt] + mik Лу) > < 


(3) 自 底 向 上 计算 并 记录 最 优 值 

先 求 只 有 3 个 顶点 凸 多 边 形 三 角 剖 分 的 最 优 值 , 再 求 4 个 顶点 凸 多 边 形 三 角 剖 分 的 最 优 
值 ， 直 到 个 顶点 凸 多 边 形 三 角 齐 分 的 最 优 值 。 

(4) 构造 最 优 解 

上 面 得 到 的 最 优 值 只 是 凸 多 边 形 三 角 剖 分 的 三 角形 权 值 之 和 最 小 值 , 并 不 知道 是 怎样 剖 
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分 的 。 我 们 需要 从 记录 表 中 还 原 剖 分 次 序 ， 找 到 最 优 剖 分 的 弦 ， 由 这 些 弦 构 造 出 最 优 解 。 
如 图 4-61 所 示 ， 如 果 w 能 够 得 到 凸 多 边 形 {fw-v 
Vw，…， 好 的 最 优 三 角 剖 分 ， 那 么 我 们 就 找到 两 条 弦 
vv уу» 把 这 两 条 弦 放 在 最 优 解 集合 里 面 ， 继 续 求 
解 两 个 子 问 题 最 优 三 角 剖 分 的 弦 。 
凸 多 边 形 最 优 三 角 剖 分 的 问题 ， 首 先 判断 该 问题 
是 否 具 有 最 优 子 结构 性 质 ， 有 了 这 个 性 质 就 可 以 使 用 
动态 规划 ， 然 后 分 析 问 题 找 最 优 解 的 递归 式 ， 根 据 递 
归 式 自 底 向 上 求解 ， 最 后 根据 最 优 决策 表格 ， 构 造 出 
最 优 解 。 
4.7.2 算法 设计 
凸 多 边 形 最 优 三 角 齐 分 满足 动态 规划 的 最 优 子 结构 性 质 , 可 以 从 自 底 向 上 逐渐 推出 整体 
的 最 优 。 
(1) 确定 合适 的 数据 结构 
采用 二 维 数组 g[][] 记 录 各 个 顶点 之 间 的 连接 权 值 ， 二 维 数组 m[] 吕 存放 各 个 子 问 题 的 最 
优 值 ， 二 维 数 组 s[][] 存 放 各 个 子 问题 的 最 优 决策 。 
(2) 初始 化 
输入 顶点 数 n, 然 后 依次 输入 各 个 顶点 之 间 的 连接 权 值 存储 在 二 维 数 组 g[][] 中 , 令 n=n-1 
(顶点 标号 从 уо 8), ml[ili]=0, s[0[]=0, #oÇBh=1, 2, 3, +, no 
(3) 循环 阶段 
。 按照 递归 关系 式 计算 3 个 顶点 fw-i，Vw，val} 的 最 优 三 角 剖 分 ， 广 寺 1， 将 最 优 值 存 入 
Mm 四， 同时 将 最 优 策略 记 入 s[i] 1, 2, 3, +, nlo 
° 按照 递归 关系 式 计算 4 AA {v-o vo veo va3} 的 最 优 三 角 剖 分 ， 广 i#2， 将 最 优 
值 存 入 тіл, ВЕРЕ А (Л, #1, 2, 3, = и-2. 
° 以 此 类 推 ， 直 到 求 出 所 有 顶点 (vo vo o va 的 最 优 三 角 剖 分 ， 并 将 最 优 值 存 入 
m[1][n]， 将 最 优 策略 记 入 s[1][n]。 vo, 
(4) 构造 最 优 解 
根据 最 优 决 策 信息 数组 s[][] 递 归 构造 最 优 解 ， 即 输 
出 凸 多 边 形 最 优 剖 分 的 所 有 弦 。s[1][z] KRAZ AK 
{уо vo “o Ww) 的 最 优 三 角 剖 分 位 置 ， 如 图 4-62 所 示 。 END 
° 如 果子 问题 1 为 空 ， 即 没有 一 个 顶点 ， 说 明 
vovstum 是 一 条 边 ， 不 是 弦 ， 不 需 输出 ， 否 则 ， ”图 4-62 凸 多 边 形 三 角 章 分 梅 造 最 优 解 





Р 4-61 同 多 边 形 三 角 训 分 构造 最 优 解 
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输出 该 弦 усуне 

° 如 果子 问题 2 为 空 ， 即 没有 一 个 顶点 ， 说 明 узри Ww 是 一 条 边 ， 不 是 弦 ， 不 需 输出 ， 
否则 ， 输 出 该 弦 vsin] Vno 

° BAERT (уо, vo to уы) 1 n vo ^^, У}, АЗН 


题 为 空 停止 。 
4.7.3 完美 图 解 
以 图 4-63 的 凸 多 边 形 为 例 。 


(1) 初始 化 

顶点 数 n=6， 令 n=n-1=5【〔 顶 点 标号 从 wo 开始 )， 然 后 依次 输入 各 个 顶点 之 间 的 连接 权 
值 存储 在 邻接 矩阵 ер, 其 中 i, j=0, 1, 2, 3, 4, 5, 1 4-64 所 示 。m[i][i]=0, s[;][i]=0, 
Ж 21, 2, 3, 4, 5, 1 4-65 所 示 。 





图 4-65 ”最 优 值 和 最 优 策 略 


(2) 计算 3 个 顶点 {fw-i，w wy} 的 最 优 三 角 剖 分 ， 将 最 优 值 存 入 mm 四 四， 同时 将 最 优 策 
略 记 入 $» #1, 2, 3, 4. 
根据 递归 式 : 
тії] = min (те АТ + m[k + Л Угу, 
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e i=l, j2: {vo vo v} 

k=1: m[1][2]=min{m[1][1]+m[2][2]+w(vovıv2)}=8; $[1][2]Е1Т 
e i=2, j=3: {vis У, Vs] 

k=2: m[2][3]=min{m[2][2]+m[3][3]+w (vıv2v3)}=17; s[2][3]=2- 
e i=3, j=4: {v} уз, va} 

k=3: m[3][4]=min{m[3][3]+m[4][4]+w (v2v3v4)}=35; s[3][4]=3。 
e 124, j=5: {v3, уд, vs} 

k=4: m[4][5]=min{m[4][4]+m[5][5]+w (vavavs)}=20; 8[4][5]=4. 
计算 完毕 ， 如 图 4-66 所 示 。 





图 4-66 最 优 值 和 最 优 策略 


(3) 计算 4 个 顶点 {Vi › У» Vi» уно} ПЗ, 将 最 优 值 存 入 т; 同时 将 
最 优 策 略 记 入 И, #1, 2, 3. 
根据 递归 式 : 
тй = почт ++ ни, 
° |=], j=3: {vo Vis Vrs v3} 
nB | =, т m[2][3]+w(v,v,v,)=0+17+7=24 
m[1][3] = min ; 
k=2, mÜ[1][2]+ m[3][3]+w(v;v,v, )=8+0+14=22 
s[1][3]=2。 
ө i2, Ј=4: {vi> уә, Уз, v4} 
I F =2, 1a[2][2]+ m[3][4]+w(v v; v, )=0+35+24=59 
m[2][4] = min i 
k=3, т2][3]+ m[4] [4] +w v v,)=17+0+24=41 
5[2][4]=3. 
е 13, JS: {у2, Уз, Уд» vs} 
: | =3, mÜ[3][3]+ т[4][5]+%(у,у;у;)=0+20+22=42 
m|3][5] = min i 
k=4, т[3][4]+ m[5][5]+w(v,v,v, )=35+0+23=58 
s[3][5]=3。 
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计算 完毕 ， 如 图 4-67 所 示 : 





图 4-67 最 优 值 和 最 优 策略 


(4) 计算 SATR vo vo veo vo vvo ЖИ 9 07, KERRATA т, 18) 
时 将 最 优 策 略 记 入 $, il, 2. 
根据 递归 式 : 
т = min im[;][k] + m[k + [+ wv vv,)} 


iSk<j 

e i=l, J=4: {vos м, Vz» Уз, va} 

k=1, т m[2][4]+w(v,v,v,)>0+41+15=56 
m[1][4] = min | =2, m|[1][2]+ m[3][4]+w(v, v v,)=8+35+21=64 ; 

k=3, mÜ|[1][3]+ m[4][4]+w(v,v,v, )=22+0+18=40 
s[1][4]=3。 
e 122, J=5: {Vis VW Уз, Va Vs) 

k=2, mÜ|[|2][2]+ m[3][5]+w(viv,v;)=0+42+16=58 
т[2][5] = min Г =3, т2][3]+ т[4][5]+и(у,у,у;)=17+20+15=52 ; 

k=4, mÜ|2][4]+ m[5][5]+w(v,v,v.)=41+0+17=58 
5[2][5]=3. 
计算 完毕 ， 如 图 4-68 所 示 。 





图 4-68 ”最 优 值 和 最 优 策 略 


(5) 计算 6 个 顶点 {vii Vis Vigs Vit2s Vit3s va4} 的 最 优 三 角 剖 分 ， J=i+4, 将 最 优 值 存 
入 m 思 四， 同时 将 最 优 策略 记 入 $, 1 
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根据 递归 式 : 
m[i][;] = min (m[i)[k] + m[k + [+ им, } 


e i=], ]=5: {vos Vis У, Уз, Уд, Vs) 
k=1, m[1][1]+ m[2][5]+w(v vi v;)=0+52+14=66 
=2, mÜ|[1][2]+ m[3][5]w(v,v,v.)=8+42+16=66 
3, m[1][3]+ m[4][5]+w(v;v;v;, )=22+20+12=54 ; 
=4 т[11[4]+ m[5][5]+w(v,v,v,)=40+0+14=54 


m[1][5] = min 


s[1][5]=3。 
计算 完毕 ， 如 图 4-69 所 示 。 





图 4-69 ”最 优 值 和 最 优 策 略 


(6) 构造 最 优 解 

根据 最 优 决策 信息 数组 s[][] 递 归 构 造 最 优 解 , 即 输出 凸 多 边 形 最 优 剖 分 的 所 有 弦 。s[1][5] 
表示 则 多边形 {yo，v1，…，vs} 的 最 优 三 角 剖 分 位 置 ， 从 图 4-69 最 优 决 策 数组 可 以 看 出 ， 
s[1][5]=3， 如 图 4-70 所 示 。 

° 因为 mw 一 六 中 有 结 点 ， 所 以 子 问题 1 不 为 空 ， 输 出 该 弦 vov 

° НЯ у ны, АН 2 不 为 空 ， 输 出 该 弦 vvs. 

ә 递归 构造 子 问题 1: {vo vo vo уз), EE s[1][3]=2， 如 图 4-71 所 示 。 


vo 


vo 





Уз 





G 


图 4-70 ”构造 最 优 解 过 程 〈 原 问题 ) 图 4-71 构造 最 优 解 过 程 ( 子 问题 1) 
因为 wv 一 v2 中 有 结 点 ， 所 以 子 问题 1' 不 为 空 ， 输 出 该 弦 vov 


4.7.4 
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递归 构造 子 问题 1': (уо, ут, уо }， 读 取 s[1][2]=1， 如 图 4-72 所 示 。 

因为 vov 中 没有 结 点 ， 子 问题 1" 为 空 ，vovi 是 一 条 边 ， 不 是 弦 ， 不 输出 。 
因为 vov ВВ, АНА 2", у 是 一 条 边 ， 不 是 弦 ， 不 输出 。 
递归 构造 子 问题 2: {vo vs Yo 

因为 交 一 六 中 没有 结 点 ， 子 问题 2 为 空 ，v2v3 是 一 条 边 ， 不 是 弦 ， 不 输出 。 
ә 递归 构造 子 问 题 2: {v3，v4，vs}， 读 取 s[4][5]=4， 如 图 4-73 所 示 。 





图 4-72 ”构造 最 优 解 过 程 ( 子 问题 1 ) 图 4-73 ”构造 最 优 解 过 程 ( 子 问题 2) 


因为 vv 中 没有 结 点 ， 子 问题 1" 为 空 ，vsv4 是 一 条 边 ， 不 是 弦 ， 不 输出 。 
因为 va— vs 中 没有 结 点 ， 子 问 题 2" 为 空 ， Vavs 是 一 条 边 ， 不 是 弦 ， 不 输出 。 
因此 ， ВЕНЕ: V0V3， V3V5， VOV20 


伪 代 码 详解 


(1) М ИРЕЯННОЖИИЖ 
首先 将 数组 m[][]、s[0D 初 始 化 为 0， 然 后 自 底 向 上 处 理 不 同 规模 的 子 问题 4 为 i 到 j 


的 规模 ， d=2; d<=n; d++, м d=2 时 ， 实际 上 是 3 个 点 ， 因为 m VRR (у, Vis Vj} o 
求解 3 个 顶点 凸 多 边 形 三 角 放 分 的 最 优 值 和 最 优 策略 ， 根 据 递归 式 : 


т = пт + m[k + U] + ww 
W k fB, RAE + m[k + Л wv ww))， 找 到 最 小 值 后 用 тагда, ЭЕ 


用 s[i] 中 记录 取得 最 小 值 的 k 值 。 





void Convexpolygontriangulation () 
{ 
for(int i = 1 ;i <= по; i++) // 初始 化 
{ 
m[i] [i] 
s[i] [1] 


0; 
0; 


" I 


) 
for(int d = 2 ;d < п; d++) //d 为 i 到 j 的 规模 ，d=2 时 ， 实 际 上 是 三 个 点 
// 因 为 我 们 的 m[i] 15 7 3750 (уі-1, уі, уј} 
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for(int i = 1 ;i < n - d + 1 ; i++) // 控 制 奔 值 
{ 


int j = E + d=234 y // 348 

miili) = m[i+1]3] œ g[3-11I3]. + 21213] + 9-91; 
3[1] [J] = +; 

for(int k = i + 1 ;k < j ; k++) // 枚 举 划 分 点 


{ 
double temp = m[i] [К] + m[k+1] [j] + 9[1-1] [К] + g[k] [j] + 9[1-11 [j] ; 
lf (m[i][j] > temp) 
{ 
m[i] [j] = temp ; // 更 新 最 优 值 
s[i] [j] к; // 记录 划分 点 


} 


(2) 最 优 解 输出 函数 

我 们 首先 从 s[][] 数 组 中 读 取 s 和 中， 然后 判断 子 问 题 1 是 否 为 空 。 若 syi KR i 到 
sH HFEA, 子 问题 1 不 为 空 ， 那么 Уту 9, i {утур}: 判断 子 问 题 
жал, в >, 7 s[3üU]]1 到 j 之 间 存 在 顶点 ， 子 问题 2 不 为 空 ， 那 么 vs 
站 是 一 条 弦 ， 输 出 {wmamrv}。 递 归 求解 子 问题 1 和 子 问题 2， 直到 二) 时 停止。 


void print(int i , int j) // 输出 所 有 的 弦 
{ 





1Е(1 == j) return ; 
if (3[1] [3]>1) 

соцЕ<<" {у"<<1-1<<"у"<<5 [1] [1]<<"}"<<епа1; 
і (9>5[1]151+1) 

cout<<" {у"<<5 [1] [3 ]<<"у"<<)<<" }"<<епа1; 
ргіпё (і ,s[1i)[j]); 
print (s[:#] [3]£1 „3); 





) 


4.7.5 “实战 演练 


//program 4-5 
#include<iostream> 
#include<sstream> 
#include<cmath> 
#include<algorithm> 
using namespace std; 
const int M= 1000 + 5 ; 
int m ў 

int $[М] [М] ; 

double m[M] [M] , g [M] [М]; 
void Convexpolygontriangulation () 


{ 





Ғот(ілЕ i = 3 yi <s п ; Зя) // 初始 化 
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ш[1] [1] = O ; 
311111] = O ;£ 
} 
for (int d = 2 ;а <= n ; d++) //а 为 问题 规模 ，d=2 时 ， 实 际 上 是 三 个 点 


// 因 为 我 们 的 m[i] IRRE {vio vo vi} 
for(int i = 1 ;i < n - d+ 1 ; i++) // 控制 i 值 
{ 


int j= і +а-1; Z 3 8 

m [3] Pp] = т за у Pols 90] z 
sipi = 4 

for(int к= i +1 pk < 3 ; к++) // 枚 举 划分 点 


{ 
double temp = m[i] [К] + m[k+1] [j] + 9[1-1] [k] + g[k] [3] + g[i-1] [j] ; 
if(m[i][j] > temp) 
{ 
m[i][j] = temp у // 更 新 最 优 值 


SHIG ==; // 记录 划分 点 
} 
} 
} 
} 
void print(int i , int j) // 输出 所 有 的 弦 
{ 
if(i == j) return } 


1Е(3[1] EII 
соиЕ<<"{\у"<<1-1<<"у"<<5 [1] [1]<<"}"<<епа1; 
if (3>3[1] [j]+1) 
cout<<"(v"<<s[i][j]<<"v"<<j<<")"<<end1; 
print (i ,s[i][j]); 
print (s[i] [j]+1 ,j); 
} 
int main() 
{ 
Int izj? 
cout << "请 输入 顶点 的 个 数 n:"; 
cin >> 
== g 
cout << "请 依次 输入 各 项 点 的 连接 权 值 :"; 
forli = 0 pi <= п; ++1) // 输入 各 个 顶点 之 间 的 连接 权 值 
fort j = 0 zj <= n ; ++) 
cin>>g[i] [j] ; 
Convexpolygontriangulation (); 
сои <<и [1] [п] <<епа1; 
print(1 ,n); // 打印 路 径 
return 0; 


} 

算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
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Visual C++ 6.0 
(2) 输入 


oy n = QÓ) NN O о 
ao > Q) O № 
= 
N 
ош олоо OY 


(3) 输出 


54 

{ уо уз } 
| { va vs } 
{ Vo V+ } 
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1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 由 程序 可 以 得 出 语句 == АГА + тА + g[i—1][;] + g[i][/] + [1-1] 
中, 它 是 算法 的 基本 语句 , 在 3 E: for 循环 中 柑 套 , 最 坏 情 况 下 该 语句 的 执行 次 数 为 O0r )， 
print() 函 数 算法 的 时 间 主 要 取决 于 递归 ， 最 坏 情况 下 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 故 该 程序 的 时 间 
复杂 度 为 O(n )。 

(2) 空间 复杂 度 : 该 程序 的 输入 数据 的 数组 为 g[][]， 辅 助 变量 为 i、 j. r. t. k. т, 
s[0]， 空 间 复杂 度 取决 于 辅助 空间 ， 因 此 空间 复杂 度 为 O(n”)。 

2. 算法 优化 拓展 

这 个 问题 尽管 和 和 矩阵 连 乘 问题 表达 的 含义 不 同 ， 但 递归 式 是 完全 相同 的 ， 那 么 程序 代码 
就 可 以 参考 矩阵 连 乘 的 代码 了 。 

想 一 想 ， 还 有 什么 办 法 对 算法 进行 改进 ， 或 者 有 什么 更 好 的 算法 实现 ? 


4.8 ЮЕ Z Ea 


一 群 小 孩子 在 玩 小 石子 游戏 ， 游 戏 有 两 种 玩法 。 

(1) 路 边 玩法 

有 n 堆 石子 堆放 在 路 边 , 现 要 将 石子 有 序 地 合并 成 一 堆 ， 规 定 每 次 只 能 移动 相 邻 的 两 堆 
石子 合并 ,合并 花费 为 新 合成 的 一 扒 石子 的 数量 。 求 将 这 N 堆 石子 合并 成 一 堆 的 总 花费 (最 
小 或 最 大 )。 
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(2) 操场 玩法 
一 个 圆 形 操场 周围 摆 放 着 于 扒 石 子 ， 现 要 将 石子 有 序 地 合并 成 一 扒 ， 规定 每 次 只 能 移动 
相 邻 的 两 堆 石子 合并 , 合并 花费 为 新 合成 的 一 扒 石子 的 数量 。 求 将 这 N 堆 石 子 合 并 成 一 堆 的 
总 花费 (最 小 或 最 大 )。 






| ЧЫ 
4-74 ”小 石子 游戏 


4.8.1 问题 分 析 


本 题 初 看 可 以 使 用 贪心 法 来 解决 , 但 是 因为 有 必须 相 邻 两 堆 才能 合并 这 个 条 件 在 ， Н 
心 法 就 无 法 保证 每 次 都 能 取 到 所 有 堆 中 石子 数 最 少 ( 最 多 ) 的 两 堆 。 

下 面 以 操场 玩法 为 例 : 假设 有 n=6 堆 石子 ， 每 堆 的 石子 个 数 分 别 为 3、4、6、5、4、2。 

如 果 使 用 贪心 法 求 最 小 花费 ， 应 该 是 如 下 的 合并 步骤 : 


第 1 次 合并 346542 2, 3 合并 花费 是 5 
第 2 次 合并 54654 5, 4 合并 花费 是 9 
第 3 次 合并 9654 5, 4 合并 花费 是 9 
第 4 次 合并 969 9, 6 合并 花费 是 15 
第 5 次 合并 15 9 15, 9 合并 花费 是 24 


总 得 分 二 5 十 9 十 9 十 15 十 24 二 62 
但 是 如 果 采 用 如 下 合并 方法 ， 却 可 以 得 到 比 上 面 花费 更 少 的 方法 : 


第 1 次 合并 346542 3，4 合 并 花费 是 7 
第 2 次 合并 76542 7，6 合并 花费 是 13 
第 3 次 合并 13 542 4，2 合并 花费 是 6 
第 4 次 合并 1356 5, 合并 花费 是 11 


第 5 次 合并 1311 13，11 合并 花费 是 24 
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总 花费 =7 十 13 十 6 十 11 十 24 王 61 

显然 利用 贪心 法 来 求解 错误 的 ， 贪 心算 法 在 子 过 程 中 得 出 的 解 只 是 局 部 最 优 ， 而 不 能 
证 全 局 的 值 最 优 ， 因 此 本 题 不 可 以 使 用 贪心 法 求解 。 

如 果 使 用 暴力 穷 举 的 办 法 , 会 有 大 量 的 子 问 题 重 复 ， 这 种 做 法 是 不 可 取 的 ， 那么 是 否 可 
以 使 用 动态 规划 呢 ?” 我 们 要 分 析 该 问题 是 否 有 具有 最 优 子 结构 性 质 , 它 是 使 用 动态 规划 的 必要 
条 件 。 

1. 路 边 玩法 

如 果 n-1 次 合并 的 全 局 最 优 解 包含 了 每 一 次 合并 的 子 问题 的 最 优 解 ， 那 么 经 这 样 的 n—1 
次 合并 后 的 花费 总 和 必然 是 最 优 的 ， 因 此 我 们 就 可 以 通过 动态 规划 算法 来 求 出 最 优 解 。 

首先 分 析 该 问题 是 否 具有 最 优 子 结构 性 质 。 

(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 

° 假设 已 经 知道 了 在 第 扒 石 子 分 开 可 以 得 到 最 优 解 ， 那 么 原 问 题 就 变 成 了 两 个 子 问 

Я, УНР {а а, ` а ЖИ ава, ` а}, WE 4-75 所 示 。 

那么 原 问 题 的 最 优 解 是 否 包 含 子 问题 的 最 优 子 问题 1 子 问 题 2 
解 呢 ? aa 

。 假设 已 经 知道 了 n HEAT JER BJ 

花费 是 c， 子 问题 1{ ap а, ` ak) 
石子 合并 起 来 的 花费 是 a, 子 问题 2{ an …，dj} 石 子 合并 起 来 的 花费 是 b, { а, 
аз, "` а } 石 子 数量 之 和 是 w (i, j), ЖА c=atb+w (Ci, 让。 因此 我 们 只 需要 
证 明 如 果 с 是 最 优 的 ， 则 a 和 2 一 定 是 最 优 的 〈 即 原 问 题 的 最 优 解 包含 子 问题 
的 最 优 解 )。 

反 证 法 : 如 果 a 不 是 最 优 的 ， 子 问题 1{ w，w，…，ak } 一 定 存在 一 个 最 优 解 a'，a'<a， 
那么 ачЬ+ у Ci, j) <c， 这 与 我 们 的 假设 c 是 最 优 的 矛盾 ， 因 此 如 果 c 是 最 优 的 ， 则 a 一 定 
是 最 优 的 。 同 理 可 证 5 也 是 最 优 的 。 因 此 如 果 c 是 最 优 的 ， 则 a 和 5 一定 是 最 优 的 。 

因此 ， 路 边 玩 法 小 石子 合并 游戏 问题 具有 最 优 子 结构 性 质 。 

(2) 建立 最 优 值 递 归 式 

设 Min RRAS ЕН 7 Ж f 6 EB Be 46%, Мін Sk A 2 i ЖА 
到 第 k 堆 石子 合并 的 最 小 花费 ，Min[k+1] 四 代表 从 第 k+l1 堆 石 子 到 第 7 堆 石子 合并 的 最 小 花 
R, w G, D 代表 从 i 堆 到 j 堆 的 石子 数量 之 和 。 列 出 递归 式 : 


i я 
мтИ[Л= МИРЕ Minik +1][/] t wij) ,i<j 








Е 4-75 原 问 题 分 解 为 子 问 题 


Мах] 代表 从 第 i 堆 石 子 到 第 j 堆 石 子 合并 的 最 大 花费 ，Max[i][K] 代表 从 第 i ME 
石子 到 第 堆 石子 合并 的 最 大 花费 ，MWMax[k+1]D] 代表 从 第 k+l WATIE у ATEH 
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的 最 大 花费 ，w (1, 代表 从 i 堆 到 j 堆 的 石子 数量 之 和 。 列 出 递归 式 : 
0 {= } 
сми мера Maxik ++.) <) 
2. 操场 玩法 
如 果 把 路 边 玩法 看 作 直 线 型 石子 合并 问题 ， 那 么 操场 玩法 就 属于 圆 型 石子 合并 问题 。 贺 
型 石子 合并 经 常 转 化 为 直线 型 来 求 。 也 就 是 说 ， 把 圆 形 结构 看 成 是 长 度 为 原 规模 两 倍 的 直线 
结构 来 处 理 。 如 果 操 场 玩法 原 问题 规模 为 nm， 所 以 相当 规模 为 
ФЕ ЕТ а» а» eu ap арган "s aa Ж A 9 в Ay 
题 规模 为 2n-1， 如 图 4-76 所 示 。 然 后 就 可 以 用 线性 的 5 
石子 合并 问题 的 方法 求解 , 求 最 大 值 的 方法 和 求 最 小 值 ” 图 4-76 转化 为 规模 为 2-1 的 直线 型 
的 方法 是 一 样 的 。 最 后 ， 从 规模 是 ”的 最 优 值 找 出 最 小 值 或 最 大 值 即 可 。 
4.8.2 算法 设计 
1. 路 边 玩法 
假设 有 n Ж, НЮР, 合并 相 邻 两 堆 的 石子 ， 每 合并 两 堆 石 子 有 一 个 花费 ， 最 终 
合并 后 的 最 小 花费 和 最 大 花费 。 
(1) 确定 合适 的 数据 结构 
采用 一 维 数组 a[] 来 记录 第 i 堆 石 子 (a;) 的 数量 ; ешт Г Car а, ~, 
а) 石子 的 总 数量 ， 二 维 数组 Miny] Maxi Же HERRE as ана, "7 а ЕН 
子 合并 的 最 小 花费 和 最 大 花费 。 


(2) 初始 化 

输入 石子 的 堆 数 n， 然 后 依次 输入 各 堆 石 子 的 数量 存储 在 а, © Min[il[i]=0， 
Мах [Й=0, ѕит[0]=0, Я ѕит[, НТ, 2, 3, +, п. 

(3) 循环 阶段 


。 按照 递归 式 计 算 2 堆 石子 合并 {a，any} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 , 1, 2, 3, -**, п-1. 
。 按照 递归 式 计算 3 堆 石 子 合并 {a;，an1，aii2} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 , 二 1, 2, 3,…， 
6 

° 以 此 类 推 ， 直 到 求 出 所 有 堆 {a1/，…，a,} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 。 

(4) 构造 最 优 解 

Min[1][n] 和 Max[1][n] 是 п 堆 石 子 合并 的 最 小 花费 和 最 大 花费 。 如 果 还 想 知道 具体 的 合 
并 顺序 ， 需 要 在 求解 的 过 程 中 记录 最 优 决 策 ， 然 后 逆向 构造 最 优 解 ， 可 以 使 用 类 似 矩 阵 连 乘 
的 构造 方法 ， 用 括号 来 表达 合并 的 先后 顺序 。 
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2. 操场 玩法 

圆 型 石子 合并 经 常 转化 为 直线 型 来 求 ， 也 就 是 说 ， 把 圆 形 结构 看 成 是 长 度 为 原 规模 两 倍 
的 直线 结构 来 处 理 。 如 果 操 场 玩 法 原 问题 规模 为 x"， 所 以 相当 于 有 一 排 石 子 al，c，…，aw， 
a1，4a2，*"…，qan1， 该 问题 规模 为 2n-1， 然 后 就 可 以 用 线性 的 石子 合并 问题 的 方法 求解 ， 求 
最 小 花费 和 最 大 花费 的 方法 是 一 样 的 。 最 后 ， 从 规模 是 n 的 最 优 值 找 出 最 小 值 即 可 。 即 要 从 
规模 为 n 的 最 优 值 Min[1][n]，Min[2][n+1]，Min[3][n+2]，…，Min[n][2n-1] 中 找 最 小 值 作为 
圆 型 石子 合并 的 最 小 花费 。 

从 规模 是 的 最 优 值 Max|[1][n], Max[2][n+1], Мах[31[п+2], `, Max[n][2n-1] 中 找 
最 大 值 作 为 圆 型 石子 合并 的 最 大 花费 。 


4.8.3 完美 图 解 


如 图 4-77 所 示 ， 以 6 扒 石 子 的 路 边 玩法 为 例 。 
(1) 初始 化 
输入 石子 的 堆 数 n， 然 后 依次 输入 各 堆 石 子 的 数量 存储 在 a 四 中， 如 图 4-78 所 示 。 


П Ч ed 
/® © \ “° e-. e° eN /® ee) , өө) j ee° ) 
(@@@| (90099) e0? ) Зоо ®/ ( 27, 2 тои АЦ ЫЕ. еде. G 
аа аа —— =: > 一 
| 


4-77 6 НУ: 图 4-78 石子 数量 


Мт ЛЖ Мах Же i 堆 到 第 j 堆 a;，ain，*…，ai; 堆 石子 合并 的 最 小 花费 和 最 
КІЕЎ. < Міп[1=0, Мах[[=0, 110 4-79 所 示 。 








图 4-79 最 小 花费 和 最 大 花费 


sum[i] ZJ BJ i 堆 石 子 数量 总 和 ，sum[0]=0， 计算 sum[i], Ж 1, 2, 3, =, n, В 
图 4-80 所 示 。 
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原 递 归公 式 中 的 w G, J) 代表 从 i 堆 到 j 堆 的 石子 数量 之 和 ， 可 以 用 直接 查 表 法 sumy] 
-sum[i-1] 求 解 ， 如 图 4-81 所 示 。 这 样 就 不 用 每 次 遇 到 w G, j) 都 计算 一 遍 了 ， 这 也 是 动态 
规划 思想 的 显现 ! 


ѕит[і- 1] 


ü холата ж | L 
«ТЫ 6 
sum[/] 


图 4-80 ”前 i 堆 石 子 数量 总 和 图 4-81 swum 四 -sum[i-1] 即 为 w Ci, j) 








(2) 按照 递归 式 计算 两 堆 石 子 合并 {a;，ain1} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 ，i=1，2，3,，4，5。 
如 图 4-82 所 示 。 





图 4-82 ”最 小 花费 和 最 大 花费 


e i=l, FF2: {an Ф} 

k=1: Min|[1][2]=Min|1][1]+Min[2][2]+sum[2] —sum[0]=13; 
Max|1][2]=Max[1][1]+Max|[2][2]+sum[2] -sum[O]=13 。 

e 22, j=3: {а, аз) 

k=2: Min[2][3]=Min[2][2] +Min|3][3]+sum[3] —sum[1]=14; 
Max[2][3]=Max[2][2]+Max[3][3]+sum[3] -sum[1]=14。 

e 13, j=4: {аз, aqa) 

k=3: Min|3][4]=Min|[3][3]+Min[4][4]+sum[4] —sum[2]=15; 
Max|3][4] =Max[|[3][3] +Max[|4][4]+sum[4] —sum[2]=15- 

° 24, j=5: (ao as} 

k=4: Min|[4][5]=Min[4][4] -Min[|5][5]+sum[5] —sum[3]=11; 
Max|[4][5]=Max[4][4] +Max[5][5]+sum[5] -sum[3]=11。 

e 1255, j=6: {а5, as) 

k=5: Min|5][6] =Min[5][5]+Min[6][6] +sum[6] —зит[4]=5; 
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Мах[5][6]=Мах[5][5] +Мах[6][6]+зит1[6] -sum[4]=5 。 
(3) 按照 递归 式 计 算 3 堆 石 子 合 并 fa;， ан» an?} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 ， |, 2, 3, 
4, Ш 4-83 所 示 。 





4-83 ”最 小 花费 和 最 大 花费 


e i=l, f=3: {ap а, аз} 

И =, Min|[1][1]+ Min[2][3]+sum|[3] - ѕит[0]=0+14+19=33 

Міп[1[3] = min . 4 
к= 2, Min|1][2]+ Min|3][3]+sum[3] — ѕит[0]=13+0+19=32 

k=1, Max[1][1]+ Мах[2][3]+5ит[3] - ѕит[0]=0+14+19=33 
к= 2, Maxl[1][2]+ Мах 3 [3]+5ит[3] — ѕит[0]=13+0+19=32 
Міп[1][3]= 32; Мах[1][3]=33 
e 1-2, ]=4: { а, аз, as} 
к= 2, Min[2][2]+ Міп[31[4]+ѕит[4] – ѕит[1]=0+15+23=38 
к= 3, Min[2][3]+ Min[4][4]+sum[|4] – ѕит[1=14+0+23=37 
k=2, Мах[2][2]+ Max[3][4]+sum[4]— ѕит[1]=0+15+23=38 
к= 3, Max[2][3]+ Мах[41[4]+5ит[4] - ѕит[1]=14+0+23=37 
Мт[2][4]= 37; Мах[21[4]=38. 


° 1-3, JS: { аз, a4» as} 


Max[1][3] = пик] 


Min[2][4] = тіп | 


Max[2][4] = max | 


k=4, Min|[3][4]+ Min[5][5]+-sum|[|5] — 5ит[2]=15+0+17=32 
k=3, Max[3][3]+ Max[4][5]+sum[5] — sum[2]=0+11+17=28 
k=4, Max[3][4]+ Мах 5$ [5]+5ит[5] — sum|2]=15+0+17=32 
Min[3][5]= 28; Max[3][5]=32. 

e 124, j=6: (aa as а} 

k=4, Min[4][4]+ Мт5][6]+5ит[6] — sum[3]=0+5+14=19 
k=5, Min[4][5]+ Min[6][6]+sum[6]— ѕит[3]=11+0+14=25 


ий 2 =3, Min[3][3]+ Min[4][5]+sum[5] — ѕит[2]=0+11+17=28 


Max[3][5] = тах | 


Міп[4][6] = min{ 
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k=4, Мах[41[4]+ Мах 5][6]+5ит[6] — ѕит[3]=0+5+14=19 
k=5, Мах4]5]+ Мах 6][6]+5ит[6] — ѕит[3]=11+0+14=25 
Min[4][6]= 19; Мах[4][6]=25. 
(4) 按照 递归 式 计算 4 堆 石 子 合并 {a;，airt+，a#2，an3} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 ,二 1,，2， 
3， 如 图 4-84 所 示 。 


Max[4][6] = пик] 





Р 4-84 最 小 花费 和 最 大 花费 


° i=l, j=4: { а, а, аз, а} 
k=1, Min[1][1]+Min[2][4]+sum[4] — sum[0]=0+37+28=65 
Min[1][4] = min Г =2, Min[1][2] +Min|3][4]+sum[4] — ѕит[0]=13+15+28=56 
k=3, Min[1][3]+Min[4][4]+sum[4] — sum[0]=32+0+28=60 
k=1, Max[1][1]+Max[2][4]+sum|4]— sum[0]=0+38+28=66 
Мах[1[4] = max Г =2, Max|1][2] -Max[3][4]+sum[4] — ѕит[0]=13+15+28=56 
k=3, Max[1][3]j+Max[4][4]+sum[4] — sum[0]=33+0+28=61 
Min|[1][4]= 56; Max|1][4]=66. 
ө 122, j=5: (a, аз, ae as} 
k=2, Min|[2][2] -Min[3][5]+sum[5] — зит[=0+28+25=53 
Min[2][5] = min Г =3, Min|2][3] +Min[|4][5]+sum[5] — зит[=14+11+25=50 
k=4, Min[2][4] +Min[5][5]+-sum[5] — sum[1]=37+0+25=62 
k=2, Мах2][2]+Мах[3][5]+5ит[5] — sum[1]=0+32+25=57 
Max[2][5] = тах Г =3, Мах[2][31+Мах[41(5]+ѕит[5] — ѕит[1]=14+11+25=50 
k=4, Мах2[4]+Мах[5][5]+5ит[5] — sum[1]=38+0+25=63 
Min[2][5]=50; Мах[2][5]=63 
ө 23, j=6: (days, а аз, as) 
k=3, Min|[3][3] -Min[4][6]+sum[6]— ѕит[2]=0+19+20=39 
Min|3][6] = min Г =4, Min|[3][4]-Min[5][6]+sum[6] — зит[2]=15+5+20=40 
k=5, МШЗ] 5]+Мт[6][6]+5ит[6] – зит[2]=28+0+20=48 
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k=3, Max[3][3]+Max[4][6]+sum[6]-— ѕит[2]=0+25+20=45 
Мах[3][6] = тах; к = 4, Мах 3][4]+Мах5][6]+5ит[6] — ѕит[2]=15+5+20=40 
k=5, Max[3][5]+Max[6][6]+sum[6]— зит[2]=32+0+20=52 
Min|[3][6]=39; Max[3][6]=52。 
(5) 按照 递归 式 计 算 5 堆 石子 合并 {ai，arl，ara，ana，an4} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 ,到 1， 
2， 如 图 4-85 所 示 。 





图 4-85 最 小 花费 和 最 大 花费 


° i=l, /=5: {а as аз ар as} 
k=1, Min[1][1]+ Min[2][5]+sum[5] — sum[0]=0+50+30=80 
k=2, Min|[1][2]+ Min[3][5]+sum[5] — sum[0]=13+28+30=71 
=3, Min[1][3]+ Min[4][5]+sum[5] — sum[0]=32+11+30=73 
=4, Min|1][4]+ Min[5][5]+sum[5] — sum[0]=56+0+30=86 
1, Max|1][1]+ Мах[2][$]+5ит[5] — зит[0]=0+63+30=93 
=2, Мах1]2]+ Мах 3][5]+5ит[5] — 5ит[0]=13+32+30=75 
3, Мах !З]+ Мах[4] [$] +5ит[5] — ѕит[0]=33+11+30=74 
k=4, Max[1][4]+ Мах 5][5]+5ит[5] - зит[0]=66+0+30=96 
Min[1][5]=71; Мах[1][5]=96. 
e 122, j=6: {a аз, ад as as) 
k=2, Min[2][2]+ Min[3][6]+sum[6] — sum[1]=0+39+28=67 
=3, Min[2][3]+ Min[4][6]+sum[6] — sum[1]=14+19+28=61 
=4, Min[2][4]+ Min[5][6]+sum[6] — sum[1]=37+5+28=70 
5, Min|[2][5]+ Min[6][6]+sum[6] — sum[1]=50+0+28=78 
2, Max[2][2]+ Мах[3][6]+5ит[6] — sum[1]=0+52+28=80 
=3, Max[2][3]+ Мах[4][6]+5ит[6] — ѕит[1]=14+25+28=67 
4 
5 


Minl1][5] = min 


Max|1][5] = max 


Min[|2][6] = min 


Мах[2][6] = тах ‚ Max[2][4]+ Max[5][6]+sum[6] — sum[1]=38+5+28=71 


‚ Max[2][5]+ Max[6][6]+sum[6] — sum[1]=63+0+28=91 
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Min[2][6]=61; Max[3][6]=9. 
(6) 按照 递归 式 计算 6 扒 石 子 合并 {ai，a，cs，a4，a5，a6} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 ， 如 
图 4-86 所 示 。 











图 4-86 最 小 花费 和 最 大 花费 


e =], f=6: { а, а, аз, ад, as, as) 

=, Min[1][1]+ М2 [6]+5ит[6] – 5ит[0]=0+61+33=94 

=2, Min[1][2]+ Мін[3][6]+5ит[6] — ѕит[0]=13+39+33=85 
3, Min[1][3]+ Min[4][6]+sum[6] — sum[0]=32+19+33=84 

=4, Min[1][4]+ Min[|5][6]+sum[6] — зит[0]=56+5+33=94 
5, Min[1][5]+ Min[|6][6] +sum[6] — sum[0]=71+0+33=104 


Min[1][6] = min 


1, Max[1][1]+ MaxI[2][6]+sum[6] — sum[0]=0+91+33=124 
=2, Max[1][2]+ Max[3][6]+sum[6] — sum[0]=13+52+33=98 
3, Max|1][3]+ Max[4][6]+sum[6] — sum[0]=33+25+33=91 
=4, Max[1][4]+ Max|[5][6] +sum[6] - sum[0]=66+5+33=104 
k=5, Mayx[1][5]+ Max[6][6]+sum[6] — ѕит[0]=96+0+33=129 

Min[1][6]=84; Max[1][6]=129. 


4.8.4” 伪 代码 详解 


(1) 路 边 玩法 

首先 初始 化 Min[i)[i]=0, Мах[й[Й=0, ѕит[0]=0, 1 sum[i]， 其 中 二 1，2,，3，…,， п. 
循环 阶段 : 

按照 递归 式 计算 2 堆 石 子 合 并 {a;，an1} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 ，i 计 1，2，3,，…,，n-1。 
按照 递归 式 计算 3 堆 石 子 合 并 {a;，ain1，aix2} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 ， 二 1，2,，3,，…,，n-2。 
以 此 类 推 ， 直 到 求 出 所 有 堆 {a1，…，a,} 的 最 小 花费 和 最 大 花费 。 


Max[1][6] = тах 
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void straight (int а[],іпіё п) 
{ 
for(int і=1;і<=п;і++) // 初始 化 
Min[i][i]=0, Max[i][i]=0; 
sum[0]=0; 
for(int i=l;i<=n;i++) 
sum[i]=sum[i-1]+a[i]; 
for(int v=2; v<=n; v++) // 枚 举 合 并 的 堆 数 规模 
{ 
for(int i=l; i<=n-v+1l; i++) // 枚 举 起 始点 і 
{ 


| int j = i + v-1; // 枚 举 终点 j 
| Min[i] [j] = INF; // 初 始 化 为 最 大 值 
Мах [1] [j] = -1; // 初 始 化 为 -1 


int tmp = sum[j]-sum[i-1];// 记 录 二 ...j 之 间 的 石子 数 之 和 

for(int k=i; k<j; k++) { // 枚 举 中 间 分 隔 点 
Min[i] [j] = min (Min[i] [j], Min[i] [k] + Min[k+1] [j] + tmp); 
Мах [i] [j] = max (Мах[1] [j], Max[i] [k] + Max[k+1] [j] + tmp); 


} 

(2) 操场 玩法 

圆 型 石子 合并 经 常 转化 为 直线 型 来 求 ， 也 就 是 说 ， 把 圆 形 结构 看 成 是 长 度 为 原 规 模 两 倍 
的 直线 结构 来 处 理 。 如 果 操 场 玩 法 原 问 题 规模 为 m， 所 以 相当 于 有 一 排 石子 wm ax ` a, 
ау» 0, s amo BARRA 2n-1， 然 后 就 可 以 用 线性 的 石子 合并 问题 的 方法 求解 ， 求 
最 小 花费 和 最 大 花费 的 方法 是 一 样 的。 最 后 ， 从 最 优 解 中 找 出 规模 是 的 最 优 解 即 可 。 

即 要 从 规模 为 n 的 最 优 解 Min[1][n]，Min[2][n+1]，Min[3][n+2]，*…，Min[n][2n 一 1] 中 找 
最 小 值 作为 圆 型 石子 合并 的 最 小 花费 。 

从 Max[1][n]，Max[2][n+1]，Max[3][n+2]，…，Max[n][2n-1] 中 找 出 最 大 值 作为 圆 型 
石子 合并 的 最 大 花费 。 


| void Circular(int a[],int п) 
| { 
for(int і=1;і<=п-1;1++) 
a[n+i]=a[i]; 
n=2*n-1; 
straight (а, п); 
| n= (1+1) /2; 
| min Circular=Min[1] [а]; 
| max_Circular=Max[1] [п]; 
for(int i=2;i<=n;i++) 
{ 
ТЕ (Min[i] [n+i-1]<min Circular) 
min Circular=Min[i] [n+i-1]; 
if (Мах [1] [n+i-1]>max Circular) 
пах_С1гси1аг=Мах [1] [п+1-1]; 











} 


4.8.5 “实战 演练 


//ргодгам 4-6 

#include <iostream> 

#include <string> 

using namespace std; 

const int ТМЕ = 1 << 30; 
const int N = 205; 

int Min[N] [N], Max[N] [N]; 

int sum[N]; 

int a[N]; 

int min_Circular,max_Circular; 


void straight (int a[],int n) 
{ 
for(int i=l;i<=n;i++) // 初始 化 
Min[i][i]=0, Мах[1] [1] =0; 
зам [0]=0; 
for (int 1=1;1і<=п;1і++) 
зим [1] =зим [1-1] +а[1]; 
for (int v=2; v<=n; V++) 
{ 
for (int 1=1; i<=n-v+1; i++) 
{ 


int J = T + 9-15 
Min[i] [j] = INF; 
Max [i] [j] = -1; 
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// 枚 举 合并 的 堆 数 规模 
// 枚 举 起 始点 i 
// 枚 举 终点 3 


// 初 始 化 为 最 大 值 
// 初 始 化 为 -1 


int tmp = sum[j]-sum[i-1];// 记 录 i.. .jj 之 间 的 石子 数 之 和 


for(int k=i; К<); k++) 


// 枚 举 中 间 分 隔 点 


Min[i] [j] = min (Min[i] [j], Min[i] [k] + Min[k+1] [j] + tmp); 


II 


Max[i][j] 


} 
void Circular(int a[],int п) 


for (int i=l;i<=n-1l;i++) 
a[n+i]=a[i]; 

n=2*n-1; 

straight (а, п); 

п= (0+1) /2; 

min Circular=Min[1] [n]; 

max_Circular=Max[1] [п]; 

for (10 1=2;1<=п;1++) 


{ 


if (Min[i] [п+1-1] <тміп Circular) 
тіп Circular=Min[i] [п+1-1]; 


пах (Мах [1] [j], Мах[1] [к] + Мах [к+1] [j] + tmp); 
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if (Мах [1] [n+i-1]>max_ Circular) 
max_Circular=Max[i] [п+1-1]; 


} 


int main() 
{ 
int ni 
cout << "请 输入 石子 的 堆 数 n:"; 
cin >> п; 
cout << "请 依次 输入 各 堆 的 石子 数 :"; 
for (int i=l;i<=n;i++) 
с1п>>а[1]; 
straight (а, п); 
cout<<" 路 边 玩 法 (直线 型 ) 最 小 花费 为 : "<<Min[1] [п] <<епа1; 
cout<<" 路 边 玩 法 (直线 型 ) 最 大 花费 为 : "<<Max[1] [n] <<end1; 
Circular(a,m); 
cout<<" 操 场 玩法 〈 圆 型 ) 最 小 花费 为 : "<<min_Circular<<end1; 
cout<<" 操 场 玩法 〈 圆 型 ) 最 大 花费 为 : "<<max_Circular<<endl; 


return 0; 





} 

算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 石子 的 堆 数 n: 
6 


请 依次 输入 各 堆 的 石子 数 : 
586923 


(3) 输出 


路 边 玩 法 (直线 型 ) 最 小 花费 为 : 84 
路 边 玩法 (直线 型 ) 最 大 花费 为 129 
操场 玩法 〈 圆 型 ) 最 小 花费 为 : 81 
操场 玩法 〈 圆 型 ) 最 大 花费 为 ， 130 


486 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 由 程序 可 以 得 出 语句 Min[i][D] = па МИА, Min[i)[k] + Min[|k+1][/] + 
тр), 它 是 算法 的 基本 语句 , 在 3 层 for 循环 中 媒 套 , 最 坏 情况 下 该 语句 的 执行 次 数 为 Om), 
故 该 程序 的 时 间 复 杂 度 为 O(n )。 

(2) 空间 复杂 度 : 该 程序 的 辅助 变量 为 Min[][]、Max[][]， 空 间 复杂 度 取决 于 辅助 空间 ， 
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故 空间 复杂 度 为 О(п?). 
2. 算法 优化 拓展 
对 于 石子 合并 问题 ， 如 果 按 照 普 通 的 区 间 动 态 规划 进行 求解 ， 时 间 复 杂 度 是 О(п?), 18 
最 小 值 可 以 用 四 边 形 不 等 式 〈 见 附录 F) 优化 。 
РИН |. Р 
Minlil[j]= | amin, у, (МАК Minik + U]+wG, D) i<j 
s 思 中 表示 取得 最 优 解 Min 中 中 的 最 优 策 略 位置 。 
的 取 值 范围 缩小 了 很 多 ， 原 来 是 区 间 [i， 有 站， 现在 变 为 区 间 [s[D-1]，s[i+1]0])。 如 


图 4-87 所 示 。 — a 


经 过 优化 ， 算 法 时 间 复杂 度 可 以 减少 至 On’) I À mn Mm | 
注意 : 最 大 值 有 一 个 性 质 ， 即 总 是 在 两 个 端点 的 最 大 4 an | аа 4 
者 中 取 到 。 i ma: 
Вр Max[i]l/] = max(Max[i][/-1], Max[i+1]0]) + sum[i][/] № 4-87 的 取 值 范围 缩小 
经 过 优化 ， 算 法 时 间 复 杂 度 也 可 以 减少 至 OM) 
优化 后 算法 : 


//program 4-6-1 

#include <iostream> 

#include <string> 

using namespace std; 

const int INF = 1 << 30; 
const int N = 205; 

int Min[N] [N], Max[N] [N], s[N] [N]; 
int зам [№]; 

int а[№]; 

int min_Circular,max_Circular; 
void qet_Min(int n) 

{ 


for(int v=2; у<=п; у++) // 枚 举 合并 的 堆 数 规模 
{ 
for(int 1=1; i<=n-v+l; i++) // 枚 举 起 始点 i 
{ 
int j = i + v-1; // 枚 举 终点 本 


int tmp = sum[j]-sum[i-1]; (//W3&i...j 之 间 的 石子 数 之 和 
int il=s[i] [j-1]>i?s[i] [j-1]:i; 
int jl=s[i+1] [j]<j?s[i+1] [j]:j; 
Min[i] 13]=Міп[1) [11]+Міп[11+1] [j]; 
s[i] [3]=11; 
for(int k=il+1; k<=j1; k++) // 枚 举 中 间 分 隔 点 
if (Min[i] [К] + Min[k+1][j]<Min[i][3j]) 
{ 
Міп [1] [j]=Min[i] [k]+Min[k+1] [j]; 
s[i] [j]=k; 
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} 


{ 


void 


void 


) 
{ 





Min[il][j]+=tmp; 


) 


void get_Max(int n) 


for(int v=2; v<=n; v++) // 枚 举 合并 的 堆 数 规模 
{ 

for(int 1=1; i<=n-v+1; i++) // 枚 举 起 始点 i 

{ 


int j = i + у-1; // 枚 举 终点 3 
Max[i] [j] = -1; / /初始 化 为 -1 


int tmp = sum[j]-sum[i-1];// 记 录 i...j 之 间 的 石子 数 之 和 
if (Max[i+1] [j]>Max [i] [j-1]) 

Мах [1] [j]=Max[i+1] [j]+tmp; 
else 

Max[i][j]=Max[i][j-1]+tmp; 


) 


atraigbt (int а[],іпі п) 


for(int і=1;і<=п;і++) // 初始 化 
Min[i][i]=0, Max[i] [1]=0, s[i][i]=0; 
sum[0]=0; 
for(int i=l;i<=n;i++) 
зам [1] =зим [1-1] +а[1]; 
get_Min (п); 
деЕ_Мах (п); 


Circular (int а[],іпё п) 


for(int 1=1;1<=п-1;1++) 
a[n+i]=a[i]; 
n=2*n-1; 
straight (а, п); 
n= (1+1) /2; 
тіп Circular=Min[1] [п]; 
max_Circular=Max[1] [п]; 
for(int 1=2;і<=п;і++) 
{ 
if (Мал [1] [n+i-1]<min_Circular) 
min_Circular=Min [i] [n+i-1]; 
if (Мах [1] [n+i-1]>max_Circular) 
max_Circular=Max [і] [n+i-1]; 


} 


int main () 


int п; 
cout << "请 输入 石子 的 堆 数 n:"; 


сіп >> п; 


cout << "请 依次 输入 各 堆 的 石子 数 :"; 
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for (int i=1l;i<=n;i++) 
сіп>>а [1]; 
straight (a, п); 
cout<<" 路 边 玩法 (直线 型 ) 最 小 花费 为 : "<<Min[1] [1] <<епа1; 
cout<<" 路 边 玩法 (直线 型 ) 最 大 花费 为 : "<<Max [1] [п] <<епа1; 
| Circular(a,n); 
| cout<<" 操 场 玩 法 ( 圆 型 ) 最 小 花费 为 : "<<min Circular<<endl; 
cout<<" 操 场 玩法 ( 圆 型 ) 最 大 花费 为 : "<<max_Circular<<endl; 
| return 0; 
| } 
(1) 时 间 复 杂 度 : 在 get_Min() 函 数 中 ， 虽 然 有 3 层 Юг 循环 语句 ， 但 并 不 是 有 3 层 for 
语句 的 执行 次 数 就 是 O(n )， 我 们 分 析 其 执行 次 数 为 : 
п n-v+l 
> > GEHI- -I+D 
1 


у=2 i= 


КАЛАФ j=i+v-1, ВТЦ: 
SS (s[i+1][i+v—1]—s[i[li+v—2]+1) 


| СЛ —s[l][v—1]+1 
4 +s[3][v +1] - $2 [| +1 
= > 4+s[4][v+2]—s[3][v+1]+1 


+s[n -v +2][n]- sln—v+1][n—1]+1) 


=Y (sln—v+2][n] Ш -0+и-у+1 


у=2 


< У (n-1+n-v+1) 


у=2 


= y On =v) 

~ О(п?) 
故 get_Min() 的 时 间 复 杂 度 为 O(n 7”)。 
在 get_Max() 函 数 中 ， 有 两 层 for 循环 语句 撕 套 ， 时 间 复 杂 度 也 是 ОР). 
(2) 空间 复杂 度 : 空间 复杂 度 取 决 于 辅助 空间 ， 空 间 复杂 度 为 O) 


4.9 大 卖场 购物 车 1 一 一 0-1 背包 问题 


央视 有 一 个 大 型 娱乐 节目 一 一 购物 街 ， 粤 台 上 模拟 超市 大 卖场 ， 有 很 多 货物 ， 每 个 嘉宾 
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分 配 一 个 购物 车 ， 可 以 尽情 地 装 满 购物 车 ， 购 物 车 中 装 的 货物 价值 最 高 者 取胜 。 假设 有 nn 个 
物品 和 1 个 购物 车 ， 每 个 物品 i 对 应 价值 为 vo EE wi， 购物 车 的 容量 为 W (ЖАН 
量 设 定 为 体积 )。 每 个 物品 只 有 1 件 ， 要 么 装 入 ， 要 么 不 装 入 ， 不 可 拆 分 。 在 购物 车 不 超重 
的 情况 下 ， 如 何 选取 物品 装 入 购物 车 ， 使 所 装 入 的 物品 的 总 价值 最 大 ? 最 大 价值 是 多 少 ? 装 
入 了 哪些 物品 ? 





图 4-88 ”大 卖场 购物 车 1 


4.9.1 问题 分 析 


有 nn 个 物品 和 购物 车 的 容量 ,每 个 物品 的 重量 为 w[i], 价值 为 v[i]， 购物 车 的 容量 为 W. 
选 若干 个 物品 放 入 购物 车 ， 使 价值 最 大 ， 可 表示 如 下 。 


иж, 1 


x, e {0,1} ,1<i<n 
目标 函数 : max 》 vx 
i=l 


问题 归结 为 求解 满足 约束 条 件 ， 使 目标 函数 达到 最 大 值 的 解 向 量 Хх, хо, `“ Xato 

该 问题 就 是 经 典 的 0-1 背包 问题 ， 我 们 在 第 2 章 贪心 算法 中 已 经 知道 背包 问题 〈 可 切割 ) 可 以 
用 贪心 算法 求解 ， 而 0-1 背包 问题 使 用 贪心 算法 有 可 能 得 不 到 最 优 解 〈 参 看 2.4.6 节 )。 因 为 物品 的 
不 可 切割 性 ， 无 法 保证 能 够 装 满 背 包 ， 所 以 采用 每 次 装 价值 /重量 比 最 高 的 贪心 策略 是 不 可 行 的 。 

那么 是 否 能 够 使 用 动态 规划 呢 ? 

首先 分 析 该 问题 是 否 具 有 最 优 子 结构 性 质 。 

(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 

。 假设 已 经 知道 了 天 fx хо, to хр АЙ (ац, ао, "~", а} МЫ, РАМЫ 

题 去 掉 第 一 个 物品 就 变 成 了 子 问题 {ea，a，…，q}j， 如 图 4-89 所 示 。 
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子 问题 的 约束 条 件 和 目标 函数 如 下 。 


SY wx, < W -w,x, 子 问题 
约束 条 件 :4 = яни 9 5 Б 
x, Е {0,1}, 2<і<и 
Е 图 4-89 ” 原 问 题 和 子 问 题 
目标 函数 :max Y vx, 


。 我 们 只 需要 证 明 : X={x2，…，x} 是 子 问题 {a2，…，aw} 的 最 优 解 ， 即 证 明了 最 优 子 
结构 性 质 。 
反 证 法 : 假设 X={ x;，*…，xw} 不 是 子 问 题 { a;，…，aw} 的 最 优 解 ，{ y»，…，yw} 是 子 问 


题 的 最 优 解 ，》 wy > > wx ， 且 满足 约束 条 件 > wy SW -wx ， 我 们 将 约束 条 件 两 边 同 





时 加 上 wx ， 则 变 为 wa+y wp 和 不， 目标 函数 两 边 同 时 加 上 wa ， 则 变 为 
і=2 


ух + Ууу, > Уух, , WAH {xis Jas Tə Yny tÉ í Hya Nar "a хи} #0, { x1s Ny *”*g xn} 不 
i=2 i=1 


是 原 问题 {fwa，a，…，o} 的 最 优 和解 ， 与 假设 Хх» хо +`", ЕН (аа, а, + a, 
的 最 优 解 矛盾 。 问 题 得 证 。 
该 问题 是 否 具有 最 优 子 结构 性 质 。 
(2) 建立 最 优 值 的 递归 式 
可 以 对 每 个 物品 依次 检查 是 否 放 入 或 者 不 放 入 ， 对 于 第 i 个 物品 的 处 理 状态 : 
用 «ДЛ i 件 物品 放 入 一 个 容量 为 j 的 购物 车 可 以 获得 的 最 大 价值 。 
° 不 放 入 第 i 件 物品 ，x 二 0， 装 入 购物 车 的 价值 不 增加 。 那 么 问题 就 转化 为 “前 天 1 件 
物品 放 入 容量 为 j 的 背包 中 ”， 最 大 价值 为 e[i—11U]- 
° 放 入 第 ii 件 物品 ，xF1， 装 入 购物 车 的 价值 增加 vio 
那么 问题 就 转化 为 “前 六 1 件 物 品 放 入 容量 为 广 w 四 的 购物 车 中 ” 此 时 能 获得 的 最 大 价 
值 就 是 c[i-1]0-w[i 站 ， 再 加 上 放 入 第 i 件 物 品 获 得 的 价值 v[i]。 即 ce[ 王 1][ 产 w[ 可 + viil. 
购物 车 容量 不 足 ， 肯 定 不 能 放 入 ; 购物 车 容量 足 ， 我们 要 看 放 入 、 不 放 入 哪 种 情况 获得 
的 价值 更 大 。 
аал љу але Е аа 
тах {с[і – 117,9 —1]|[; — will vli] , Z w, 


4.9.2 ”算法 设计 
及 个 物品 ， 每 个 物品 的 重量 为 wi MENI WEKRE W. REFA 
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放 入 购物 车 ， 在 不 超过 容量 的 前 提 下 使 获得 的 价值 最 大 。 

(1) 确定 合适 的 数据 结构 

采用 一 维 数组 wih RERE i 个 物品 的 重量 和 价值 ， 二 维 数组 用 [ARRAT i fF 
物品 放 入 一 个 容量 为 j 的 购物 车 可 以 获得 的 最 大 价值 。 


(2) 初始 化 

初始 化 c[][] 数 组 0 行 0 列 为 0; с[0](/=0, с[[0]=0, Ж i=0, 1, 2, ++, n, j=0, 1, 
2; ..., W. 

(3) 循环 阶段 


。 按照 递归 式 计 算 第 1 个 物品 的 处 理 情况 ， 得 到 e[1] 办 ,， 产 1，2，…， 不 。 

。 按照 递归 式 计 算 第 2 个 物品 的 处 理 情 况 ， 得 到 eyl /=1, 2, +, W. 

。 以 此 类 推 ， 按 照 递归 式 计算 第 n 个 物品 的 处 理 情况 ， 得 到 eny jl 2, =e Wo 

(4) 构造 最 优 解 

cIn][WW] 就 是 不 超过 购物 车 容量 能 放 入 物品 的 最 大 价值 。 如 果 还 想 知道 具体 放 入 了 哪些 物 
品 ， 就 需要 根据 c[][] 数 组 逆向 构造 最 优 解 。 我 们 可 以 用 一 维 数组 x 中 来 存储 解 向 量 。 

° ÜM =n, JW, WR AYP МАЯ и 个 物品 放 入 了 购物 车 ， 令 x[n]=1， 

j—=w[n]; 如 果 qA] y MAAE n 个 物品 没有 放 入 购物 车 ， 令 x[n]=0。 

。 i， 继续 查找 答案 。 

° 直到 二 1 处 理 完毕 。 

这 时 已 经 得 到 了 解 向 量 (x[1]，x[2]，…，x[m])， 可 以 直接 输出 该 解 向 量 ， 也 可 以 仅 把 
x[i]=1 的 货物 序号 i 输出 。 


4.9.3 完美 图 解 


假设 现在 有 5 个 物品 ， 每 个 物品 的 重量 为 (2，5，4，2，3)， 价 值 为 (6，3，5，4，6)， 

如 图 4-90 所 示 。 购 物 车 的 容量 为 10， 求 在 不 超过 购物 车 容量 的 前 提 下 ， 把 哪些 物品 放 入 购 
物 车 ， 才 能 获得 最 大 价值 。 

L ЯЕ. ‚ФУ L 2 №3 29519 

ноа 15 [а [23] мез [514 06| 


Р 4-90 物品 的 重量 和 价值 


(1) 初始 化 
c[ 呆 中] 表示 前 i 件 物品 放 入 一 个 容量 为 j 的 购物 车 可 以 获得 的 最 大 价值 。 初始 化 c[][] 数 组 
0 行 0 列 为 0: e[0][]=0, [0] =0, Ж 0, 1, 2, +, п, 150, 1, 2, =, №. WË 4-91 


所 示 。 
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按照 递归 式 计算 第 1 个 物品 (二 1) 的 处 理 情况 ， 得 到 с, 1, 2, +, 


w[1]=2，v[1]=6， 如 图 4-92 所 示 。 






хаз 
di]= ri 


тах {с[і – [7,2 – 107 — w[i]] + vli]; 


1 
| ЕЕЕ. 





c[1][1]=c[0][1]=0; 


‚ e[1][2]=maxí(c[0][2]; 


c[1][3]=max {c[0][3]; 
c[1][4]=max { с[0][4], 


‚ с[1][5 |= тах íc[0][5]; 


[1] [6]=тах{с[0][6], 
c[1][7]=max{c[0][7]; 


‚ c[1][8]=max {c[0][8]; 
‚ c[1][9]=max {с[0][9], 
e j=10 Rf, c[1][10]=max{c[0][10]; c[0][8]+6}=6. 


9 10 <] 0 


c[0][0]+6}=6; 
c[0][1]+61=6; 
c[0][2]+6)=6; 
c[0][3]+61=6; 
c[0][4]+61=6; 
c[0][5]+6}=6; 
c[0][6]+6}=6; 
c[0][7]+6}=6; 


图 4-92 


s] <W; 


> 





最 大 价值 数组 


(2) 按照 递归 式 计算 第 工 个 物品 〈 六 2) 的 处 理 情况 ， 得 到 [2]U], /;=1, 2 


w[2]=5，v[2]=3， 如 图 4-93 所 示 。 


° j=l}, 
° j=2 HJ, 
° j=3 时 ， 
e jJ=4 时 ， 
° j=5 时 ， 
° j=6 时 ， 


аал I 


тах {с[і – (71,2 ПУ = wil] + ий) 


c[2][1]=e[1][1]=0; 
c[2][2]=c[1][2]=6; 
e[21][3]=c[1][3]=6; 
c[2][4]=c[1][4]=6; 
с[2][5]=тах {с[1][5], 
c[2][6]=max {с[1][6], 


c[1][0]+3}=6; 
c[1][1]+3}=6; 


„J <W; 


,jy 


W. 
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Ј=7 时 ，c[2][7]=max{c[1][7]，c[1][2]+3}=9; 
j=8 FF, с[2][8]=тах{с[1][8], с[1][3]+3}=9; 
J=9 时 ，c[2][9]=max{c[1][9]，c[1][4]+3}=9; 
j=10 时 ，c[1][10]=max{c[1][10]，c[1][5]+3}=9。 
(3) 按照 递归 式 计算 第 1 个 物品 (二 3〉 的 处 理 情况 ， 得 到 e[3]U], /=1, 2, +, W. 

у пил , J < w, 

<= L As 1er | : 
max{e[i-1][j] eli — 1]; — will i]; , Z w, 

м[3]=4, у[3]=5, ЗИ 4-94 所 示 。 





Е 4-93 最 大 价值 数组 图 4-94 最 大 价值 数组 


j=1 时 ，c[3][1]=c[2][1]=0; 
六 2 时 ，c[3][2]=c[2][2]=6; 
J=3 时 ，c[3][3]=c[2][3]=6; 
j=4 时 ，c[3][4]=max{c[2][4]，c[2][0]+5}=6; 
jJ=5 时 ，c[3][5]=max{c[2][5]，c[2][1]+5}=6; 
j=6 BF, c[3][6]=maxíc[2][6], c[2][2]+5)=11; 
j=7 时 ，c[3][7]=max{fe[2][7]，c[2][3]+5}=11; 
, c[3][8]=max{c[2][8]; c[2][4]+5}=11; 
j=9 НТ, с[3][9]=тах {с[2][9], e[2][5]+5}=11; 
j=10 Ву, [3] [10] =тах{с[2][10], <[2][6]+5}=11. 
(4) 按照 递归 式 计 算 第 1 个 物品 (二 4) КЕ, 49 [4], /=1, 2, +, W. 
amni a i E aa 
max {e[i-1][j], cli- -w+ ,/2 0%, 
w[4]=2，v[4]=4， 如 图 4-95 所 示 。 
e j=1 时 ，c[4][1]=c[3][1]=0; 
° =2 时 ，c[4][2]=max{c[3][2]，c[3][0]+4}=6; 


II 
= 


j=3 时 ， 
j=4 时 ， 
J=5 В, 
J=6 时 ， 
ЕЕ, 
° j=8 hj, 
° j=9 时 ， 


с[4] [3] max {с[3] [3], 
с[4] [4] max {с[3] [4], 
с[4] [5] max {с[3] [5], 
с[4][6]=тах{с[3][6], 
[4] [7] тах {с[3][7], 
e[4][8] max {с[3][8], 
c[4][9]=max {c[3][9]; 
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c[3][1]+4}=6; 


c[3][2]+4}=10; 
c[3][3]+4}=10; 
c[3][4]+4}=11; 
c[3][5]+4}=11; 
c[3][6]+4}=15; 
c[3][7]+4}=15; 


e j=10 FP, с[4] [10] тах {с[3] [10], <[3][8]+4}=15. 
(5) 按照 递归 式 计算 第 1 个 物品 (二 5〉 的 处 理 情况 ， 得 到 [5], /=1, 2, +, W. 
а JEEN 
<= Aor Я Ф a 
тах (e[i – (7,2-1 — wil] + vlil} 
w[5]=3，v[5]=6， 如 图 4-96 所 示 。 


„j<w, 


„j>w, 


图 4-95 最 大 价值 数组 


° j=1 时 ， 
e /=2 时 ， 
° j=3 时 ， 
° j=4 时 ， 
° j=5 时 ， 
° /=6 时 ， 
° /=7 时 ， 
° j=8 Bj, 
° =9 时 ， 


° j=10 В, 


c[5][1]=c[4][1]=0; 

c[5][2]=c[4][2]=6; 

с[5][3]=тах {с[4][3], 
с[5][4]=тах {с[4][4], 
с[5][5]=тах {с[4][5], 
с[5] [6 ]=тах{<[4] [6], 
с[5] [7] тпах {с[4] [7], 
с[5] [8] max {с[4] [8], 
с[5][9]=тах {с[4][9], 


(6) 构造 最 优 解 
首先 读 取 c[5][10]>c[4][10]， 说 明 第 5 个 物品 装 入 了 购物 车 ， 即 x[5]=1, ;=10-w[5]=7; 


c[4][0]+6}=6; 


c[4][1]+6}=10; 
c[4][2]+6}=12; 
c[4][3]+6}=12; 
c[4][4]+6}=16; 
c[4][5]+6}=16; 
c[4][6]+6}=17; 
с[5][10]=тах {c[4][10], c[4][7]+6}=17。 


图 4-96 最 大 价值 数组 


о 





Di СЕ 
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去 找 c[4][7]=c[3][7]， 说 明 第 4 个 物品 没 装 入 购物 车 ， 即 x[4]=0; 

去 找 c[3][7]>c[2][7]， 说 明 第 3 个 物品 装 入 了 购物 车 ， 即 х[3]=1, ;=;-w[3]=3:; 
去 找 c[2][3]=c[1][3]， 说 明 第 2 个 物品 没 装 入 购物 车 ， 即 x[2]=0; 

去 找 c[1][3]>c[0][3]， 说 明 第 1 个 物品 装 入 了 购物 车 ， 即 x[1]=1, = 
如 图 4-97 所 示 。 





еее оо 
5Lololslslolalalelelpln 


图 4-97 最 大 价值 数组 


4.9.4 伪 代码 详解 


(1) 装 入 购物 车 最 大 价值 求解 

c 四 中 表 示 前 i 件 物品 放 入 一 个 容量 为 j 的 购物 车 可 以 获得 的 最 大 价值 。 

对 每 一 个 物品 进行 计算 , 购物 车 容量 /从 1 递增 到 W, 当 物 品 的 重量 大 于 购物 车 的 容量 ， 
则 不 放 此 物品 ，c 和 =c[i=1] 四 ， 否 则 比较 放 与 不 放 此 物品 是 否 能 使 得 购物 车 内 的 物品 价值 
最 大 ， 即 e[i][]=max (c[;—-1][/], c[i—1][/—w[i]] + vii). 


for (i=1;i<= n;i++) // 计 算 c[i] [j] 
for (j=1;j<=W;j++) 
| if (j<w[i]) ре ыы 则 不 放 此 物品 
| c[i] [j] = cli-1] [j 
else /7 在册 比较 此 物品 放 与 不 放 是 否 能 使 得 购物 车 内 的 价值 最 大 

| с[1] [53] = мах (с [1-1] [3],с[1-1] [9-и[1]] + %[1]); 
| cout<<" 装 入 购物 车 的 最 大 价值 为 :"<<c[n] [И] <<end1; 

(2) 最 优 解构 造 


根据 c[][] 数 组 的 计算 结果 逆向 递 推 最 优 解 ， 可 以 用 一 个 一 维 数组 x[] 记 录 解 向 量 ,x[i]=1 
表示 第 i MARA ТИЗЕ, х0 表示 第 i 个 物品 没 放 入 购物 车 。 

首先 in, jW: Ш cD]>c[ 二 11] 中， 说 明 第 i 个 物品 放 入 了 购物 车 ，x[i]=1, j=w[i; 
否则 x[;]=0. 

i=n-1: WR e[i][/]>ce[;—1][/], 说 明 第 i 个 物品 放 入 了 购物 车 , x[i]=1, jwi: 否则 x[;]=0. 
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і=1: 如 果 cf]>c[i=1] 四 ;说 明 第 i 个 物品 放 入 了 购物 车 ,x[i]=1, -=w[i]; 否则 x[i]=0。 
我 们 可 以 直接 输出 x 呆 解 向 量 ， 也 可 以 只 输出 放 入 购物 车 的 物品 序号 。 


баре 
j=W; 
for (1=п0;1>0;1--) 
іғ(а[іј 1261211151) 
{ 
х[1]=1; 
9-=м [1]; 
} 
е1зе 
х[1]=0; 
cout<<" 装 入 购物 车 的 物品 为 :"; 
for (1=1;і<=п;і++) 
1Е(х[1]==1) 
| соці<<і<<" "; 


4.9.5 “实战 演练 


//program 4-7 
#include <iostream> 
#include<cstring> 
using namespace std; 
#define maxn 10005 
#define M 105 





int c[M] [maxn]; //c[i] [j] 表示 前 i 个 物品 放 入 容量 为 3 购物 车 获得 的 最 大 价值 
int м[М],У[М]; //w[i] 表示 第 i 个 物品 的 重量 ，v[i] 表示 第 i 个 物品 的 价值 
int x[M]; //x[i] 表 示 第 i 个 物品 是 否 放 入 购物 车 
int main(){ 

int jn; //n oR n 个 物品 ，W 表示 购物 车 的 容量 

cout << "请 输入 物品 的 个 数 n: "; 

cin >> п; 


cout << "请 输入 购物 车 的 容量 W: "; 
cin >> W; 
cout << "请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 v， 用 空格 分 开 : "; 
for(i=l;i<=n;i++) 
cin>>w[i]>>v[i]; 


for (i=0;i<=n;i++) /7/ /初始 化 第 0 列 为 0 


с[ 1] [0]=0; 
for(j=0;j<=W;j++)  // 初 始 化 第 0 行为 0 
G L01 [3 ] =0% 


for(i=l;i<= n;i++) // 计 算 c[i][j] 
for (j=1;j<=W;j++) 
if(j<w[i]) // 当 物品 的 重量 大 于 购物 车 的 容量 ， 则 不 放 此 物品 
са] setlist 
else /7 否则 比较 此 物品 放 与 不 放 是 否 能 使 得 购物 车 内 的 价值 最 大 
с[1] [3] = мах (с[1-1] [3],с<[1-1] [3-м[1]] + У[1]); 
cout<<" 装 入 购物 车 的 最 大 价值 为 : "<<c [п] [W] <<епа1; 
// 道 向 构造 最 优 解 
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j=W; 
for (i=n;i>0;i--) 
ifcm] 
{ 
x[i]=1; 
j-=w[i]; 
} 
else 
x[i]=0; 
cout<<" 装 入 购物 车 的 物品 为 : " 
for (1=1;і<=п;і++) 
if (x[i]==1) 
cout<<i<<" 
return 0; 





} 

算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
Visual C++ 6.0 
(2) 输入 


请 输入 物品 的 个 数 n: 5 

请 输入 购物 车 的 容量 w: 10 

请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 v， 用 空格 分 开 : 
21.6 5.3.4. 52 34.3 6 


(3) 输出 


装 入 购物 车 的 最 大 价值 为 : 17 
装 入 购物 车 的 物品 为 : 1 3 5 


4.9.6 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 算法 中 有 主要 的 是 两 层 嵌 套 的 for 循环 ， 其 时 间 复 杂 度 为 O(n* W). 

(2) 空间 复杂 度 : 由 于 二 维 数组 c[n]|[W], MARERE O(n*W)- 

2. 算法 优化 拓展 

如 何 实现 优化 改进 呢 ? 首先 有 一 个 主 循环 六 1，2，…，N， 每 次 算出 来 二 维 数组 co~ 
的 所 有 值 。 那 么 ， 如 果 只 用 一 个 数组 dp[0 一 而 ， 能 不 能 保证 第 i 次 循环 结束 后 ар 
示 的 就 是 我 们 定义 的 状态 СГА? ec 四 四 由 e[;—1][/]#ü efi] [ 广 w[ 可 两 个 子 问题 递 推 而 来 ， 
能 否 保 证 在 递 推 ce[][ 中 时 (也 即 在 第 i 次 主 循 环 中 递 推 ари) 能 够 得 到 c[ 六 1] 四 和 
c[i=1]0w[i]] 的 值 呢 ?事实 上 ， 这 要 求 在 每 次 主 循环 中 以 =, W-l, +, 1, 0 的 顺序 倒 推 





4.9 ”大 卖场 购物 车 1 一 一 0 一 1 背包 问题 219 


dp 了 中， 这 样 才 能 保证 递 推 加 由 时 加 [ 广 c[ 避 保存 的 是 状态 eli 一 1]0-w[ 四 的 值 。 
伪 代 码 如 下 : 


for і=1..п 
for j=W..0 
dp[j]=max(dp[j],dp[j-w[i]]+v[i]); 


Я, dpU]=maxí(dpl], ару- И} НА 364273 c[i]U]ÜQmaxí(c[i—-1][/], c[i—1][;— 
多 [如 }， 因 为 这 里 的 dp[j--w[ 四 就 相当 于 原来 的 e[i—1][;—w[;]] 


//program 4-7-1 

#include <iostream> 

| #include<cstring> 

using namespace std; 

#define maxn 10005 

#define M 105 

| int dp[maxn]; //dp[j] 表示 当前 已 放 入 容量 为 j 的 购物 车 获得 的 最 大 价值 

| int w[M],v[M];  //w[i] 表示 第 谋 个 物品 的 重量 ，v[i] 表示 第 i 个 物品 的 价值 


int x[M]; //x[i] 表 示 第 i 个 物品 是 否 放 入 购物 车 
int i,j,n,W; //n 表示 mn АЖ, и 表示 购物 车 的 容量 


void opt1l(int n,int W) 
{ 
for (i=1;i<=n; i++) 
for (j=W;j>0;j--) 
| if(j>=w[i]) // 当 购物 车 的 容量 大 于 等 于 物品 的 重量 , 比较 此 物品 放 与 不 放 是 否 
能 使 得 购物 车 内 的 价值 最 大 
dp[j] = max(dp[j],dp[j-w[i]]+v[i]); 
} 
int таіп () 
{ 
cout << "请 输入 物品 的 个 数 n:"; 
cin >> п; 
cout << "请 输入 购物 车 的 容量 W: "; 
Cin >> W; 
cout << "请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 v, 用 空格 分 开 : "; 
for (1=1;і<=п;і++) 
cin>>w[i]>>v[i]; 
for (j=1;j<=W;j++) // 初 始 化 第 0 行为 0 
dp[j]=0; 
optl(n,W); 
//opt2(n,W); 
//opt3(n,W); 
cout<<" 装 入 购物 车 的 最 大 价值 为 : "<<ар [И] <<епа1; 
// 测 试 ap [] 数 组 结果 
for (j=1;j<=W;j++) 
соџё<<ар[ј]<<" "; 
cout<<endl; 
return 0; 





) 
其 实 我 们 可 以 缩小 范围 , 因为 只 有 当 购 物 车 的 容量 大 于 等 于 物品 的 重量 时 才 要 更 新 Сар[л] 
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= тах (qp[;],dp[j—w[i]]+v[;])), 如 果 当 购物 车 的 容量 小 于 物品 的 重量 时 , 则 保持 原来 的 值 ( 相 
当 于 原来 的 c[i-1] 趾 ) 即 可 。 因 此 第 2 个 for 语句 可 以 是 Юго; >=и[Й; J—), ПА 
索 到 j=0。 


void opt2 (int n,int W) 
{ 
| for (i=1;i<= п;1++) 
| for(j=W;j>=w[i];j--) 
| // 当 购物 车 的 容量 大 于 等 于 物品 的 重量 ， 比 较 此 物品 放 与 不 放 是 否 能 使 得 购物 车 内 
| 的 价值 最 大 
| | dp[j] = мах (dp[j],dp[j-w[i]]+v[i]); 


我 们 还 可 以 再 缩小 范围 , 确定 搜索 的 下 界 bound, 搜索 下 界 取 w[i] 与 剩余 容量 的 最 大 值 ， 
sum[n] 一 sum[i-1] 表 示 i~n 的 物品 重量 之 和 。W- (sum[n] —um[i-1]) 表示 剩余 容量 。 

因为 只 有 购物 车 容量 超过 下 界 时 才 要 更 新 (dp[j = тах Сар, арм), и 
购物 车 容量 小 于 下 界 ， 则 保持 原来 的 值 (相当 于 原来 的 cfi=1][ 中 〉 妈 可。 因此 第 2 个 for 语 
名 可 以 是 for(g=W; j>=bound; /一 )， 而 不 必 搜 索 到 =0. 


| void opt3(int n,int W) 
{ 
| int sum[n];//sum[i] 表 示 从 1~i 的 物品 重量 之 和 
| зип [0]=0; 
| for(i=l;i<=n;i++) 
| sum[i]=sum[i-1]+w[i]; 
for (i=1; i<=n; i++) 
{ 
int bound=max(w[ilvW-(sum[n]-sum[i-1]));// 搜 索 下 界 ，w[i] 与 剩余 容量 取 
最 大 值 , sum[n]-sum[i-1] 表 示 从 1i...n 的 物品 重量 之 和 
for (j=W;j>=bound;j--) 
/ /购物 车 容量 大 于 等 于 下 界 ， 比 较 此 物品 放 与 不 放 是 否 能 使 得 购物 车 内 的 价值 最 大 
| dp[j] = max (dp[j],dp[j-w[i]]+v[i]); 





4.10 Е TE 


给 定 n 个 关键 字 组 成 的 有 序 序列 S={s1，s2，.…，5w}， 关 键 字 结 点 称 为 实 结 点 。 对 每 个 
关键 字 查 找 的 概率 是 p;， 查 找 不 成 功 的 结 点 称 为 虚 结 点 ， 对 应 {eo，e1，.…，en}， 每 个 虚 结 
点 的 查找 概率 为 q;。e0 表 示 小 于 я КИЙ, e, 大 于 s; 的 值 。 所 有 结 点 查找 概率 之 和 为 1。 求 最 
小 平均 比较 次 数 的 二 又 搜索 树 ( 最 优 二 又 搜索 树 )。 

举例 说 明 : 给 定 一 个 有 序 序 列 5S={5，9，12，15，20，24}， 这 些 数 的 查找 概率 分 别 是 
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Pi、pP2、p3、p4、ps、pe。 在 实际 中 ， 有 可 能 有 查找 不 成 功 的 情况 ， 例 如 要 在 序列 中 查找 x=2, 
那么 我 们 就 会 定位 在 5 的 前 面 ， 查 找 不 成 功 ， 相 当 于 落 在 了 虚 结 点 eo 的 位 置 。 要 在 序列 中 
查找 x=18， 那 么 就 会 定位 在 15 ~ 20， 查 找 不 成 功 ， 相 当 于 落 在 了 虚 结 点 e4 的 位 置 。 


4 





图 4-98 ”查找 关键 字 图 4-99 ”快速 定位 
4.10.1 问题 分 析 


无 论 是 查找 成 功 还 是 查找 不 成 功 ， 都 需要 若干 次 比较 才能 判断 出 结果 ， 那 么 如 何 查找 才 
能 使 平均 比较 次 数 最 小 呢 ? 

° 如 果 使 用 顺序 查找 ， 能 不 能 使 平均 查找 次 数 最 小 呢 ? 

° 因为 序列 是 有 序 的 ， 顺 序 查找 有 点 笨 ， 折 半 查 找 怎样 呢 ? 

° 折 半 查找 是 在 查找 概率 相等 的 情况 下 折 半 的 ， 查 找 概率 不 等 的 情况 又 如 何 呢 ? 

° 在 有 序 、 查 找 概率 不 同 的 情况 下 ， 采 用 二 又 搜索 树 能 否 使 平均 比较 次 数 最 小 呢 ? 

° 如 何 构建 最 优 二 又 搜索 树 ? 

首先 我 们 要 了 解 二 又 搜索 树 。 

二 叉 搜索 树 (Binary Search Tree，BST)， 又 称 为 二 又 查 找 树 ， 它 是 一 棵 二 又 树 (每 个 结 
点 最 多 有 两 个 孩子 )， 而 且 左 子 树 结 点 < 根 结 点 ， 右 子 树 结 点 > 根 结 点 。 

最 优 二 又 搜索 树 (Optimal Binary Search Tree, OBST) 是 搜索 成 本 最 低 的 二 又 搜索 树 ， 
即 平均 比较 次 数 最 少 。 

例如 ， 关 键 字 {s1，s，，…，se} 的 搜索 概率 是 {pl!，p2，…，pe}， 查 找 不 成 功 的 结 点 (eo, 
el，…，e@6} 的 搜索 概率 为 {gop，gq1，…，gqe}， 其 对 应 的 数值 如 表 4-2 所 示 。 


表 4-2 查找 概率 
q ЕЕЕ с М Q Ш с м Q м “ о 


ni 
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接 下 来 ， 我 们 通过 构建 不 同 的 二 叉 搜 索 树 来 分 别 看 其 搜索 成 本 〈 平 均 比 较 次 数 )。 

第 1 种 二 又 搜索 树 如 图 4-100 所 示 。 

首先 分 析 关 键 字 结 点 的 搜索 成 本 ， 搜 索 每 
一 个 关键 字 需 要 比较 的 次 数 是 其 所 在 的 深度 
+1. 例如 关键 字 5, 需要 比较 1 次 (深度 为 0)， 
查找 成 功 ; 关键 字 12, 需要 首先 和 树 根 5 比较 ， 
比 5 大 ， 找 其 右 子 树 ， 和 右 子 树 的 根 9 比较 ， 
比 9 大 ， 找 其 右 子 树 ， 和 右 子 树 的 根 12 比较 ， 
相等 ， 查 找 成 功 ， 比 较 了 3 GA 12 的 深 
度 为 2)。 因 此 每 个 关键 字 结 点 的 搜索 成 本 =( 结 
点 的 深度 +1) * 搜 索 概率 =(depth(s;)+1)*p;。 图 4-100 ”二 叉 搜 索 数 树 1 

我 们 再 看 虚 结 点 ， 即 查找 不 成 功 的 情况 的 搜索 成 本 , 每 一 个 虚 结 点 需要 比较 的 次 数 是 其 
所 在 的 深度 。 虚 结 点 eo 需要 比较 1 次 (深度 为 1)， 即 和 数据 5 比较 ， 如 果 小 于 5， 则 落 入 
虚 结 点 eo 位 置 ， 查 找 失败 。 虚 结 点 el 需要 比较 2 次 (深度 为 2)， 需 要 首先 和 树 根 5 比较 ， 
比 5 大 ， 找 其 右 子 树 ， 和 右 子 树 的 根 9 比较 ， 比 9 小 ， 找 其 左 子 树 ， 则 落 入 虚 结 点 el 位 置 ， 
查找 失败 ， 比 较 了 2 次 〈 虚 结 点 ei 的 深度 为 2)。 因 此 每 个 虚 结 点 的 搜索 成 本 = 结 点 的 深度 * 
搜索 概率 =(depth(e)))*qi。 

二 叉 搜 索 树 1 的 搜索 成 本 为 : 


У (depth(s,) + 1) * p, + У depth(e,) * q, 
i=l i=0 
4-100 的 搜索 成 本 为 : 
у Е Я } f .05x6 
0.06х1 š 0.09x2 N 0.10x3 Е 0.07х4 А 0.05х 5 М 0.05х ТРЕЯ 
0.04х1| 10.08x2| 10.08x3| |0.02х4| |0.12х5| |0.14х6 


接 下 来 看 第 2 个 二 又 搜索 树 ， 如 图 4-101 所 示 。 








图 4-101 二 又 搜索 数 树 2 


图 4-101 的 搜索 成 本 为 : 
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0.06х2) [0.09х3] [0.08х3) [0.05x3 
0.08х1+‹0.04х2>+30.02х3%+40.10х3›+30.05х3› = 2.62 
0.12х2| |0.14х3| |0.07х3| |0.10х3 
第 1 个 二 叉 搜 索 树 相当 于 顺序 查找 (高 度 最 大 ), 第 2 个 二 叉 搜索 树 相 当 于 折 半 查找 ( 平 
衡 树 )， 我 们 再 看 第 3 个 二 又 搜索 树 ， 如 图 4-102 所 示 。 











图 4-102 二 叉 搜 索 数 树 3 


图 4-102 的 搜索 成 本 为 : 


0.09x2 0.04x3 
.09 x 
0.08x3 0.02х4 
0.14х2 
0.12х1+ +4 0.06х3 +++ 0.07х4= 2.52 
0.05х2 
0.08х3 0.05х 4 
0.10х2 
0.10х3 


第 3 个 图 搜索 成 本 又 降 到 了 2.52， 有 没有 可 能 继续 降低 呢 ? 

可 能 很 多 人 会 想到 ,搜索 概率 大 的 离 根 越 近 ， 那 么 总 的 成 本 就 会 更 低 ， 这 其 实 就 是 哈 夫 
曼 思 想 。 但 是 因为 二 又 搜 索 树 需 要 满足 ( 左 子 树 < 根 ， 右 子 树 > 根 ) 的 性 质 ， 那 么 每 次 选取 时 
就 不 能 保证 一 定 搜索 概率 大 的 结 点 。 所 以 哈 夫 曼 思 想 无 法 构建 最 优 二 叉 搜索 树 。 那 么 怎么 找 
到 最 优 解 呢 ? 我 们 很 难 确定 目前 得 到 的 就 是 最 优 解 ， 如 果 采 用 暴力 穷 举 所 有 的 情况 ,一 共有 
O(4"/n“) 棵 不 同 的 二 叉 搜 索 树 ， 这 可 是 指数 级 的 数量 ! 显然 是 不 可 取 的 。 

那么 如 何 才能 构建 一 棵 最 优 二 又 搜索 树 呢 ? 

我 们 来 分 析 该 问题 是 否 具 有 最 优 子 结构 性 质 : 

(1) 分 析 最 优 解 的 结构 特征 

° 原 问题 为 有 序 序列 {s1，s2，…，sn}， 对 应 虚 结 点 是 {eo，e1，…，es}。 假 设 我 们 已 经 

知道 了 st 是 二 又 搜索 树 T(1，n) 的 根 ,那么 原 问 题 就 变 成 了 两 个 子 问 题 ; (oso s 
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Sk1} 和 {eo，e1，*"…，eg-1} 构 成 的 左 子 树 T(1, k-1), (seat 52» t Sn} 和 {ek， ена» *"* 
ew} 构成 的 右 子 树 T(k+1，n)。 如 图 4-103 所 示 。 

° 我 们 只 需要 证 明 : WR T(1，n) 是 最 优 二 叉 搜索 树 ， 那 么 它 的 左 子 树 Та, кт 

子 树 T(k+1，n) 也 是 最 优 二 叉 搜索 树 。 即 证 明了 最 优 子 结构 性 质 。 

反 证 法 : 假设 7T'(1，k-1) 是 比 Та, КОЖИ Хы, MUJ 7T《(1，#1) 的 搜索 成 本 比 
Т(1, К-П) ЖАА, ВН Т" (1, 1). з +1, п) 组 成 的 二 又 搜索 树 T (A, Mh 
搜索 成 本 比 T(1，n) 的 搜索 成 本 小 。7T' (1，n) 是 最 优 二 叉 搜 索 树 ， 与 假设 T(1，n) 是 最 优 二 又 
搜索 树 了 矛盾。 问题 得 证 。 

(2) 建立 最 优 值 的 递归 式 

先 看 看 原 问 题 最 优 解 和 子 问 题 最 优 解 的 关系 : 用 VER (s sm to $j} 和 {ei ep …， 
ef} 构 成 的 最 优 二 又 搜索 树 的 搜索 成 本 。 

о 两 个 子 问题 〈 如 图 4-104 所 示 ) 的 搜索 成 本 分 别 是 c[i][k-1] 和 се. 





тих) bà 
31 Ska 51 Sn $, Ska 5 Sj 
图 4-103 原 问 题 分 解 为 子 问 题 图 4-104 ”两 个 子 问题 


子 问题 1 包含 的 结 点 : (sp эн» ` 8 ер» en s ет} 

子 问题 2 包含 的 结 点 : {se 52, ` sj} 和 {ek; ева» v ej}o 

。 把 两 个 子 问题 和 只 一 起 构建 成 一 棵 二 又 搜索 树 , 如 

图 4-105 所 示 。 

在 构建 的 新 树 中 ， 左 子 树 和 右 子 树 中 所 有 的 结 点 深度 
增加 了 1， 因 为 实 结 点 搜索 成 本 = 深度 +1) * 搜 索 概率 p, 
虚 结 点 搜索 成 本 -深度 * 搜 索 概率 q- 

左 子 树 和 右 子 树 中 所 有 的 结 点 深度 增加 了 1， 相 当 于 АА, 
житна НВ НО А, misia 04105 МИЕНИ 
搜索 成 本 pt， 总 的 增加 成 本 用 mw 四 表示 。 

To {sp звал» °° 51) ер» ен." ер) 





Ska Skri 5) 


树 根 结 点 : {56} o 
子 问题 2 包含 的 结 点 : (saa уно, ` 5) ер ев» t eto 
所 有 结 点 顺序 排列 一 起 : {ер so е» UU so ep to Sp 6， 它们 的 概率 之 和 为 : 
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[Я Л=4-1+ра "+ реак р, 
最 优 二 又 搜索 树 的 搜索 成 本 为 ; 

«(АЙ e[l- Iel wa 
因为 我 们 并 不 确定 大 的 值 到 底 是 多 少 ， 因 此 在 ; 妥 上 和 7 的 范围 内 找 最 小 值 即 可 。 
(3) 因此 最 优 二 又 搜索 树 的 最 优 值 递归 式 ; 

0 J=i-l 
«А-а aai у 


w 国 四 也 可 以 使 用 递 推 的 形式 ， 而 没有 必要 每 次 都 从 gxi 加 到 q. 
ы ,j=i-1 
мал- |4, a 


wl lp +4; ‚721 
这 同样 也 是 动态 规划 的 查 表 法 。 


4102 ”算法 设计 


采用 自 底 向 上 的 方法 求 最 优 解 ,分 为 不 同 规模 的 子 问题 对 于 每 一 个 小 的 决策 都 求 最 优 
(1) 确定 合适 的 数据 结构 
采用 一 维 数组 z[]、gD 分 别 记 录 实 结 点 和 虚 结 点 的 搜索 概率 ，c 中 四 表示 最 优 二 又 搜索 树 
Ti, КАЖ, юв ХА Та, ЕН ЗЕЕ ЕЖЕ ZS sa НЗ Е 00128 
之 和 ，s 四 四 表示 最 优 二 又 搜索 树 Та, j) 的 根 节 点 序号 。 
(2) 初始 化 
输入 实 结 点 的 个 数 n， 然 后 依次 输入 实 结 点 的 搜索 概率 存储 在 РИ, KRAE sa 
的 搜索 概率 存储 在 qt. $ c[i][i=1]=0.0，w[i][ 二 1]=g[ 二 1]， 其 中 二 1，2，3，…，n+l。 
(3) 循环 阶段 
° 按照 递归 式 计算 元 素 规 模 是 1 的 {si} GD 的 最 优 二 又 搜 索 树 搜索 成 本 ciy] FW 
录 最 优 策略 ， 即 树 根 siy] 1, 2, 3, +, no 
о 按照 递归 式 计算 元 素 规模 是 2 的 {5;, зн} GH ) 的 最 优 二 又 搜索 树 搜索 成 本 СГП, 
并 记录 最 优 策略 ， 即 树 根 $, = 1, 2, 3, +, nle 
° 以 此 类 推 ， 直 到 求 出 所 有 元 素 {s1，…，sa} 的 最 优 二 又 搜索 树 搜索 成 本 c[1][n] 和 最 
优 策略 s[1][n]。 
(4) 构造 最 优 解 
° 首先 读 取 s[1]fn]， 令 ЕП], ЯН sx 为 最 优 二 又 搜索 树 的 根 。 
° 判断 如 果 入 1<1， 表 示 虚 结 点 ei 是 $4 的 左 子 树 ; 否则 ， 递 归 求 解 左 子 树 Construct_ 
Optimal В$Т(1,АЬ-1,1). 
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° 判断 如 果 k 三 x”， 输 出 虚 结 点 et 是 si 的 右 孩 子 ， 否则 ， 输 出 s[k+1][n] 是 s, 的 右 孩 子 ， 
递归 求解 右 子 树 Construct Optimal BST(k+1, п, 1). 


4.10.3 ”完美 图 解 
假设 我 们 现在 有 6 个 关键 字 {s1，s，,，…，se} 的 搜索 概率 是 {pl1，p;,，…，ps}， 查 找 不 成 
HRR {eo ep ***, еб КА 122 qo qo e qo 其 对 应 的 数值 如 图 4-106 和 图 4-107 
所 示 。 





图 4-106 实 结 点 的 搜索 概率 图 4-107 虚 结 点 的 搜索 概率 


采用 一 维 数组 p[]、q[] 分 别 记录 实 结 点 和 虚 结 点 的 搜索 概率 ，c[] 思 表示 最 优 二 又 搜 索 树 
Т(і, 四 的 搜索 成 本 ，w 中 中 表 示 最 优 二 又 搜索 树 TUi， 刀 中 的 所 有 实 结 点 和 虚 结 点 的 搜索 概率 
之 和 ，s 四 四 表示 最 优 二 叉 搜索 树 T(i, 有) 的 根 节点 序号 ， 即 取得 最 小 值 时 的 值 。 

(1) 初始 化 

n=6， 令 e[i[i-1]=0.0, w[i[i-1]=q[i-1], $F 11, 2, 3, =, n+l, WE 4-108 所 示 。 


w[][] 0 





图 4-108 ”概率 之 和 以 及 最 优 二 又 树 搜索 成 本 


(2) 按照 递归 式 计 算 元 素 规模 是 1 的 {5;} GD МБХ СГП, jË 
记录 最 优 策略 ， 即 树 根 (Л, = 1, 2, 3, +, no 
w[;][/] = wE -1+ p; +9, 
<= min (c[i)[k —1],c[k +1][/]1 + 7 
° il, jl: kl. 
为 了 形象 表达 , 我 们 把 虚 结 点 和 实 结 点 的 搜索 概率 按 顺 序 放 在 一 起 ,用 圆圈 和 阴影 部 分 
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表示 0» И 4-109 所 示 。 


w [1][0] 







94 





qs 





Ра q 


四 区 四 四 加 加 


ps ps 





图 4-109 概率 之 和 w[1][1] 


w[1][1]= w[1][0]+pi+qi=0.06+0.04+0.08=0.18; 
e[1][1]= miníc[1][0], c[2][1] }+ w[1][1] =0.18; 
s[1][1]=1., 

° 122, j=2: К=2. Ш 4-110 Вт. 


q ps qs ps q 





图 4-110 ”概率 之 和 w[2][2] 


w[2][2]= w[2][1]+p2+q:2=0.08+0.09+0.10=0.27; 
c[2][2]= min{fe[2][1]，e[3][2] }+ w[2][2] =0.27; 
s[2][2]=2。 

° 23, j=3: К=З. ЩИ 4-111 所 示 。 


qo р 2 / 94 ps 45 ps Ф 





图 4-111 概率 之 和 m[3][3] 


w[3][3]= ю[3][2]+рз+9з=0.10+0.08+0.07=0.25; 
c[3][3]= min{fe[3][2]，e[4][3] }+ w[3][3] =0.25; 
s[3][3]=3。 

° 1-4, ј=4: k=4, Ш 4-112 所 示 。 


р! qı 





图 4-112 ”概率 之 和 w[4][4] 


w[4][4]= [4] [3]+р4+94=0.07+0.02+0.05=0.14; 
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c[1][1]= miníc[1][0], c[2][1] }+ w[1][1] =0.14; 
s[4][4]=4。 
e 15, j=5: k=5, ВЫ 4-113 所 示 。 








qo pi qı p2 q: рз 4з p 


50263138363 


图 4-113 ”概率 之 和 mw[5][5] 










w[5][5]= w[5][4]+ps+qs=0.05+0.12+0.05=0.22; 
e[5][5]= min{e[5][4]; c[6][5] }+ w[5][5] =0.22; 
s[5][5]=5。 

° 156, j=6: k=6, Ш 4-114 所 示 。 


Чо Рі q ps 





四 四 四 四 四 区 
图 4-114 ”概率 之 和 w[6][6] 


w[6][6]= w[6][S]+pet+ge=0.05+0.14+0.10=0.29; 

c[6][6]= min{c[6][5], c[7][6] }+ w[6][6] =0.29; 

s[6][6]=6。 

计算 完毕 ， 概 率 之 和 以 及 最 优 二 又 树 搜索 成 本 如 图 4-115 所 示 。 最 优 策略 如 图 4-116 所 示 。 





图 4-115 ”概率 之 和 以 及 最 优 二 又 树 搜索 成 本 


(3) 按照 递归 式 计算 元 素 规 模 是 2 Mso sm} ОНО 的 最 优 二 叉 搜索 树 搜索 成 本 СП, 
并 记录 最 优 策 略 ， 即 树 根 silyl i1, 2, 3, =, nlo 
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БКЫ E 
РЫР ОЕ ЗН 
图 4-116 最 优 二 叉 树 的 最 优 策略 
willi] = wL -1+ p, +g; 
< 国 [ = min (c[i][k —1],c[k + Л} + ГЛ 
° il, j=2, ШІ 4-117 所 示 。 
wU 





P 43 Р q Ps 45 ps 9 


A Ph 
7 ү 
CoA СООО 


4-117 概率 之 和 m[1][2] 


w[1][2]= w[1][1]+p:+q2=0.18+0.09+0.10=0.37; 


E © Í[k=1, «0+ ef2][2]-0.27 
а зка М =2, «угу ef3][2]-0.18 


= 0.55; 


$[11[2]=2. 
ә 12, j=3。 如 图 4-118 所 示 。 


w 212] 






P4 q Ps qs Pée qs 


cocada 


图 4-118 概率 之 和 w[2][3] 





w[2][3]= w[2][2]+p3+g3=0.27+0.08+0.07=0.42; 


c[2][3] = w[2][3]+ min =2, c[2][1]+ c[3][3]=0.25 _ 


= 0.67 ; 
k=3, c[2][2]+ c[4][3]=0.27 


s[2][3]=2。 
° i=3, ј=4. Ш 4-119 所 示 。 
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[313] 





q р a P 7 р = А 
220002 cong 


图 4-119 ”概率 之 和 m[3][4] 


w[3][4]= w[3][3]+p4+q4=0.25+0.02+0.05=0.32; 


e[3][4] = w[3][4] + min | =3, c[3][2]+ c[4][4]=0.14 _ 


= 0.46 ; 
k=4, c[3][3]+ c[5][4]=0.25 


5[3][4]=3 
° 154, ј=5. Ш 4-120 所 示 。 


w[4][4] 
q P Q p q p A P s pe 4 





4-120， 概 率 之 和 w[4][5] 


w[4][5]= —[4][41+р5+95=0.14+0.12+0.05=0.31; 

cf4][5] = w[4][5]+ min f =4 «4131 51510-22 _ од, 
k=5, c[4][4]+ с6|[5]=0.14 

5[4][5]=5. 


° 5, /=6。 如 图 4-121 所 示 。 


[55] 






q р q p B p 


Pi 
四 区 





н Ps “9, 
ро ов 
图 4-121 概率 之 和 m[5][6] 


[5] [6] = [5] [5]+рб+9в=0.22+0.14+0.10=0.46; 


с[5] [6] = [5] [6] + min h =3，<c[5][4]+ c[6][6]=0.29 _ 
k=6, c[5][5]+ c[7][6]=0.22 


0.68; 
s[5][6]=6. 
计算 完毕 。 概 率 之 和 以 及 最 优 二 叉 树 搜索 成 本 如 图 4-122 所 示 ， 最 优 策 略 如 图 4-123 
所 示 。 
(4) 按照 递归 式 计算 元 素 规模 是 3 {5 вн зао) Ч=Н2) 的 最 优 二 又 搜 索 树 搜索 成 
Ж сл, HERRER, BRR siy] i=l; 2, 3, 4. 
wlillj]= wä —1]+ p; +q; 
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图 4-123 ”最 优 策略 
Л = min {< [ПК —1],c[k +17} + ГЛ 


<<] 


e i=l, /=3. Ш 4-124 所 示 。 


[12] 
Pa q4 Ps qs ps q 


V NI 
carom ë ее 


E 4-124 概率 之 和 w[1][3] 














w[1][3]= w[1][2]+p3+g3=0.37+0.08+0.07=0.52; 
k=1, c[1][0]+c[2][3]=0.67 
c[1][3] = w[1][3]+minsk=2, c[1][1]+c[3][3]=0.43 = 0.95 ; 
k=3, c[1][2]+-c[4][3]=0.55 
s[1][3]=2。 
° i=2, j=4, ЩИ 4-125 所 示 。 
w[2][4]= и [2][3]+р+94=0.42+0.02+0.05=0.49; 
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w[2][3] 





g5 Pi в Wi gs, 
| 
|006 [oos в 009 | ono отв [o7 本 四 四 四 


图 4-125 ”概率 之 和 mw[2][4] 


k=2, c[2][1]+c[3][4]=0.46 
c[2][4] = w[2][4] + min Г =3, c[2][2]+c[4][4]=0.41 = 0.90; 
k=4, c[2][3]+c[5][4]=0.67 
5[2][4]=3 
e 23, ј=5. Ш 4-126 所 示 。 


w[3][4] 





p 


вт n М фр $ y 
V Y 
пря 


4-126 ”概率 之 和 w[3][5] 


ps gs 


加 加 
i 





w[3][5]= w[3][4]+ps+qs=0.32+0.12+0.05=0.49; 
k=3, c[3][2]+c[4][5]=0.45 
c[3][5] = w[3][5] + min Г =4, c[3][3]+c[5][5]=0.47 = 0.94 ; 
k=5, e[3][4]+c[6][5]=0.46 
s[3][5]=3。 
° i=4, j=6。 如 图 4-127 所 示 。 


w[4][5] 








q Pi qı p: q: Рз qa 


А Ф ESA 
国医 本 图 贺 国有 区 固 区 区 
4-127 概率 之 和 w[4][6] 





w[4][6]= —[4][5]+рє+96=0.31+0.14+0.10=0.55; 
k=4, с[4][3]+с[5][6] 50.68 
c[4][6] = #4] [6] + min Г =5, c[4][4]+c[6][6]=0.43 = 0.98 ; 
k=6, cf4][5]+He[7][6]=0.45 
s[4][6]=5。 
计算 完毕 。 概 率 之 和 以 及 最 优 二 叉 树 搜索 成 本 如 图 4-128 所 示 ， 最 优 策略 如 图 4-129 所 示 。 
(5) 按照 递归 式 计 算 元 素 规模 是 4 Н) (5, sao seo se) =H) 的 最 优 二 叉 搜 索 树 搜 
ЖЖ Ayl HERRER, BRAR siy] =1, 2, 3. 
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ис 





4-129 ”最 优 策略 
willi] = ж -1+ p. +9, 
«Л = min ГАА – 1,1 + 071) + СЛ 


ә i=l, j=4, ЩИ 4-130 所 示 。 
w[1]G] 





ps 


9 q6 
四 四 四 
4-130 ”概率 之 和 w[1][4] 
w[1][4]= w[1][3]+p4+q4=0.52+0.02+0.05=0.59; 
k=1, c[1][0]+c[2][4]=0.90 
k=2, c[1l][1]+c[3][4]=0.64 


а= анон. 3, ce[1][2]+e[4][4]=0.69 


к= 4, с[1][31+с[5][4]=0.95 


=1:23; 


s[1][4]=2。 
° i=2, ј=5. Ш 4-131 所 示 。 
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* [214] 





ОСЗ Ш 


图 4-131 概率 之 和 w[2][5] 


w[2][5]= w[2][4]+ps+gs=0.49+0.12+0.05=0.66; 

k=2, cf[2][1]+e[3][5]=0.94 
k=3, c[2][2]+e[4][5]=0.72 _ 
k=4, ce[2][3]+e[5][5]=0.89 — 
k=5, c[2][4]+c[6][5]=0.90 


c[2][5] = w[2][5] + min 


s[2][5]=3。 
° i=3, ј=6. Ш 4-132 所 示 。 


и 





9 qs 
парой 


Я 4-132 ”概率 之 和 m[3][6] 


w[3][6]= w[3][S]+pe+ge=0.49+0.14+0.10=0.73; 

k=3, c[3][2]+c[4][6]=0.98 
k=4, c[3][3]+c[5][6]=0.93 _ 
k=5, c[3][4]+c[6][6]=0.75 — 
k=6, c[3][5]+c[7][6]=0.94 


c[3][6] = w[3][6] + min 


s[3][6]=5。 
计算 完毕 。 概 率 之 和 以 及 最 优 二 又 树 搜索 成 本 如 图 4-133 所 示 ， 最 优 策略 如 图 4-134 所 示 。 


w[] 
1 





图 4-133 ”概率 之 和 以 及 最 优 二 又 树 搜索 成 本 
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4-134 最 优 策 略 


(6) 按照 递归 式 计 算 元 素 规 模 是 5 (5, бра» Sao sa Saa) (=Н4) 的 最 优 二 又 搜索 
树 搜索 成 本 diy HERRAR, BAAR 0107], 1, 2. 
w[il[7]= wL —1]+ p. +9, 
e[i][;] = min {c[i][lk —1],c[k + Ш} + [Л 


<<) 


° i=l, j=5, Ш 4-135 所 示 。 
њи] 





图 4-135 ”概率 之 和 w[11[5] 


w[1][5]= w[1][4]+ps+qs=0.59+0.12+0.05=0.76; 
k=1, c[1][0]1+c[2][5]=1.38 
大 = 2，efl][1]+e[3][5]=1.12 
e[1][5] = #15] + mind k=3, c[1][2]+ce[4][5]=1.00 =1.76; 
k=4, с[1[3]+с[5][5]=1.17 
k=5, c[l][4]+c[6][5]=1.23 
s[1][5]=3。 
° 1-2, ј=6. Ш 4-136 所 示 。 


w [2105] 





q P q P 


зерн 21620203000:00875 


图 4-136 概率 之 和 w[2][6] 


w[2][6]= w[2][5]+ps+q6=0.66+0.14+0.10=0.90; 
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k=2, ce[2][1]+e[3][6]=1.48 

k=3, cf[2][2]+e[4][6]=1.25 
c[2][6] = w[2][6]+ т к = 4, ef[2][3]+e[5][6]=1.35 = 2.09 ; 

k=5, c[2][4]+c[6][6]=1.19 

k=6,  c[2][5]+c[7][6]=1.38 


s[2][6]=5- 
计算 完毕 。 概 率 之 和 以 及 最 优 三 又 树 搜索 成 本 如 图 4-137 所 示 ， 最 优 策 略 如 图 4-138 
所 示 。 


w[][] 0 
ро 

> ротором w 

паров › | To аватари 

ahid ре 02:05 

= 





4-138 ”最 优 策 略 


(7) 按照 递归 式 计算 元 素 规 模 是 6 № ís; Sao Эно» 5нз» Sras Sas} (ЕН5) 的 最 优 二 又 
搜索 树 搜 索 成 本 AV. HERRE, BRAR sly] #1. 
"ПЛ = м0 —1]+ p, +9, 
«РПЛ = min (c[i][k —1],c[k + 107) + Л 


° i=l, 6。 如 图 4-139 所 示 。 
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= 2-98 





图 4-139 概率 之 和 w[1][6] 
w[1][6]= w[1][5]+petge=0.76+0.14+0.10=1.00; 
k=1, c[1][0]+e[2][6]=2.09 
‚ c[1][1]+e[3][6]=1.66 
‚ Cc[1][2]+e[4][6]=1.53 


kee 2 
Ee 
c[1][6]= #6] + min k=4, cf1][3]+e[5][6]=1.63 
k=5 
k=6 


=2.52; 


, c[1][4]+c[6][6]=1.52 

‚ c[1][5]re[7][6]=1.76 

s[1][6]=5。 

计算 完毕 。 概 率 之 和 ge 4-140 所 示 ， 最 优 策略 如 图 4-141 所 示 。 


w[][]0o 1 56 ej 0 1 3 


нЕ ря | 
[5 езен 








4-141 最 优 决策 
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(8) 构造 最 优 解 

° 首先 读 取 s[1][6]=5, А=5, И s; 为 最 优 二 又 搜索 树 的 根 。 

判断 如 果 k-1 三 1， 读 取 s[1][4]=2， 输 出 s, 0 55 的 左 孩 子 ， 递归 求解 左 子 树 T (1, 4); 
判断 如 果 k<6, 读 取 $[6][6]=6, 输出 s6 为 ss ABT: 递归 求解 右 子 树 T (6, 6), 如 图 4-142 
所 示 。 

e 递归 求解 左 子 树 A, 4). 

首先 读 取 s[1][4]=2, А=2. 

判断 如 果 121, 读 取 s[1][1]=1, 输出 si Ж 52 КЕ; 判断 如 果 k<4, 读 取 s[3][4]=3， 
输出 53 为 s; 的 右 孩子 ， 递归 求解 右 子 树 T (3，4)， 如 图 4-143 所 示 。 


55 Т(1,6) 
52 56 
52 56 
$| 53 
Та, 4) T(6.6) 
图 4-142 ”最 优 解构 造 过 程 图 4-143 ”最 优 解 构造 过 程 


。 递归 求解 左 子 树 了 (1，1)。 

首先 读 取 s[1][1]=1, 21. 

判断 如 果 К-1<1, ЖЖ ео № si 的 左 孩 子 ， 判 断 如 果 k 三 1， 输出 ei 为 si 的 右 孩 子 ， 如 
图 4-144 所 示 。 

。 递归 求解 右 子 树 7 (3，4)。 

首先 读 取 $[3][4]=3, k=3. 

判断 如 果 k-1<3， 输 出 © М ss 的 左 孩 子 ， 判断 如 果 k<4， 读 取 s[4][4]=4， 输 出 54 为 ss 
的 右 孩 子 ; 递归 求解 右 子 树 T (4，4)， 如 图 4-145 Вт. 


55 


52 56 


51 





图 4-144 ”最 优 解构 造 过 程 图 4-145 ”最 优 解构 造 过 程 
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。 递归 求解 右 子 树 T (4，4)。 

首先 读 取 $[4][4]=4, k=4. 

判断 如 果 k-1<4, 输出 ез № sa 的 左 孩 子 ; 判断 如 果 224, 输出 e, № 54 的 右 孩 子 , 如 图 4-146 
所 示 。 

。 递归 求解 右 子 树 7 (6, 6). 

首先 读 取 $[6][6]=6, А=6. 

判断 如 果 k-1<6, 输出 es № s%6 的 左 孩子 ; 判断 如 果 226, 输出 e6 为 s6 的 右 孩 子 , 如 图 4-147 
所 示 。 





图 4-146 最 优 解构 造 过 程 图 4-147 最 优 解构 造 过 程 


4.10.4” 伪 代码 详解 


(1) 构建 最 优 二 又 搜索 树 

采用 一 维 数 组 p[]、g[] 分 别 记录 实 结 点 和 虚 结 点 的 搜索 概率 ，c[ 吉 [表示 最 优 二 又 搜 索 树 
T G, р 的 搜索 成 本 ,- wm] 四 表示 最 优 二 叉 搜 索 树 7 G. р 中 的 所 有 实 结 点 和 虚 结 点 的 搜索 
概率 之 和 ，s 国 四 表示 最 优 二 叉 搜 索 树 T G, j) 的 根 节点 序号 。 首 先 初始 化 ， 令 cli][i=1]=0.0， 
w[i][2—1]=q[i-1], Ж 二 1，2，3，…，n+1。 按 照 递归 式 计算 元 素 规模 是 1 的 {fs} (=i) 的 
最 优 二 又 搜索 树 搜 索 成 本 cyl HERRAR, IMAA $, 21, 2, 3, +, п. E 
递归 式 计 算 元 素 规模 是 2 М {so saa) G=i+1) 的 最 优 二 又 搜 索 树 搜索 成 本 dip HERE 
优 策略 ， 即 树 根 s 思 [四 ， 计 1，2，3，…，n-1。 以 此 类 推 ， 直 到 求 出 所 有 元 素 {s1，…，ss} 的 
最 优 二 叉 搜 索 树 搜索 成 本 c[1][n] 和 最 优 策略 s[1][n]。 


void Optimal_BST () 
{ 
for (1=1;1<=0+1;1++) 
{ 
cii] [1-1]=0.0; 
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w[i] [1-1] =а[1-1]; 
} 
for (int t=1;t<=n;t++) /At 为 关键 字 的 规模 
// 从 下 标 为 i 开始 的 关键 字 到 下 标 为 j 的 关键 字 
for(i=1l;i<=n-t+l;i++) 
{ 
j=i+t-1; 
w[i] [j]=w[i] [j-1]+p[j]+q[j]; 
c[i] [j]=c[i] [i-1]+c[i+1] [j];// 初 始 化 
sil [ls I // 初 始 化 
for (k=i+1;k<=j; k++) // 选 取 i+1 到 i 之 间 的 某 个 下 标的 关键 字 作 为 从 i 3] 3 
的 根 ， 如 果 组 成 的 树 的 期 望 值 当前 最 小 ， 则 к 为 从 i 到 j 的 根 节点 
{ 
double temp=c [i] [к-1]+с[к+1] [3]; 
if (temp<c[i][j]&&fabs(temp-c[i][j])>1E-6) //C++ 中 浮 点 数 因为 精度 
问题 不 可 以 直接 比较 ，fabs (temp-c[i] [j])>1E-6 表示 两 者 不 相等 


с[1] [1] =Еемр; 
s[i] [j]=k; //к 即 为 从 下 标 i $J j 的 根 节点 
} 
} 
с[1] [31+=м [1] [3]; 





} 


(2) 构造 最 优 解 

Сопѕігисі Optimal BST(int iint j,bool flag) 表 示 构 建 从 结 点 i 到 结 点 j 的 最 优 二 又 搜索 树 。 
首次 调用 时 ，flag=0、 计 1、j=n， 表 示 首 次 构建 ， 读 取 的 第 一 个 数值 s[1][n] 为 树 根 ， 其 他 递 
归 调 用 flag=1。 


Construct_Optimal BST(int i,intj,bool flag): 首先 读 取 s[;][/], > 丘 s 四 中 ;判断 如 果 k-1<i， 
表示 虚 结 点 er_i 是 ETA; B, ARKEA TH Construct_Optimal В$Т(Р, k-1, 1). 
判断 如 果 227, 输出 虚 结 点 e, 是 sx 的 右 孩 子 ; 否则 ， 输 出 s[k+1] 四 是 sx 的 右 孩 子 ， 递归 求解 
右 子 树 Construct Optimal BST(k +1, j, 1). 


void Construct_Optimal_BST (int i,int j,bool flag) 
{ 
if (flag==0) 
{ 
cout<<"S"<<s[i][j]<<" Ж "<<епа1; 
Ғ1ад=1; 
} 
int К=$[1] [5]; 
// 如 果 左 子 树 是 叶子 
if (К-1<1) 
{ 


cout<<"e"<<k-1<<" is the left child of "<<"5"<<к<<епа1; 





} 
// 如 果 左 子 树 不 是 叶子 
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е1зе 


cout<<"S"<<s[i] [К-1]<<" is the left child of "<<"5"<<к<<епа1; 
Сопѕёгисі ОрЕ1та1_ВУТ (1,К-1,1); 


} 
/7/ 如 果 右 子 树 是 叶子 
if (k>=3) 
{ 
cout<<"e"<<j<<" is the right child of "<<"5"<<к<<епа1; 
) 
// 如 果 右 子 树 不 是 叶子 
else 
{ 
соџё<<"5"<<5[к+1] [J] <<" іѕ thé right сһі1а of "<<"5"<<к<<епа; 
Construct Optimal BST (К+1,39,1); 


4.10.5 ”实战 演练 





//program 4-8 

#include<iostream> 

#include<cmath> // 求 绝对 值 函 数 需 要 引入 该 头 文件 
using namespace std; 

const int M=1000+5; 

double c[M] [M],w[M] [M], p[M],q[M]; 

int s[M] [M]; 

int fiy jpk? 

void Optimal_BST() 


for (1=1;1<=п+1;і++) 
{ 
eji] [12-1]=0.0; 
WiL [1-1] =а[1-1]; 
} 
for(int t=l;t<=n;t++) /At 为 关键 字 的 规模 
/7 从 下 标 为 诗 开 始 的 关键 字 到 下 标 为 j 的 关键 字 
for (1=1;1<=п-6+1;1++) 
{ 
j=i+t-1; 
w[i] [j]=w[i] [j-1]+p[jl]+qlj]; 
eli] [j]=c[i] [i-1]+c[i+1] [91 ; //Я 
sE [3]=1; // 初 始 化 
// 选 取 i+1 到 jj 之 间 的 某 个 下 标的 关键 字 作 为 从 i 到 j 的 根 , 如 果 组 成 的 树 的 期 望 


| 值 当前 最 小 ， 则 k JIM і 到 j 的 根 节点 


for (k=i+l;k<=j; k++) 
{ 
double temp=c[i] [k-1]+c[k+1] [j]; 
if (temp<c [i] [j] &&fabs (temp-c [i] 135]) >1Е-6) //С++ ЎЎ А 


| 为 精度 问题 不 可 以 直接 比较 ， fabs (temp-c[i][j])>1E-6 表示 两 者 不 相等 


{ 
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c[i] [3] ==епр; 
s[i] [3] =К;//к ЖА РЖ i #| j 的 根 节点 
} 
} 
с [1] [3]+=и [11] [j]; 
} 
} 
void Construct_Optimal_BST (int ivint j,bool flag) 
I 
if (flag==0) 
{ 
cout<<"S"<<s[i][j]<<" 是 根 "<<endl; 
flag=1; 
) 
int k=s[i] [j]; 
// 如 果 左 子 树 是 叶子 
if (k-1<i) 
{ 


cout<<"e"<<k-1<<" is the left child of "<<"S"<<k<<end1l; 


) 

// 如 果 左 子 树 不 是 叶子 

else 

{ 
Cout<<"S"<<s[i] [К-1]<<" is the left child of "<<"5"<<к<<епа1; 
Construct Optimal_BST (1,К-1,1); 


} 
// 如 果 右 子 树 是 叶子 
1Е(К>=)) 
{ 
Cout<<"e"<<]j<<" is the right child of "<<"S"<<k<<endl; 


) 
// 如 果 右 子 树 不 是 叶子 
else 
{ 
соці<<"5"<<5[к+1] [5]<<" is the right child of "<<"5"<<к<<епа1; 
Construct Optimal BST(k+1l1,3,1); 
} 
} 
int main () 
{ 
cout << "请 输入 关键 字 的 个 数 n: "; 
gin >> п 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 关键 字 的 搜索 概率 : "; 
for (1=1; i<=n; i++ ) 
с1п>>р [1]; 
cout << "请 依次 输入 每 个 虚 结 点 的 搜索 概率 : "; 
for (1=0; i<=n; 1++) 
с1п>>а [1]; 
Optimal BST(); 
cout<<" 最 小 的 搜索 成 本 为 : "<<c[1] [п] <<епа1; 
cout<<" 最 优 二 又 搜索 树 为 : "; 
Construct_Optimal_BST(1,n,0); 








4.10.6 


4.10 ”快速 定位 一 一 最 优 二 叉 搜索 树 243 


return 0; 


} 

算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
Visual C++ 6.0 
(2) 输入 


请 输入 关键 字 的 个 数 n: 6 

请 依次 输入 每 个 关键 字 的 搜索 概率 ; 

0.04 0.09 0.08 0.02 0.12 0.14 

请 依次 输入 每 个 虚 结 点 的 搜索 概率 ; 

0.06 0.08 0.10 0.07 0.05 0.05 0.10 


(3) 输出 


最 小 的 搜索 成 本 为 ，2 .52 

最 优 二 又 搜索 树 为 : 

s5 是 根 

52 is the left сһі1а GE 55 

$1 is the left child of 52 

e0 is the left child of Sl 

е1 -іѕ the right child of 51 
53 is the right child of 52 
е2 is the: left child of $3 

S4 is the right child of S3 
e3 is the left child of S4 

e4 is the right child of S4 
S6 is the right child of 55 
e5 is the left child of 56 

e6 is the right child of S6 


算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 


(1) 时 间 复 杂 度 : 算法 中 有 3 BRER for 循环 ， 其 时 间 复 杂 度 为 O). 
(2) 空间 复杂 度 : 使 用 了 З ХИН с. И. ЗА, НЯ 282 


为 O(n”)。 


2. 算法 优化 拓展 


如 果 按 照 普 通 的 区 间 动 态 规划 进行 求解 ， 时 间 复 杂 度 是 O(m)， 但 可 以 用 四 边 形 不 等 式 


优化 。 


0 
ai=] min ек1, + Л) Willy] ,ji 


sl -1|<k=<s[;i+1][;] 
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s 四 四 表示 取得 最 优 解 四 四 的 最 优 策 略 位 置 。 


k ОЖИНУ ВАНА 16826, ERKEK, jJ REZAK] ГАБ At 


优化 ， 算 法 时 间 复 杂 度 可 以 减少 至 Om MARRET 4.8.6 节 。 
优化 后 算法 : 


//program 4-8-1 

| #include<iostream> 

| #include<cmath> // 求 绝对 值 函数 需要 引入 该 头 文件 
using namespace std; 

const int M=1000+5; 

double c[M][M],w[M] [M] ,p [M], q[M] ; 

int s[M] [М]; 

АЕ 8,1,4, K> 

void Optimal ВЅТ () 

{ 


for (1=1;1<=п+1;1++) 
{ 
с[1] [1-1] =0.0; 
м [1] [1-1] =а [1-1]; 
} 
for(int t=1;t<=n;t++) //t 为 关键 字 的 规模 
// 从 下 标 为 i 开始 的 关键 字 到 下 标 为 j 的 关键 字 
for (1=1;1<=п-6+1;1++) 
{ 
j=i+t-1; 
w[i] [j]sw[i] [j-1]+p[j]+q[j]; 
int 11=5[1] [j-1]>i?s[i] [j-1]:i; 
int jl1=s[i+1] [j]<j?s[i+1] [j]:j; 
c[i] [j]=c[i] [i1-1]+c[i1+1] [3]; //# 8% 
s [1] [j]=i1l;// 初 始 化 


望 值 当前 最 小 ， 则 к 为 从 i 到 j 的 根 节点 
for (К=11+1;К<=5)1;К++) 
{ 
double ёетр=с [1] [k-1]+c[k+1] [j]; 


为 精度 问题 不 可 以 直接 比较 
{ 
с[ 1] [j]=temp; 
s[il[j]j=k;//k 即 为 从 下 标 守 到 jj 的 根 节点 
} 
} 
с [1] [3]1+=и [1] [3]; 
} 
} 
уоіа Construct Optimal BST(iñt i,iñt ),6оо1 flag) 
| { 
| if (Е1аа==0) 
| { 
| cout<<"S"<<s[i][j]<<" 是 根 "<<endl; 





// 选 取 i1+1 到 j1 之 间 的 某 个 下 标的 关键 字 作为 从 i 到 j 的 根 , 如 果 组 成 的 树 的 期 


if (temp<c[i] [5] &&Ғарѕ (temp-c[i] [5]) >1Е-6) //C++ 中 浮 点 数 因 








} 
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flag=1; 


Е: 


int k<s [i] [Jl]; 
// 如 果 左 子 树 是 叶子 
1Е(К-1<1) 
{ 
соцЕ<<"е"<<к-1<<" is the left child of "<<"5"<<к<<епа1; 


) 
// 如 果 左 子 树 不 是 叶子 


е1зе 


{ 
cout<<"S"<<s[i][k-1]<<" is the left child of "<<"5"<<к<<епа1; 
Constručt_Optimal-BST{i Кк-1,1); 


) 
// 如 果 右 子 树 是 叶子 
if (k>=j) 
{ 
cout<<"e"<<j<<" is the right child of "<<"S"<<k<<endl; 


} 

// 如 果 右 子 树 不 是 叶子 

else 

{ 
соці<<"5"<<5 [к+1] [3]<<" 13 the right сһі1а of "<<"5"<<к<<епа1; 
Construct_Optimal_BST(k+1,3,1); 

} 


int main() 


{ 


соці << "请 输入 关键 字 的 个 数 ni"; 
сіп >> п; 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 关键 字 的 搜索 概率 :"; 
for (1=1; i<=n; i++ ) 
cin>>p [1]; 
cout << "请 依次 输入 每 个 虚 结 点 的 搜索 概率 :"; 
for (1=0; i<=n; 1++) 
сіп>>а[і]; 
Optimal_BST(); 
// /* 用 于 测试 
for (i=1; i<=n+1;i++) 
{ 
for (j=1; )<1;ј++) 
cout "VE ; 
for (j=i-1;j<=n;j++) 
Cout << м[1] [5 ]<<"\+" j 
cout << епа1; 
} 
for (1=1; і<=п+1;і++) 
{ 
for (j=1; ј<і;ј++) 
count <<"™\t™ ; 
for (3=1-1; j<=n;j++) 
put << <" 2 
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Cout << епа1; 
} 
for (1=1; i<=n;i++) 
{ 
Бог (j=1; )<1;)++) 
соп SS "ЗЕ" 3 
for (j=i-1; j<=n;j++) 
人 上 NE } 
cout << епа1; 
} 
cout << епа1; 
// */ 用 于 测试 
cout<<" 最 小 的 搜索 成 本 为 : "<<c[1] [п] <<епа1; 
cout<<" 最 优 二 叉 搜索 树 为 : "; 
Construct_Optimal_BST(1,n,0); 
return 0; 
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本 章 通过 8 个 实例 讲解 了 动态 规划 的 解 题 过 程 。 动 态 规划 求解 最 优化 问题 时 需要 考虑 两 
个 性 质 : 最 优 子 结构 和 子 问题 重合 。 只 要 满足 最 优 子 结构 性 质 就 可 以 使 用 动态 规划 ， 如 果 还 
具有 子 问题 重 登 ， 则 更 能 彰显 动态 规划 的 优势 。 判 断 可 以 使 用 动态 规划 后 ， 就 可 以 分 析 其 最 
优 子 结构 特征 ， 找 到 原 问 题 和 子 问 题 的 关系 ， 从 而 得 到 最 优 解 递归 式 。 然 后 按照 最 优 解 递归 
式 自 底 向 上 求解 ， 采 用 备 忘 机制 〈 查 表 法 ) 有 效 解决 子 问题 重奏 ,重复 的 子 问题 不 需要 重复 
求解 ， 只 需 查 表 即 可 。 

动态 规划 的 关键 总 结 如 下 。 

(1) 最 优 子 结构 判定 

° 作出 一 个 选择 。 

。 假定 已 经 知道 了 哪 种 选择 是 最 优 的 。 

例如 和 矩阵 连 乘 问题 ， 我 们 假设 已 经 知道 在 第 PERME SERRA, BAA 
AD(ArriArr2'**A))。 

。 最 优选 择 后 会 产生 哪些 子 问题 。 

例如 和 矩阵 连 乘 问题 , 我 们 作出 最 优选 择 后 产生 两 个 子 问 题 : (AA. AO: (AeA A) 

。 证 明 原 问题 的 最 优 解 包含 其 子 问题 的 最 优 解 。 

通常 使 用 “前 切 一 粘贴 ” 反 证 法 。 证明 如 果 原 问题 的 解 是 最 优 解 ， 那 么 子 问题 的 解 也 是 
最 优 解 。 反 证 : 假定 子 问题 的 解 不 是 最 优 解 ， 那 么 就 可 以 将 它 “ 剪 切 ” 掉 ， 把 最 优 解 “ 粘 贴 ? 
进去 ， 从 而 得 到 一 个 比 原 问 题 最 优 解 更 优 的 解 ， 这 与 前 提 原 问题 的 解 是 最 优 解 了 矛盾 。 得 证 。 
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例如 : 矩阵 连 乘 问题 ，c=a+b+d， 我 们 只 需要 证 明 如 果 с 是 最 优 的 ， 则 a # b — E E: 
优 的 〈 即 原 问题 的 最 优 解 包含 子 问 题 的 最 优 解 )。 

反 证 法 : 如 果 a PERH, (AAm AD 存在 一 个 最 优 解 g，a<a， 那 么 ，a+p+d<c， 
这 与 假设 с 是 最 优 的 矛盾 ， 因 此 如 果 с 是 最 优 的 ， 则 a 一 定 是 最 优 的 。 同 理 可 证 也 是 最 
优 的。 因此 如 果 c 是 最 优 的 ， 则 a 和 4 一定 是 最 优 的 。 因 此 ， 和 矩阵 连 乘 问题 具有 最 优 子 结 
构 性 质 。 

(2) 如 何 得 到 最 优 解 递归 式 

。 分 析 原 问题 最 优 解 和 子 问 题 最 优 解 的 关系 。 

例如 和 矩阵 连 乘 问题 ,我们 假设 已 经 知道 在 第 个 矩阵 加 括号 是 最 优 的 ， 即 CAA... A.) 
(AriAxr2…A;)。 作 出 最 优选 择 后 产生 两 个 子 问 题 ，(4;4i42…A4)，(Axr14142…A;)。 如 果 我 们 
用 六 四 四 表示 4;4i4…4; 和 矩阵 连 乘 的 最 优 解 ， 那 么 两 个 子 问 题 AAA AAA) 
对 应 的 最 优 解 分 别 是 m 和 [和 、m[k+1][D]。 剩 下 的 只 需要 考查 (A;Ain1…Ax) 和 (ArmA A) 
的 结果 矩阵 相 乘 的 乘法 次 数 了 ， 两 个 结果 矩阵 相 乘 的 乘法 次 数 是 p pei*qje 

因此 ， 原 问题 最 优 解 和 子 问题 最 优 解 的 关系 为 ттт [++ рёрыт*9;• 

。 考查 有 多 少 种 选择 。 

实质 上 ， 我 们 并 不 知道 哪 种 选择 是 最 优 的 ， 因 此 就 需要 考查 有 多 少 种 选择 ， 然 后 从 这 些 
选择 中 找到 最 优 解 。 

例如 矩阵 连 乘 问题 ， 加 括号 的 位 置 上 САА Ак) AmA A), 上 的 取 值 范围 是 {i， 
i+l, =, H1}, BD jk<， 那 么 我 们 考查 每 一 种 选择 ， 找 到 最 优 值 。 

。 得 到 最 优 解 递归 式 。 

例如 和 矩阵 连 乘 问题 ，m[i] 中 表示 AAr A 矩阵 连 乘 的 最 优 解 ， 根 据 最 优 解 和 子 问 题 最 
优 解 的 关系 ， 并 考查 所 有 的 选择 ， 找 到 最 小 值 即 为 最 优 解 。 
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“不 进 则 退 ， 不 喜 则 忧 ， 不 得 则 亡 ， 些 世人 之 常 。 
一 一 《 邓 析 子 ，。 无 后 篇 》 
从 小 到 大 ， 我 们 听 了 很 多 “不 进 则 退 ” 的 故事 ， 这 些 故 事 告 诚 人 们 如 果 不 进步 ， 就 会 倒 
退 。 但 在 这 里 ， 我 们 却 采 用 了 “不 进 则 退 ” 的 另 一 层 积极 含义 一 “ 退 一 步 海阔天空 ”“ 不 
必 在 一 棵 树 上 吊 死 ”。 如 果 一 条 路 无 法 走 下 去 ， 退 回去 ， 换 条 路 走 也 不 失 一 个 很 好 的 办 法 ， 
这 正 是 回溯 法 的 初衷。 


5.1 ЕЕ 


回溯 法 是 一 种 选 优 搜 索 法 ， 按 照 选 优 条 件 深度 优先 搜索 ， 以 达到 目标 。 当 搜索 到 某 一 步 
时 ， 发 现 原先 选择 并 不 是 最 优 或 达 不 到 目标 ， 就 退回 一 步 重 新 选择 ， 这 种 走 不 通 就 退回 再 走 
的 技术 称 为 回溯 法 ， 而 满足 回溯 条 件 的 某 个 状态 称 为 “回溯 点 ” 


5.1.1 ”算法 思想 


回溯 法 是 从 初始 状态 出 发 ， 按 照 深 度 优先 搜索 的 方式 ,根据 产生 子 结 点 的 条 件 约束 ， 搜 
索 问 题 的 解 。 当 发 现 当前 结 点 不 满足 求解 条 件 时 ， 就 回溯 ， 尝 试 其 他 的 路 径 。 回 溯 法 是 一 种 
“能 进 则 进 ， 进 不 了 则 换 ， 换 不 了 则 退 ” 的 搜索 方法 。 


5.1.2 - 算法 要 素 


用 回溯 法 解决 实际 问题 时 ， 首 先 要 确定 解 的 形式 ， 定 义 问 题 的 解 空间 。 

什么 是 解 空间 呢 ? 

(1) 解 空间 

e 解 的 组 织 形式 ， 回 济 法 解 的 组 织 形式 可 以 规范 为 一 个 nn 元 组 {x1，x2，…，xw}， 例 如 

3 个 物品 的 0-1 背包 问题 ， 解 的 组 织 形式 为 {x1，x2，x3}。 

° RAR: 对 解 分 量 的 取 值 范围 的 限定 。 

例如 有 3 个 物品 的 0-1 背包 问题 解 的 组 织 形式 为 {x1，x2，x3}。 它 的 解 分 量 x; 的 取 值 范 
围 很 简单 ，xF0 或 者 x=1。x 志 0 表示 第 i 个 物品 不 放 入 背包 ，x 赤 1 表示 第 i 个 物品 放 入 背包 ， 
因此 x {0, 1}. 

3 个 物品 的 0-1 背包 问题 ， 其 所 有 可 能 解 有 : {0，0，0}，{0，0，1}，{0，1，0}，{0， 
ba дв, быв а Fl aQ etls он 

e 解 空间 : 顾名思义 ， 就 是 由 所 有 可 能 解 组 成 的 空间 。 二 维 解 空间 如 图 5-1 所 示 。 
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假设 图 $-1 中 的 每 一 个 点 都 有 可 能 是 我 们 要 的 解 ， 这 些 可 能 解 就 组 成 了 解 空 间 ， 而 我 们 
需要 根据 问题 的 约束 条 件 ， 在 解 空 间 中 寻找 最 优 解 。 

解 空间 越 小 ， 搜 索 效率 越 高 。 解 空间 越 大 ， 搜 索 的 效率 越 低 。 犹 如 大 海 捞 针 ， 在 海里 捞 
针 相 当 困 难 ， 如 果 把 解 空间 缩小 到 一 平方 米 的 海底 就 容易 很 多 了 。 

(2) 解 空 间 的 组 织 结构 

一 个 问题 的 解 空间 通常 由 很 多 可 能 解 组 成 , 我 们 不 可 能 毫 无 章法 , 像 无 头 苍蝇 一 样 乱 飞 
乱 撞 去 寻找 最 优 解 ， 盲目 搜索 的 效率 太 低 了 。 需 要 按照 一 定 的 套路 ， 即 一 定 的 组 织 结构 搜索 
最 优 解 ， 如 果 把 这 种 组 织 结构 用 树 形象 地 表达 出 来 ， 就 是 解 空间 树 。 例 如 3 个 物品 的 0-1 背 
包 问 题 ， 解 空间 树 如 图 5-2 所 示 。 


F 








图 5-1 解 空间 图 5-2 解 空间 树 


解 空间 树 只 是 解 空 间 的 形象 表示 ， 有 利于 解 题 时 对 搜索 过 程 的 直观 理解 ， 并 不 是 真 的 要 
生成 一 棵 树 。 有 了 解 空间 树 ， 不 管 是 写 代 码 还 是 手工 搜索 求解 ， 都 能 看 得 非常 清楚 ， 更 能 直 
观看 到 整个 搜索 空间 的 大 小 。 

(3) 搜索 解 空 间 

隐约 束 指 对 能 否 得 到 问题 的 可 行 解 或 最 优 解 做 出 的 约束 。 

如 果 不 满足 隐约 束 ， 就 说 明 得 不 到 问题 的 可 行 解 或 最 优 解 ， 那 就 没 必 要 再 沿 着 该 结 点 的 
分 支 进行 搜索 了 ， 相 当 于 把 这 个 分 支 前 掉 了 。 因 此 ， 隐 约束 也 称 为 剪 梳 函 数 ， 实 质 上 不 是 前 
掉 该 分 支 ， 而 是 不 再 搜索 该 分 支 。 

例如 3 个 物品 的 0-1 背包 问题 ， 如 果 前 2 个 物品 放 入 Ga=1, x=1) 后 ， 背 包 超 重 了 ， 
那么 就 没 必 要 再 考虑 第 3 个 物品 是 否 放 入 背包 的 问题 ， 如 图 5-3 所 示 。 即 圈 中 的 分 支 不 再 搜 
索 了 ， 相 当 于 剪 枝 了 。 

Реж СВАО 包括 约束 函数 和 限界 函数 。 

对 能 和 否 得 到 问题 的 可 行 解 的 约束 称 为 约束 函数 ， 对 能 否 得 到 最 优 解 的 约束 称 为 限界 函 
数 。 有 了 前 枝 函 数 ， 我 们 就 可 以 剪 掉 得 不 到 可 行 解 或 最 优 解 的 分 支 ， 避 免 无 效 搜索 ， 提 高 搜 
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索 的 效率 。 剪 枝 函 数 设计 得 好 ， 搜 索 效 率 就 高 。 





图 5-3 0 


解 空间 的 大 小 和 剪 枝 函数 的 好 坏 都 直接 影响 搜索 效率 ， 因 此 这 两 项 是 搜索 算法 的 关键 。 
在 搜索 解 空间 时 ， 有 几 个 术语 需要 说 明 。 

。 扩展 结 点 : 一 个 正在 生成 孩子 的 结 点 。 

活 结 点 ; 一 个 自身 己 生 成 ， 但 孩子 还 没有 全 部 生成 的 结 点 。 

死结 点 : 一 个 所 有 孩子 都 已 经 生成 的 结 点 。 

子孙 : 结 点 EE 的 子 树 上 所 有 结 点 都 是 E 的 子孙 。 

° 祖宗 : 从 结 点 E 到 树 根 路 径 上 的 所 有 结 点 都 是 E 的 祖宗 。 


5.1.3” 解 题 秘籍 


(1) 定义 解 空 间 

因为 解 空间 的 大 小 对 搜索 效率 有 很 大 的 影响 ， 因 此 使 用 回溯 法 首先 要 定义 合适 的 解 空 
间 ， 确 定 解 空间 包括 解 的 组 织 形式 和 显 约束 。 

° 解 的 组 织 形 式 : 解 的 组 织 形式 都 规范 为 一 个 nn 元 组 {x1，x2，…，xw}， 只 是 具体 问题 

表达 的 含义 不 同 而 已 。 

° 显 约束 : 显 约束 是 对 解 分 量 的 取 值 范围 的 限定 , 通过 显 约束 可 以 控制 解 空间 的 大 小 。 

(2) 确定 解 空 间 的 组 织 结构 

解 空间 的 组 织 结构 通常 用 解 空间 树 形 象 的 表达 ， 根 据 解 空间 树 的 不 同 ， 解 空间 分 为 子 集 
树 、 排 列 树 、m 又 树 等 。 

(3) 搜索 解 空间 

回溯 法 是 按照 深度 优先 搜索 策略 ， 根 据 隐约 束 〈 约 束 函 数 和 限界 函数 )， 在 解 空 间 
中 搜索 问题 的 可 行 解 或 最 优 解 ， 当 发 现 当 前 结 点 不 满足 求解 条 件 时 , 就 回溯 尝试 其 他 的 
路 径 。 

如 果 问 题 只 是 要 求 可 行 解 ， 则 只 需要 设 定 约束 函数 即 可 ， 如 果 要 求 最 优 解 ， 则 需要 设 定 
约束 函数 和 限界 函数 。 
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解 的 组 织 形式 都 是 通用 的 n 元 组 形式 , 解 的 组 织 结构 是 解 空 间 的 形象 表达 。 解 空间 和 隐 
约束 是 控制 搜索 效率 的 关键 。 显 约束 可 以 控制 解 空间 的 大 小 ,约束 函数 决定 剪 村 的 效率 ， 限 
界 函 数 决定 是 否 得 到 最 优 解 。 

所 以 回溯 法 解 题 的 关键 是 设计 有 效 的 显 约束 和 隐约 束 。 

后 面 我 们 通过 几 个 实例 ， 深 刻 体会 回溯 法 的 解 题 策略 。 


5.2 EE ET 


央视 有 一 个 大 型 娱乐 节目 购物 街 ， 舞 台 上 模拟 超市 大 卖场 ， 有 很 多 货物 ， 每 个 嘉宾 
分 配 一 个 购物 车 ， 可 以 尽情 的 装 满 购 物 车 ， 购 物 车 装 的 价值 最 高 者 取胜 。 假设 n 个 物品 和 1 
个 购物 车 ， 每 个 物品 i 对 应 价值 为 vy， 重量 Wi， 购物 车 的 容量 为 W (你 也 可 以 将 重量 设 定 为 
体积 )。 每 个 物品 只 有 一 件 ， 要 么 装 入 ， 要 么 不 装 入 ， 不 可 拆 分 。 如 何 选 取 物品 装 入 购物 车 ， 
使 购物 车 所 装 入 的 物品 的 总 价值 最 大 ?要 求 输出 最 优 值 ( 装 入 的 最 大 价值 ) 和 最 优 解 ( 装 入 
了 哪些 物品 )。 








图 54 大 卖场 购物 车 2 


5.2.1 问题 分 析 


根据 题 意 ， 从 nn 个 物品 中 选择 一 些 物 品 ， 相 当 于 从 个 物品 组 成 的 集合 S 中 找到 一 个 子 
集 ， 这 个 子 集 内 所 有 物品 的 总 重量 不 超过 购物 车 容量 ， 并 且 这 些 物品 的 总 价值 最 大 。5 的 所 
有 的 子 集 都 是 问题 的 可 能 解 ， 这 些 可 能 解 组 成 了 解 空间 , 我们 在 解 空间 中 找 总 重量 不 超过 购 
物 车 容量 且 价 值 最 大 的 物品 集 作 为 最 优 解 。 
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这 些 由 问题 的 子 集 组 成 的 解 空间 ， 其 解 空间 树 称 为 子 集 树 。 
5.2.2 ”算法 设计 


(1) 定义 问题 的 解 空间 

购物 车 问题 属于 典型 的 0-1 背包 问题 ,问题 的 解 是 从 n 个 物品 中 选择 一 些 物 品 使 其 在 不 
超过 容量 的 情况 下 价值 最 大 。 每 个 物品 有 且 只 有 两 种 状态 ， 要 么 装 入 购物 车 ， 要 不 不 装 入 。 
那么 第 i 个 物品 装 入 购物 车 ， 能 够 达到 目标 要 求 ， 还 是 不 装 入 购物 车 能 够 达到 目标 要 求 呢 ? 
很 显然 ， 目 前 还 不 确定 。 因 此 ， 可 以 用 变量 x; 表示 第 i 种 物品 是 否 被 装 入 购物 车 的 行为 ， 如 
果 用 “0” 表 示 不 被 装 入 背包 ,用 “1” 表 示 装 入 背包 ， 则 x; 的 取 值 为 0 或 1。 1, 2, +, п 
第 i 个 物品 装 入 购物 车 ,x 二 1; 不 装 入 购物 车 ，x 二 0。 该 问题 解 的 形式 是 一 个 n 元 组 ， 且 每 个 
分 量 的 取 值 为 0 或 1。 

由 此 可 得 ， 问 题 的 解 空间 为 {x1，x2，…，xi,，…，xn}， 其 中 ， 显 约束 =0 或 1， #1, 
Z, “us Mo 

(2) 确定 解 空 间 的 组 织 结构 

问题 的 解 空 间 描述 了 2” 种 可 能 解 ， 也 可 以 说 是 n 个 元 素 组 成 的 集合 所 有 子 集 个 数 。 例 
如 3 个 物品 的 购物 车 问题 ， 解 空间 是 : (0, 0, 0}, {0, 0, 1}, (0, 1, 0}, (0, 1, 1}, {1, 
0, 0}, (1, 0, 1}, (1, 1, 0}, (1, 1, .1}。 该 问题 有 23 个 可 能 解 。 

可 见 ， 问 题 的 解 空间 树 为 子 集 树 ， 解 空间 树 的 深度 为 问题 的 规模 n， 如 图 5-5 所 示 。 





ж=1 „=0 х,=1 „=0 
é Š é š “é Ay. y де 


В 5-5 解 空间 树 TER) 


(3) 搜索 解 空间 

。 约束 条 件 

购物 车 问题 的 解 空间 包含 2" 种 可 能 解 ， 存 在 某 种 或 某 些 物品 无 法 装 入 购物 车 的 情况 ， 
因此 需要 设置 约束 条 件 ， 判 断 装 入 购物 车 的 物品 总 重量 是 否 超出 购物 车 容量 ， 如 果 超 出 ， 为 
不 可 行 解 ;否则 为 可 行 解 。 搜 索 过 程 不 再 搜索 那些 导致 不 可 行 解 的 结 点 及 其 孩子 结 点 。 
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约束 条 件 为 : 


。 限界 条 件 

购物 车 问题 的 可 行 解 可 能 不 止 一 个 , 问题 的 目标 是 找 一 个 装 入 购物 车 的 物品 总 价值 最 大 
的 可 行 解 ， 即 最 优 解 。 因 此 ， 需 要 设置 限界 条 件 来 加 速 找 出 该 最 优 解 的 速度 。 

根据 解 空间 的 组 织 结构 ， 对 于 任何 一 个 中 间 结 点 z 《中间 状态 )， 从 根 结 点 到 = 结 点 的 分 
支 所 代表 的 状态 〈 是 否 装 入 购物 车 ) 已 经 确定 , 从 z 到 其 子孙 结 点 的 分 支 的 状态 是 不 确定 的 。 
也 就 是 说 ， 如 果 z 在 解 空间 树 中 所 处 的 层次 是 :， 说 明 第 1 种 物品 到 第 六 1 种 物品 的 状态 已 
经 确定 了 。 我 们 只 需要 沿 着 z 的 分 支 扩展 很 容易 确定 第 t 种 物品 的 状态 。 那 么 前 t 种 物品 的 
状态 就 确定 了 。 但 第 t+1 种 物品 到 第 n 种 物品 的 状态 还 不 确定 。 这 样 ， 前 + 种 物品 的 状态 确 
定 后 ， 当 前 已 装 入 购物 车 的 物品 的 总 价值 ， 用 ср 表示 。 已 装 入 物品 的 价值 高 不 一 定 就 是 最 
优 的 ， 因 为 还 有 剩余 物品 未 确定 。 

我 们 还 不 确定 第 二 1 种 物品 到 第 n 种 物品 的 实际 状态 ， 因 此 只 能 用 估计 值 。 假 设 第 1 
种 物品 到 第 n 种 物品 都 装 入 购物 车 ， 第 t+t1 种 物品 到 第 n 种 物品 的 总 价值 用 rp KER, A 
此 cp+rp 是 所 有 从 根 出 发 经 过 中 间 结 点 z 的 可 行 解 的 价值 上 界 ， 如 图 5-6 所 示 。 








у пі 
= x,=0 б. «ез 
€ Ə 


图 5-6 解 空间 树 (cp+trp) 


如 果 价 值 上 界 小 于 或 等 于 当前 搜索 到 的 最 优 值 〈 最 优 值 用 besp 表示 ， 初 始 值 为 0)， 则 
说 明 从 中 间 结 点 z 继续 向 子孙 结 点 搜索 不 可 能 得 到 一 个 比 当 前 更 优 的 可 行 解 , 没有 继续 搜索 
的 必要 ， 反 之 ， 则 继续 向 z 的 子孙 结 点 搜索 。 
限界 条 件 为 : 
cptrp>bestp 


5.2 大 卖场 购物 车 2 一 一 0-1 背 包 问题 255 


。 搜索 过 程 

从 根 结 点 开始 ， 以 深度 优先 的 方式 进行 搜索 。 根 节点 首先 成 为 活 结 点 ， 也 是 当前 的 扩展 
结 点 。 由 于 子 集 树 中 约定 左 分 支 上 的 值 为 “1”， 因 此 沿 着 扩展 结 点 的 左 分 支 扩 展 ， 则 代表 装 
入 物品 。 此 时 ， 需 要 判断 是 否 能 够 装 入 该 物品 ， 即 判断 约束 条 件 成 立 与 否 ， 如 果 成 立 ， 即 生 
成 左 孩子 结 点 ， 左 孩子 结 点 成 为 活 结 点 ， 并 且 成 为 当前 的 扩展 结 点 ， 继 续 向 纵深 结 点 扩展 ; 
如 果 不 成 立 , 则 剪 掉 扩展 结 点 的 左 分 支 , 沿 着 其 右 分 支 扩展 , 右 分 支 代表 物品 不 装 入 购物 车 ， 
肯定 有 可 能 导致 可 行 解 。 但 是 沿 着 右 分 支 扩展 有 没有 可 能 得 到 最 优 解 呢 ? 这 一 点 需要 由 限界 
条 件 来 判断 。 如 果 限 界 条 件 满足 ， 说 明 有 可 能 导致 最 优 解 ， 即 生成 右 孩子 结 点 ， 右 孩子 结 点 
成 为 活 结 点 ， 并 成 为 当前 的 扩展 结 点 ， 继 续 向 纵深 结 点 扩展 ; 如 果 不 满 足 限界 条 件 ， 则 剪 掉 
扩展 结 点 的 右 分 支 ， 向 最 近 的 祖宗 活 结 点 回 滴 。 搜索 过 程 直到 所 有 活 结 点 变 成 死结 点 结束 。 


5.2.3 完美 图 解 


假设 现在 有 4 个 物品 和 一 个 购物 车 ， 每 个 物品 的 重量 w 为 (2，5，4，2)， 价 值 (6, 
3，5，4)， 购 物 车 的 容量 W № 10, WE 5-7 所 示 。 求 在 不 超过 购物 车 容量 的 前 提 下 ， 把 哪 
些 物品 放 入 购物 车 ， 才 能 获得 最 大 价值 。 

(1) 初始 化 

sumw 和 ѕиту 分 别 用 来 统计 所 有 物品 的 总 重量 和 总 价值 。 sumw=13, sumv=18, sumw>W, 
因此 不 能 全 部 装 完 ， 需 要 搜索 求解 。 初 始 化 当前 放 入 购物 车 的 物品 重量 cw=0; 当前 放 入 购 
物 车 的 物品 价值 cp=0; 当前 最 优 值 bestp=0。 

(2) 开始 搜索 第 一 层 (三 1) 

扩展 1 号 结 点 ， 首 先 判断 cw+w[1]=2<WW， 满 足 约 束 条 件 ， 扩 展 左 分 支 ， 令 x[1]=1， 
cw=cwt+w[1]=2，cp=cptv[1]=6， 生 成 2 号 结 点 ， 如 图 5-8 所 示 。 





P 22 4 L 2 3. 14 
图 5-7 物品 的 重量 和 价值 图 5-8 ”搜索 过 程 


(3) 扩展 2 号 结 点 (=2) 

首先 判断 cw+w[2]=7< 丈 ， 满 足 约 束 条 件 ， 扩 展 左 分 支 ， 令 x[2]=1，cw=cw+w[2]=7， 
cp=cptv[2]=9， 生 成 3 号 结 点 ， 如 图 5-9 所 示 。 

(4) 扩展 3 号 结 点 (=3) 

首先 判断 cw+w[3]=11> 丈 ， 超 过 了 购物 车 容量 ， 第 3 个 物品 不 能 放 入 。 那 么 判断 bound(t+1) 
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是 否 大 于 bestp。bound(4) 中 剩余 物品 只 有 第 4 个 ，rp=4，cp+rp=13，bestp=0， 因 此 满足 限界 
条 件 ， 扩 展 右 子 树 。 令 x[3]=0， 生 成 4 号 结 点 ， 如 图 5-10 所 示 。 


cw=0 93, 
t 
а 


ср=0 5 
XI=1 
си=2 eu 1 





ср=9 3D 
x3=0 
图 5-9 ”搜索 过 程 Н 5-10 ”搜索 过 程 


(5) 扩展 4 号 结 点 〈 上 4) 
首先 判断 cw+w[4]=9< 丈 ， 满 足 约束 条 件 ， 扩 展 左 分 支 ， 令 x[4]=1，cw=cw+w[4]=9， 
cp=cp+v[4]=13， 生 成 5 号 结 点 ， 如 图 5-11 所 示 。 20 D 


ср=0 Ж 
(6) 扩展 5 号 结 点 〈 广 5) = 
人 2， 找到 一 个 当前 最 优 解 ， 用 pestx[] 保 存 当 前 最 优 人 Ө) 
解 {1，1，0，1}， 保 存 当前 最 优 值 реѕір=ср=13, 5 号 结 x=) 
点 成 为 死结 点 。 E 
(7) 回溯 到 4 号 结 点 (二 4)， 一 直 向 上 回溯 到 2 号 es 
结 点 


向 上 回溯 到 4 号 结 点 ， 回 溯 时 cw=cw-w[4]=7，cp=cp- 
v[4]=9。 怎 么 加 上 的 ， 怎 么 减 回去 。4 号 结 点 右 子 树 还 未 
生成 ,考查 Боип + К Беяр, Боип 5) FRAR) 
余 物 品 ，rp=0，cptrp=9，bestp=13， 因 此 不 满足 限界 条 图 5-11 搜索 过 程 
件 ， 不 再 扩展 4 号 结 点 右 子 树 。4 号 结 点 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 ， 回 溯 到 3 号 结 点 ，3 号 结 
点 的 左右 孩子 均 已 考查 过 ， 是 死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 2 号 结 点 。 回 漳 时 cw=cw-w[2]=2， 
cp=cp-v[2]=6。 人 怎么 加 上 的 ， 怎 么 减 回 去 ， 如 图 5-12 所 示 。 

(8) 扩展 2 号 结 点 (三 2) 

2 号 结 点 右 子 树 还 未 生成 ， 考 查 bound(1+1) 是 否 大 于 bestp，bound(3) 中 剩余 物品 为 第 3、 
4 个 ，rp=9，cptrp=15，bestp=13， 因 此 满足 限界 条 件 ， 扩 展 右 子 树 。 令 x[2]=0， 生 成 6 号 
结 点 ， 如 图 5-13 所 示 。 
(9) 扩展 6 S#h (3) : 
首先 判断 cw+w[3]=6<WW， 满 足 约束 条 件 ， 扩 展 左 分 支 ， 令 x[3]=1，cw=cw+w[3]=6， 
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cp=cp+v[3]=11， 生 成 7 号 结 点 ， 如 图 5-14 所 示 。 





图 5-12 搜索 过 程 图 5-13 ”搜索 过 程 


(10) 扩展 7 号 结 点 〈 太 4) 
首先 判断 cw+w[4]=8< 丈 ， 满 足 约束 和 条件， 扩展 左 分 支 ， 令 x[4]=1，cw=cw+w[4]=8， 
cp=cp+v[4]=15， 生 成 8 号 结 点 ， 如 图 5-15 所 示 。 


cp=15 


图 5-14 搜索 过 程 图 5-15 ”搜索 过 程 





(11) 扩展 8 ВА (5) 

rn， 找 到 一 个 当前 最 优 解 ， 用 bestx[] 保 存 当 前 最 优 解 {1，0，1，1}， 保 存 当前 最 优 值 
bestp=cp=15, 8 号 结 点 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 7 У, ВЕ cw=cw-w[4]=6， 
cp=cp-v[4]=11。 怎 么 加 上 的 ， 怎 么 减 回去 ， 如 图 5-16 所 示 。 
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(12) 扩展 7 号 结 点 (f=4) 
7 号 结 点 的 右 子 树 还 未 生成 ， 考 查 bound(t+1) 是 否 ee D 
大 于 bestp，pound(5) 中 没有 剩余 物品 , rp=0, cptrp=11, Era 
bestp=15， 因 此 不 满足 限界 条 件 ， 不 再 扩展 7 号 结 点 的 
右 子 树 。7 号 结 点 成 为 死结 点 。 向 上 回 滴 ， 回 溯 到 6 号 
结 点 ， 回 溯 时 cw=cw-w[3]=2，cp=cp-v[3]=6， 人 怎么 加 









си=7 
上 的 ， 怎 么 减 回去 。 9 
(13) 扩展 6 号 结 点 (3) 
6 号 结 点 的 右 子 树 还 未 生成 ， 考 查 bound(1+1) 是 否 oy EE) 


大 于 bestp，bound(4) 中 剩余 物品 是 第 4 个 ，rp=4， 
cptrp=10，bestp=15， 因 此 不 满足 限界 条 件 ， 不 再 扩展 cw 


=13 @ 65 
6 号 结 点 的 右 子 树 。6 号 结 点 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 ， “3 ав ааз 
回溯 到 2 号 结 点 ，2 号 结 点 的 左右 孩子 均 已 考查 过 ， 是 图 5-16 搜索 过 程 
死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 1 号 结 点 。 回 溯 时 cw=cw-w[1]=0，cp=cp-v[1]=0。 怎 么 加 上 的 ， 怎 


么 减 回去 。 

(14) 扩展 1 号 结 点 (1) 

1 号 结 点 的 右 子 树 还 未 生成 ， 考 查 bound(t+1) 是 否 大 于 bestp，bound(2) 中 剩余 物品 是 第 
2、3、4 个 ，rp=12，cptrp=12，bestp=15， 因 此 不 满足 限界 条 件 ， 不 再 扩展 1 号 结 点 的 右 子 
树 ，1 号 结 点 成 为 死结 点 。 所 有 的 结 点 都 是 死结 点 ， 算 法 结束 。 


5.2.4 伪 代 码 详解 


(1) 计算 上 界 

计算 上 界 是 指 计算 已 装 入 物品 价值 cp 与 剩余 物品 的 总 价值 rp 之 和 ,我 们 已 经 知道 
已 装 入 购物 车 的 物品 价值 cp， 剩 余 物 品 我 们 不 确定 要 装 入 哪些 ， 我 们 按照 假设 都 装 入 
的 情况 估算 ， 即 按 最 大 值 计 算 《〈 剩 余 物 品 的 总 价值 )， 因 此 得 到 的 值 是 可 装 入 物品 价值 
的 上 界 。 


double Bound(int i)//iF# EL ( 即 已 装 入 物品 价值 + 剩余 物品 的 总 价值 ) 
{ 
int гр=0; // 剩 余 物 品 为 第 in 种 物品 
while (і<=п) // 依 次 计算 剩余 物品 的 价值 
{ 
гр+=У [1]; 
++: 
} 
return cp+rp;// 返 回 上 界 
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(2) 按 约束 条 件 和 限界 条 件 搜索 求解 

1 表示 当前 扩展 结 点 在 第 上层，cw 表示 当前 已 放 入 物品 的 重量 ，cp 表示 当前 已 放 入 物品 
的 价值 。 

如 果 tzn， 表 示 已 经 到 达 叶 子 结 点 ， 记 录 最 优 值 最 优 解 ， 返 回 。 否 则 ， 判 断 是 否 满足 约 
RRI, 满足 则 搜索 左 子 树 。 因 为 左 子 树 表 示 放 入 该 物品 ， 所 以 令 x[4=1， 表 示 放 入 第 t 
该 物品 。cw+=w[， 表 示 当 前 已 放 入 物品 的 重量 增加 w[4]。cp+=v[， 表 示 当 前 已 放 入 物品 的 
价值 增加 v[4。Backtrack(1+1) 表 示 弟 推 ， 深 度 优先 搜索 第 t+1 层 。 回 归 时 即 向 上 回溯 时 ， 要 
把 增加 的 值 减 去 ，cw-=w[ 相 ，cp-=v[4]。 

判断 是 否 满足 限界 条 件 ， 满 足 则 搜索 右 子 树 。 因 为 右 子 树 表示 不 放 入 该 物品 ， 所 以 令 
x[f=0。 当 前 已 放 入 物品 的 重量 、 价 值 均 不 改变 。Backtrack(1+1) 表 示 递 推 ， 深 度 优先 搜索 第 
+1 Ё. 


void Backtrack (int +) //t 表示 当前 扩展 结 点 在 第 七 层 
{ 

if (Е>п) // 已 经 到 达 叶 子 结 点 

{ 


for (j=1;j<=n;j++) 


bestx[j]=x[j]; 

} 

bestp=cp; / /保存 当前 最 优 解 

return ; 
} 
if (cw+w[t]<=W) // 如 果 满 足 约束 条 件 则 搜索 左 子 树 
{ 

x[t]=1; 

си+=м [Е]; 

cp+=v[t]; 

Backtrack (t+1); 

cw-=w[t];} 

ср-=у[1]; 
} 
if (Bound (6+1) >bestp) // 如 果 满 足 限界 条 件 则 搜索 右 子 树 
{ 

x[t]=0; 

Backtrack (t+1); 





} 


rm HL Se 
5.2.5 ”实战 演练 
| //program 5-1 
#include <iostream> 
#include <string> 
#include <algorithm> 
| #define M 105 
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using namespace std; 


ine 35у), И 
double w[M] , v[M] ; 
bool x[M]; 

double cw; 

double cp; 

double bestp; 
bool bestx[M]; 


double Bound(int i) 
{ 
/ /剩余 物品 为 第 i~n 种 物品 
int rp=0; 
while (i<=n) 
{ 
гр+=у[1]; 
itti 
} 


return ср+гр; 


void Backtrack (int t) 


if (t>n) // 已 经 到 达 叶 子 结 点 
{ 
for (j=1;j<=n;j++) 


{ 


} 
bestp=cp; 
return ; 
} 
if (cw+w[t]<=W) 
{ 
x [t£]=1; 
см+=м [t]; 
cp+=v[t]; 
Backtrack(t+1); 
cw-=w[t]; 
ср-=у [t]; 
) 
if (Bound (t+1)>bestp) 
{ 
x[t]=0; 
Backtrack (t+1); 





// 初 始 化 


//n 表示 nn 个 物品 ，W 表示 购物 车 的 容量 

//w[i] 表示 第 i 个 物品 的 重量 ，v{i] 表示 第 i 个 物品 的 价值 
//x[i] 表 示 第 i 个 物品 是 否 放 入 购物 车 

// 当 前 重量 

// 当 前 价值 

// 当 前 最 优 价值 

// 当 前 最 优 解 


// 计 算 上 界 《〈 即 剩余 物品 的 总 价值 ) 


// 以 物品 单位 重量 价值 递减 的 顺序 装 入 物品 


// 用 于 搜索 空间 数 ，t 表示 当前 扩展 结 点 在 第 上 层 


bestx[j]=x[j];// 保 存 当 前 最 优 解 


// 保 存 当 前 最 优 值 


// 如 果 满 足 限 制 条 件 则 搜索 左 子 树 


// 如 果 满 足 限制 条 件 则 搜索 右 子 树 


void Knapsack (double W, int n) 
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си=0; // 初 始 化 当前 放 入 购物 车 的 物品 重量 为 0 
ср=0; // 初 始 化 当前 放 入 购物 车 的 物品 价值 为 0 
bestp=0; // 初 始 化 当前 最 优 值 为 0 


double sumw=0.0; // 用 来 统计 所 有 物品 的 总 重量 
double sumv=0.0; // 用 来 统计 所 有 物品 的 总 价值 
for (1=1; i<=n; i++) 
{ 
sumv+=v [1]; 
sumwt+=w [1]; 
if (sumw<=W) 
{ 
bestp=sumv; 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : "<<bestp<<endl; 
cout<<" 所 有 的 物品 均 放 入 购物 车 。"; 
return; 
} 
Backtrack (1); 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : "<<bestp<<end1; 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 序号 为 : "; 
for (i=1;i<=n;i++) // 输 出 最 优 解 
{ 
if (bestx[i]==1) 
сопЕЄ<ію4" "; 
} 
cout<<endl; 
} 
int main () 
{ 
cout << "请 输入 物品 的 个 数 n: "; 
cin >> п; 
cout << "请 输入 购物 车 的 容量 W: "; 
сіп >> И; 
cout << "请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 v， 用 空格 分 开 : "; 
for (і=1;1<=п;і++) 
cin>>w[i]>>v[i]; 
Knapsack(W,n); 
return 0; 


} 

算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
Visual C++ 6.0 
(2) 输入 


请 输入 物品 的 个 数 n: 4 
请 输入 购物 车 的 容量 W: 10 
请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 vy， 用 空格 分 开 : 2 6 5 3 4 5 2 4 
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(3) 输出 


| 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : 15 
放 入 购物 车 的 物品 序号 为 : 1 3 4 


5.2.6 ”算法 解析 


(1) 时 间 复 杂 度 

回溯 法 的 运行 时 间 取 决 于 它 在 搜索 过 程 中 生成 的 结 点 数 。 而 限界 函数 可 以 大 大 减少 所 生 
成 的 的 结 点 个 数 ， 避 免 无 效 搜索 ， 加 快 搜索 速度 。 

左 孩 子 需要 判断 约束 函数 ， 右 孩子 需要 判断 限界 函数 ,那么 最 坏 有 多 少 个 左 孩子 和 右 孩 
子 呢 ? 我 们 看 规模 为 n 的 子 集 树 ， 最 坏 情 况 下 的 状态 如 图 5-17 所 示 。 


z 深度 为 0_20 个 结 点 
x =l w x =0 


< у 深度 为 1 2! 个 结 点 
W d OREA PAAA 


r yy C ws N A 
; › ° © O Фи» 2" 个 结 点 


5-17 解 空 间 树 








总 的 结 点 个 数 有 29 +21+…+2” =2" 1-1, 减 去 树 根 结 点 再 除 2 就 得 到 了 左右 孩子 结 点 的 个 
数 ， 左 右 孩 子 结 点 的 个 数 = (2-1-1) /2=2”-1。 

约束 函数 时 间 复 杂 度 为 0(1)， 限 界 函数 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 最 坏 情况 下 有 0(2") 214 
子 结 点 调用 约束 函数 ， 有 O(2”) 个 右 孩 子 结 点 需要 调用 限界 函数 ， 故 回溯 法 解决 购物 车 问题 
的 时 间 复 杂 度 为 O(1*2”+n*2”)=O(n*2”)。 

(2) 空间 复杂 度 

回调 法 的 另 一 个 重要 特性 就 是 在 搜索 执行 的 同时 产生 解 空 间 。 在 所 搜 过 程 中 的 任何 时 
刻 ， 仅 保留 从 开始 结 点 到 当前 扩展 结 点 的 路 径 ， 从 开始 结 点 起 最 长 的 路 径 为 a。 程 序 中 我 们 
使 用 bestp[] 数 组 记录 该 最 长 路 径 作为 最 优 解 ， 所 以 该 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n)。 


5.2.7 算法 优化 拓展 


我 们 在 上 面 的 程序 中 上 界 函 数 是 当前 价值 cp 与 剩余 物品 的 总 价值 rp 之 和 ,这 个 估 值 过 高 
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了 ， 因 为 剩余 物品 的 重量 很 有 可 能 是 超过 购物 车 容量 的 。 因 此 我 们 可 以 缩小 上 界 ， 从 而 加 快 


剪 枝 速度 ， 


提高 搜索 效率 。 


上 界 函 数 bound): 当前 价值 cp+ 剩 余 容量 可 容纳 的 剩余 物品 的 最 大 价值 Бер. 
为 了 更 好 地 计算 和 运用 上 界 函 数 剪 枝 ， 先 将 物品 按照 其 单位 重量 价值 《价值 /重量 ) 从 
大 到 小 排序 ， 然 后 按照 排序 后 的 顺序 考查 各 个 物品 。 





//program 5-1-1 

#include <iostream> 

#include <string> 

#include <algorithm> 

#define M 105 

using namespace std; 

int i,j,n,W; п 表示 物品 个 数 ，W 表示 购物 车 的 容量 

double w[M],v[M]; //w[i] 表示 第 i 个 物品 的 重量 ，v[i] 表示 第 i 个 物品 的 价值 


bool x[M]; //x[i]=1 表示 第 i 个 物品 放 入 购物 车 
double cw; // 当 前 重量 

double ср; // 当 前 价值 

double bestp; // 当 前 最 优 值 

bool резех [М]; // 当 前 最 优 解 


{ 


Void 





double Bound (int і) // 计 算 上 界 〈 即 将 剩余 物品 装 满 剩余 的 背包 容量 时 所 能 获得 的 最 大 价值 


/ /剩余 物品 为 第 i~n 种 物品 
double cleft=W-cw;// 剩 余 容量 
double Ьгр=0.0; 
while(i<=n &&w[i]<cleft) 

{ 
cleft-=w[i]; 
brp+=v[i]; 
i++; 
} 
if (i<=n) // 采 用 切割 的 方式 装 满 背包 ， 这 里 是 在 求 上 界 ， 求 解 时 不 允许 切割 
{ 
brp+=v[i]/w[i] *cleft; 
) 


return cp+brp; 
Backtrack (int +) // 用 于 搜索 空间 数 ，t 表示 当前 扩展 结 点 在 第 t 层 


if (t>n) // 已 经 到 达 叶 子 结 点 
i for (3=1;ј<=п;ј++) 
i bestx[j]=x[j]; 
НОА // 保 存 当前 最 优 解 
return ; 
ir (cw+w[t]<=W) // 如 果 满 足 限制 条 件 则 搜索 左 子 树 
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} 


х[Е]=1; 
си+=м [Е]; 
ср+=у [+]; 
Васкігаск (6+1); 
см-=м [Е]; 
cp-=v[t]; 
) 
if (Bound (t+1) >bestp) // 如 果 满 足 限 制 条 件 则 搜索 右 子 树 
{ 
x[t]=0; 
Backtrack (t+1); 


struct Object // 定 义 物品 结构 体 ， 包 含 物品 序号 和 单位 重量 价值 
{ 
int id; // 物 品 序号 
double а; // 单 位 重量 价值 
} 
bool стр (Object al,Object a2)// 按 照 物品 单位 重量 价值 由 大 到 小 排序 


return al.d>a2.d; 


Knapsack (int W, int n) 

// 初 始 化 

си=0; // 初 始 化 当前 放 入 购物 车 的 物品 重量 为 0 

ср=0; // 初 始 化 当前 放 入 购物 车 的 物品 价值 为 0 

bestp=0; // 初 始 化 当前 最 优 值 为 0 

double sumw=0; // 用 来 统计 所 有 物品 的 总 重量 

double sumv=0; // 用 来 统计 所 有 物品 的 总 价值 

Object 911; // 物 品 结构 体 类 型 ,用 于 按 单位 重量 价值 (价值 /重量 比 ) 排序 


double a[ln+1],b[n+1];// 辅 助 数组 ,用 于 把 排序 后 的 重量 和 价值 传递 给 原来 的 重量 价值 数组 
for (i=1;i<=n; i++) 
{ 
Q[i-1] .id=i; 
Q[i-1].d=1.0*v[i]/w[i]; 
sumv+=v[i]; 
sumw+=w[i]; 
) 
if (sumw<=W) 
{ 
bestp=sumv; 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : "<<bestp<<endl; 
cout<<" 所 有 的 物品 均 放 入 购物 车 ."; 
return; 
} 
sort (Q, Q+n, cmp) ; // 按 单位 重量 价值 (价值 /重量 比 ) 从 大 到 小 排序 
for (i=1;i<=n; i++) 
{ 
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a[i]=w[Q[i-1] .id];// 把 排序 后 的 数据 传递 给 辅助 数组 
b[i]=v[Q[i-1].id]; 
) 
for (і=1;1<=п;і++) 
{ 
w[i]=a[i]; // 把 排序 后 的 数据 传递 给 w [i ] 
v[i]=b[i]; 
} 
Backtrack (1); 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : "<<bestp<<endl; 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 序号 为 : "; 
for (1=1; i<=; i++) 
{ 
if (реѕіх [і] ==1) 
соџЕ<<0[1-1].1іа<<" " 
} 
cout<<end1; 
) 


int main() 
í 

cout << "请 输入 物品 的 个 数 ni"; 

сіп >> п; 

cout << "请 输入 购物 车 的 容量 W:"; 

cin >> И; 

cout << "请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 v, 用 空格 分 开 : "; 

for (1=1;1<=п;1++) 

cin>>w[i]>>v[i]; 

Knapsack (М,п); 
| return 0; 
| } 

(1) 时 间 复 杂 度 : 约束 函数 时 间 复 杂 度 为 O(1)， 限 界 函 数 时 间 复 杂 度 为 O(n)。 最 坏 情 
况 下 有 O(2”) 个 左 孩子 结 点 调用 约束 函数 ， 有 O(2”) 个 右 孩 子 结 点 需要 调用 限界 函数 ， 回 济 算 
法 Backtrack 需要 的 计算 时 间 为 O(0227)。 排 序 函 数 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)， 这 是 考虑 最 坏 的 
情况 ， 实 际 上 ， 经 过 上 界 函 数 优化 后 ， 剪 枝 的 速度 很 快 ， 根 本 不 需要 生成 所 有 的 结 点 。 

(2) 空间 复杂 度 : 除了 记录 最 优 解数 组 外 ， 还 使 用 了 一 个 结构 体 数 组 用 于 排序 ， 两 个 辅 


助 数组 传递 排序 后 的 结果 ， 这 些 数 组 的 规模 都 是 wx， 因 此 空间 复杂 度 仍 是 O(n)。 


5.3ETZIT G= py 


在 原始 部 落 中 ， 由 于 食物 缺乏 ， 部 落 居民 经 常 因 为 争夺 猎物 发 生 冲 突 ， 几 乎 每 个 居民 都 
有 自己 的 仇敌 。 部 落英 长 为 了 组 织 一 支 保卫 部 落 的 卫队 ， 和 希望 从 居民 中 选 出 最 多 的 居民 加 入 
卫队 ， 并 保证 卫队 中 任何 两 个 人 都 不 是 仇敌 。 假 设 已 给 定 部 落 中 居民 间 的 仇敌 关系 图 ， 编 程 
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计算 构建 部 落 护卫 队 的 最 佳 方案 。 





Н 5-18 ”原始 部 落 


5.3.1 问题 分 析 


以 部 落 中 的 5 个 居民 为 例 ,我们 把 每 个 居民 编号 作为 一 个 结 点 ， 凡 是 关系 友好 的 两 个 居 
民 ， 就 用 线 连 起 来 ， 是 仇敌 的 不 连 线 ， 如 图 5-19 所 示 。 国 王 护 0; 
卫队 问题 就 转化 为 从 图 中 找 出 最 多 的 结 点 ， 这 些 结 点 相互 均 有 
连 线 〈 任 何 两 个 人 都 不 是 仇敌 )。 

国王 护卫 队 问题 属于 典型 的 最 大 团 问 题 。 什 么 是 最 大 团 
2? 首先 来 看 什么 是 团 。 

完全 子 图 : 给 定 无 向 图 G= (У, E), Hp V EARR, Е 
EAR. G= (У, Е) 如 果 结 点 集 VV, ЕСЕ, Н G 中 任意 №519 部 落 居民 关系 图 G 
两 个 结 点 有 边 相 连 ， 则 称 G'E G 的 完全 子 图 。 其 实 很 简单 ，G' 是 G 的 子 图 ， 正 好 G' 又 是 一 
个 完全 图 ， 所 以 称 为 完全 子 图 。 

例如 下 面 几 个 图 都 是 图 5-19 的 完全 子 图 ， 如 图 5-20 所 示 。 








# 5-20 G 的 完全 子 图 
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(1) И: G 的 完全 子 图 G' 是 G 的 团 ， 当 且 仅 当 G' 不 包含 在 G 的 更 大 的 完全 子 图 中 ， 也 
就 是 说 GE G 的 极 大 完全 子 图 。 图 5-20 中 (c). (d) СИИ, Т (а). (b) 不 是 G 的 团 ， 
因为 它们 包含 在 G 的 更 大 的 完全 子 图 Cc) 中 。 

(2) RAA: G 的 最 大 团 是 指 G 的 所 有 团 中 ， 含 结 点 数 最 多 的 团 。 图 5-20 中 的 (d) 是 
G 的 最 大 团 。 

根据 问题 描述 可 知 ， 我 们 将 国王 护卫 队 问 题 转化 为 从 无 向 图 G=(V，E),， 顶 点 集 是 由 n 
个 结 点 组 成 的 集合 {1，2，3，…，n}， 选 择 一 部 分 结 点 集 站， 即 个 结 点 集合 {1]，2，3,，… 
nn} 的 一 个 子 集 ， 这 个 子 集 中 的 任意 两 个 结 点 在 无 向 图 G 中 都 有 边 相 连 ， 且 包含 结 点 个 数 是 n 
个 结 点 集合 生 ，2，3，…，n} 所 有 同类 子 集中 包含 结 点 个 数 最 多 的 。 显 然 ， 问 题 的 解 空间 是 
一 棵 子 集 树 ， 解 决 方 法 与 解决 购物 车 问题 类 似 。 


5.3.2 ”算法 设计 
(1) 定义 问题 的 解 空 间 
问题 解 的 形式 为 n 元 组 ,每 一 个 分 量 的 取 值 为 0 或 1， 即 问题 的 解 是 一 个 n 元 0-1 向 量 。 由 
此 可 得 ， 问题 的 解 空 间 为 fx 并 №} 其 中 显 约束 x;=0 或 1， (El, po S> sees n). 
x=] 表示 图 G 中 第 i 个 结 点 在 最 大 团 里 ，x; =0 表示 图 G 中 第 i 个 结 点 不 在 最 大 团 里 。 


(2) 解 空 间 的 组 织 结构 
解 空 间 是 一 棵 子 集 树 ， 树 的 深度 为 am， 如 图 5-21 所 示 。 





(3) 搜索 解 空间 

。 约束 条 件 

最 大 团 问题 的 解 空间 包含 2” 个 子 集 ， 这 些 子 集 存在 集合 中 的 某 两 个 结 点 没 边 相连 的 情 
况 。 显然 ,这 种 情况 下 的 可 能 解 不 是 问题 的 可 行 解 ， 故 需要 设置 约束 条 件 来 判断 是 否 有 情况 
可 能 导致 问题 的 可 行 解 。 
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假设 当前 扩展 节点 处 于 解 空间 树 的 第 上层, 那么 从 第 一 个 结 点 到 第 1-1 个 结 点 的 状态 (是 
否 在 团 里 ) 已 经 确定 。 接 下 来 治 着 扩展 结 点 的 左 分 支 进行 扩展 ， 此 时 需要 判断 是 否 将 第 上 个 
结 点 放 入 团 里 。 只 要 第 上 个 结 点 与 前 六 1 个 结 点 中 被 选中 的 结 点 在 团 里 的 那些 结 点 ) 均 有 
边 相 连 ， 则 能 放 入 团 里 ， 即 x[4=1; 否则， 就 不 能 放 入 团 中 ， 即 x[4=0， 如 图 5-22 所 示 。 








下 判断 第 个 结 点 是 否 均 与 前 Li 中 被 和 
中 的 结 点 相连 
Н 5-22 解 空 间 树 (约束 条 件 判 断 ) 


例如 ,假设 当 前 扩展 结 点 是 第 4 个 ， 说 明 前 3 个 结 点 的 状态 (是 否 选 中 〉 已 经 确定 。 

如 果 前 3 个 结 点 中 ， 我 们 选中 了 1 号 结 点 和 2 号 结 点 ，4 号 结 点 不 可 以 加 入 到 团 中 ， 因 
为 4 号 结 点 和 已 经 选中 的 2 号 结 点 没有 边 相 连 ， 如 图 5-23 所 示 。 

。 限界 条 件 

假设 当前 的 扩展 结 点 为 z， 如 果 z 处 于 第 1 层 ， 从 第 1 个 结 点 
到 第 大 !1 个 结 点 的 状态 已 经 确定 。 接 下 来 要 确定 第 t+ 个 结 点 的 状态 ， 
无 论 沿 着 z 的 哪 一 个 分 支 进行 扩展 ， 第 上 个 结 点 的 状态 就 确定 了 。 
那么 ， 从 第 1 个 结 点 到 第 n 个 结 点 的 状态 还 不 确定 。 这样， 可 以 
根据 前 上 个 结 点 的 状态 确定 当前 已 放 入 团 内 的 结 点 个 数 〈 用 cn 表 图 5-23 约束 条 件 判 断 
示 )， 假 想 从 第 tt1 个 结 点 到 第 n 结 点 全 部 放 入 团 内 ， 放 入 的 结 点 个 数 〈 用 所 表 示 ) fmn, 
则 entf 是 所 有 从 根 出 发 的 路 径 中 经 过 中 间 结 点 z 的 可 行 解 所 包含 结 点 个 数 的 上 界 , 如 图 5-24 
所 示 。 

ІЖ сп+ј 小 于 或 等 于 当前 最 优 解 包含 的 结 点 个 数 bestnm， 则 说 明 不 需要 再 从 中 间 结 点 z 
继续 向 子孙 结 点 搜索 。 因 此 ， 限 界 条 件 可 描述 为 : cntfir>bestn。 

。 搜索 过 程 

国王 护卫 队 问 题 的 搜索 和 购物 车 问题 的 搜索 相似 ， 只 是 进行 判断 的 约束 条 件 和 限界 条 件 
不 同 而 已 。 从 根 结 点 开始 ， 以 深度 优先 的 方式 进行 。 每 次 搜索 到 一 个 结 点 时 , 判断 约束 条 件 ， 
看 是 否 可 以 将 当前 结 点 加 入 到 护卫 队 中 。 如 果 可 以 ， 则 沿 着 当前 结 点 的 左 分 支 继 续 向 下 搜索 ; 
如 果 不 可 以 加 入 ， 判 断 限界 条 件 ， 如 果 满 足 则 沿 着 当前 结 点 的 右 分 支 继续 向 下 搜索 。 
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! 层 


前 1,…, ?被 选中 
的 结 点 个 数 


cn 


2 层 








图 5-24 解 空间 树 〈 限 界 条 件 判断 ) 


5.3.3 ”完美 图 解 


部 落 酋长 为 了 组 织 一 支 保 卫 部 落 的 卫队 ， 希望 从 居民 中 选 出 最 多 的 居民 加 入 卫队 ， 并 保 
证 卫队 中 任何 两 个 人 都 不 是 仇敌 。 以 部 落 中 的 5 个 居民 为 例 , 我们 给 每 个 居民 编号 作为 一 个 
结 点 ， 凡 是 关系 友好 的 两 个 居民 ， 就 用 线 连 起 来 ， 是 仇敌 的 不 连 线 ， 如 图 5-25 所 示 。 

国王 护卫 队 问 题 就 转化 为 从 图 中 找 出 最 多 的 结 点 ， 这 些 结 点 相互 均 有 连 线 (任何 两 个 人 
都 不 是 仇敌 )。 

(1) 初始 化 

当前 已 加 入 卫队 的 人 数 cn=0; 当前 最 优 值 bestn=0。 

(2) 开始 搜索 第 1 层 1) 

扩展 A 结 点 ， 首 先 判断 是 否 满足 约束 条 件 ， 因 为 之 前 还 未 选中 任何 结 点 ， 满 足 约束 条 
件 。 扩 展 左 分 支 ， 令 x[1]=1，cz++，cn=1， 生 成 B 结 点 ， 如 图 5-26 所 示 。 





Н 5-25 部落 护卫 队 关 系 图 Н 5-26 ”搜索 过 程 


G) 扩展 B 结 点 (=2) 
首先 判断 г 号 结 点 是 否 和 前 面 已 选中 的 结 点 (1 号 ) 有 边 相 连 ， 满 足 约 束 条 件 ， 扩 展 左 
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分 支 ， 令 x[2]=1, cn, сп=2, ÆR CAA, WE 5-27 所 示 。 

(4) 扩展 C 结 点 (#=3) 

首先 判断 + 号 结 点 是 否 和 前 面 已 选中 的 结 点 (1、2 号 ) 有 边 相 连 ， 满 足 约束 条 件 ， 扩 展 
左 分 支 ， 令 x[3]=1，cn++，cn=3， 生 成 DD 结 点 ， 如 图 5-28 所 示 。 





图 5-27 搜索 过 程 图 5-28 搜索 过 程 


(5) 扩展 DD (4) 

首先 判断 上 号 结 点 是 否 和 前 面 已 选中 的 结 点 (1. 2. 3 号 ) 有 边 相 连 ，4 号 和 2 号 没有 
边 相 连 ， 不 满足 约束 条 件 ， 不 能 扩展 左 分 支 。 判 断 限界 条 件 сичуи>Ьезт, сп=3, fa=n-t=1, 
bestn=0， 满 足 限界 条 件 ， 令 x[4]=0， 生 成 卫 结 点 ， 如 图 5-29 所 示 。 

(6) FREA (5) 

首先 判断 1 号 结 点 是 否 和 前 面 已 选中 的 结 点 
(1、2、3 号 ) 有 边 相 连 , 5 号 和 2 号 没有 边 相 连 ， 
不 满足 约束 条 件 ， 不 能 扩展 左 分 支 。 判 断 限界 条 
件 cntfa>bestn, сп=3, fm=n-t=0, bestn=0, Ў ДЕ 
限界 条 件 ， 令 х[5]=0, ÆR F 结 点 ， 如 图 5-30 
所 示 。 

(7) FFAA (16) 

人 72， 找到 一 个 当前 最 优 ， 用 bestx[] 保 存 当 
前 最 优 解 {1，1，1，0，0}， 保 存 当 前 最 优 值 
bestn=cn=3, Е 结 点 成 为 死结 点 。 

(8) 向 上 回溯 到 瑟 结 点 (=5) 图 5-29 搜索 过 程 

E 结 点 的 左右 孩子 均 已 考查 ,继续 向 上 回溯 到 了 D 结 点 , D 结 点 的 左右 孩子 均 已 考查 ， 继 
续 向 上 回溯 到 C 结 点 ， 回 溯 时 ，cn 一 ，cn=2。 因 为 C 结 点 生成 D 结 点 时 ， 执行 了 cn++， 怎 
么 加 上 的 ， 怎 么 减 回去 ， 如 图 5-31 所 示 。 





5.3 部 落 护卫 队 一 一 最 大 团 271 


сп=3 (D сп=3 (í D 





or3 @À cn=3 IF) 


B 5-30 ”搜索 过 程 图 5-31 搜索 过 程 


(9) 重新 扩展 C 结 点 (£3) 

C 结 点 右 子 树 还 未 生成 ， 判 断 限界 条 件 cn+fn>bestin, сп=2, fn=n-t=2, bestn=3, й ХЕ 
界 条 件 ， 扩 展 右 子 树 。 令 x[3]=0， 生 成 G 结 点 ， 
如 图 5-32 所 示 。 

(10) 扩展 G 结 点 (1=4) 

首先 判断 号 结 点 是 否 和 前 面 已 选中 的 结 
点 (1、2 号 ) 有 边 相 连 ，4 号 和 2 号 没有 边 相 
连 ， 不 满足 约束 条 件 ， 不 能 扩展 左 分 支 。 判 断 
限界 条 件 cn+fn>bestn, cn=2, fa=n-t=1, bestn=3, 
不 满足 限界 条 件 , 不 能 扩展 右 分 支 , G 结 点 称 为 

(11) 向 上 回溯 到 C 结 点 (#3) 

C 结 点 左右 孩子 均 已 考查 是 死结 点 ， 向 上 回 
渊 到 最 近 的 活 结 点 B。C 结 点 向 B 结 点 回溯 时 ， 
cn 一 ，cn=1。 因 为 B 结 点 生成 C 结 点 时 ， 执行 
了 cnt+， 怎 么 加 上 的 ， BAREA, wA 5-33 图 5-32 搜索 过 程 
所 示 。 

(12) 重新 扩展 B 结 点 (=2) 

B 结 点 左 分 支 已 经 生成 ， 判 断 限界 条 件 ，cntfn>bestn，cn=1，fn=n- 三 3，bestn=3， 满 足 
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限界 条 件 ， 扩 展 右 分 支 。 令 x[2]=0， 生 成 瑟 结 点 ， 如 图 5-34 所 示 。 


сп=0 Ё А) 





сп=3 (D 





cn=3 (Е) сп=3 (В) 
图 5-33 ”搜索 过 程 图 5-34 ”搜索 过 程 

(13) F EHAA (3) 

首先 判断 + 号 结 点 是 否 和 前 面 已 选中 的 结 点 (1 号 ) 有 边 相 连 ， 满 足 约束 条 件 ， 扩 展 左 
分 支 ， 令 х[3]=1, сп++, сп=2, ЕТ, 
如 图 5-35 所 示 。 

(14) 扩展 1 结 点 (f=4) 

首先 判断 t 号 结 点 是 否 和 前 面 已 选中 的 结 
点 (1、3 号 ) 有 边 相 连 ， 满 足 约束 条 件 ， 扩 展 
左 分 支 ， 令 x[4]=1, cn++, cn=3, ÆR J 结 点 ， 
如 图 5-36 所 示 。 

(15) 扩展 J 结 点 (三 5) 

首先 判断 t 号 结 点 是 否 和 前 面 已 选中 的 结 
点 (1、3、4 5) 有 边 相 连 ， 满 足 约束 条 件 ， 
扩展 左 分 支 ， 令 x[5]=1, cen, cn=4, ÆR K 
结 点 ， 如 图 $-37 所 示 。 

(16) УЕ КА (16) 

An， 找到 一 个 当前 最 优 解 ， 用 bestx[] 保 存 图 5-35 搜索 过 程 
当前 最 优 解 {1，0，1，1，1}， 更 新 当前 最 优 值 bestn=cn=4，K 结 点 成 为 死结 点 。 向 上 回 淹 
2] 534, ЮЕ, си—, сп=3. 























сп=0 
хр 1 
сп=1 
хот 1 х›=0 
сп=2 
сп=1 
х=] хз=0 х= 
а сп=2 cn=2 
х4=0 
х= 1 
сп=3 сп=3 
хѕ=0 

сп=3 














图 5-36 搜索 过 程 
(17) 重新 扩展 J 结 点 (=5) 
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图 5-37 搜索 过 程 


J 结 点 的 右 孩 子 未 生成 ， 判 断 限界 条 件 cntfn>bestn，cn=3，f=n- 廊 0，bestn=4， 不 满足 
限界 条 件 ， 不 能 扩展 右 分 支 。 继 续 向 上 回溯 到 工 结 点 ， 回 溯 时 ，cn 一 ，cn=2。 


(18) 重新 扩展 I 结 点 (=4) 

I 结 点 的 右 孩 子 示 生成， 判断 限界 条 件 
cntfn>bestn，cn=2，fin=n-{=1]，bestn=4， 不 满 
足 限界 条 件 ， 不 能 扩展 右 分 支 。 继 续 向 上 回 济 
зн 5, РЕ, cn, си=1ь 

(19) 重新 扩展 旦 结 点 (53) 

H 结 点 的 右 孩 子 未 生成 ， 判 断 限界 条 件 
сп+ји>Беѕт, сп=1, ји=п-2, Беѕп=4, ЛЙ 
足 限 界 条 件 ， 不 能 扩展 右 分 支 。 

(20) 回溯 到 B 2954 (2) 

B 结 点 左右 孩子 均 已 考查 是 死结 点 ， 向 上 
回溯 到 最 近 的 活 结 点 A。 回 溯 时 ，czm 一 ，czm=0。 
A 结 点 〈F=1) 的 右 孩 子 示 生成， 判断 限界 条 件 
cntfa>bestn, сп=0, ри=п-Е4, Безт=4, Л 
足 限 界 条 件 ， 不 能 扩展 右 分支 。A 结 点 称 为 死 
结 点 ， 算 法 结束 ， 如 图 5-38 所 示 。 


сп=3 





图 5-38 ”搜索 过 程 
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5.34 КАНЕ 


(1) 约束 函数 

因为 国王 护卫 队 中 任何 两 个 人 都 不 是 仇敌 ， 也 就 
是 说 被 选中 的 结 点 相互 均 有 连 线 。 要 判断 第 г 个 结 点 -> x 
是 否 可 以 加 入 护卫 队 , E е Ан 1 个 结 点 中 被 x I 
选中 的 结 点 是 否 均 有 边 相 连 。 如 果 有 一 个 不 成 立 ， 则 | ci 
第 1 个 结 点 不 可 以 加 入 护卫 队 ， 如 图 5-39 所 示 。 © О @ 


bool Place(int t) /V/ 判 断 是 否 可 以 把 结 点 七 加 入 团 中 

{ Я 5-39 约束 函数 判断 
bool ok=true; 
for (int j=1;j<t; j++)  // 结 点 七 与 前 t-1 个 结 点 中 被 选中 的 结 点 是 否 均 相连 
{ 


被 选中 的 结 点 ”被 选中 的 结 点 




































































1 


if (x[j]&&a[t] [j]==0) //x[j] 表 示 j 是 被 选中 的 结 点 ,a[t] [j]==0 表示 上 和 j 没 边 相连 
{ 
ok = false; 
break; 
} 
} 


return ok; 





) 


(2) 按 约束 条 件 和 限界 条 件 搜索 求解 

1 表示 当前 扩展 结 点 在 第 ! 层 ，cn 表示 当前 已 加 入 护卫 队 的 人 数 。 

ШЖ rn， 表示 已 经 到 达 叶 子 结 点 ， 记 录 最 优 值 和 最 优 解 ， 返 回 。 否 则 ， 判 断 是 否 满足 
约束 条 件 , 满足 则 搜索 左 子 树 。 因 为 左 子 树 表示 该 结 点 可 以 加 入 护卫 队 , 所 以 令 xil, cn, 
表示 当前 已 加 入 护卫 队 的 人 数 增加 1。Backtrack(t+1) 表 示 北 推 深度 优 先 搜索 第 H1 层 。 回 
归 时 ， 即 向 上 回溯 时 ， 要 把 增加 的 值 减 去 ，cn 一 。 

判断 是 否 满足 限界 条 件 ， 满 足 则 搜索 右 子 树 。 因 为 右 子 树 表示 该 结 点 不 可 以 加 入 护卫 
ВА, ВТЕ 4 x[d=0， 当 前 加 入 护卫 队 的 人 数 不 变 。Backtrack(t+1) 表 示 弟 推 ， 深 度 优先 搜索 
第 tt1 层 。 


void Backtrack (int t) 
if (t>n) // 到 达 叶 结 点 
{ 
for (int i=l; і<=п; i++) 
bestx[i]=x[i]; 
bestn=cn; 
return ; 
} 
if (Place(t)) // 满 足 约束 条 件 ， 进 入 左 子 树 ， 即 把 结 点 t 加 入 团 中 





} 


{ 


} 





x[t]=1; 

cn+++ 
Backtrack(t+1); 
mer 


if (cn+n-t>bestn) /7 满足 限界 条 件 ， 进 入 右 子 树 


x[t] = 0; 
Backtrack(t + 1); 


5.3.5 “实战 演练 


//ргодгам 


const int 
bool x[N]; 
int bestn; 


int сп; 
int п,т; 


{ 
bool 


{ 


} 


} 


{ 


{ 





int a[N] [N]; 


bool bestx[N]; 


for(int j=l;j<t; ј++) 


5-2 


#include <iostream> 
#include <string.h> 
using namespace std; 


N = 100; 
// 图 用 邻接 矩阵 表示 
// 是 否 将 第 i 个 结 点 加 入 团 中 
/ /记录 最 优 解 
// 记 录 最 优 值 
// 当 前 已 放 入 团 中 的 结 点 数量 
//n 为 图 中 结 点 数 ，m 为 图 中 边 数 


bool Place (int t) // 判 断 是 否 可 以 把 结 点 七 加 入 团 中 


ok=true; 
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// 结 点 上 与 前 t+-1 个 结 点 中 被 选中 的 结 点 是 否 相连 


if(w[jl]&&a[t][j]==0) //x[j] 表 示 j 是 被 选中 的 结 点 ,a[t] [j]==0 表示 上 和 j 没有 边 相 连 


{ 
ok = false; 
break; 


} 


return ok; 


void Backtrack (int 七 ) 


if (t>n) // 到 达 叶 结 点 


for(int i=l; i<=n; i++) 
bestx[i]=x[i]; 

bestn=cn; 

return ; 
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if(Place(t)) /7 满足 约束 条 件 ， 进 入 左 子 树 ， 即 把 结 点 七 加 入 团 中 
t 

х[]=1; 

сп++; 

Backtrack (1+1); 

сп--; 
} 
if (cn+n-t>bestn) /7 满足 限界 条 件 ， 进 入 右 子 树 
{ 

xit] = 0; 

Васкёгаск (+ + 1); 


} 


int main() 
{ 

int u, № 
cout << "请 输入 部 落 的 人 数 n 〈 结 点 数 ) : "; 
Cin >> п; 
cout << "请 输入 人 与 人 的 友好 关系 数 ОЛЖ) : "; 
сіп >> п; 
memset (а, 0, sizeof (a) ) ;// 邻 接 矩 阵 里 面 的 数据 初始 化 为 0, 需要 引入 #include <string.h> 
cout << "请 依次 输入 有 友好 关系 的 两 个 人 (有 边 相 连 的 两 个 结 点 u 和 v) 用 空格 分 开 : "; 
for (int i=l;i<=m;i++) 
{ 

cin>>u>>v; 

a[u][v]=a[v][u]=1; 
) 
bestn=0; 
cn=0; 
Backtrack(1); J 
cout<<" 国 王 护卫 队 的 最 大 人 数 为 : "<<bestn<<end1; 
cout<<" 国 王 护卫 队 的 成 员 为 : "; 
for(int i=l;i<=n;i++) 

if (bestx[i]) 

cgout<<1<<m "; 

return 0; 





) 


算法 实现 和 测试 

(1) 运行 环境 

Code::Blocks 

(2) 输入 

请 输入 部 落 的 人 数 n 〈 结 点 数 ) : 5 


请 输入 人 与 人 的 友好 关系 数 〔 边 数 ) : 8 


请 依次 输入 有 友好 关系 的 两 个 人 (有 边 相 连 的 两 个 结 点 u 和 v) 用 空格 分 开 : 
1 2 
13 
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ьо OO N Pp = 
Cn Qn b Q) Qn > 


(3) 输出 


国王 护卫 队 的 最 大 人 数 为 : 4 
| 国王 护卫 队 的 成 员 为 : 1 3 4 5 


5.3.6 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

a) 时 间 复 杂 度 

约束 函数 时 间 复 杂 度 为 O0z)， 限 界 函数 时 间 复 杂 度 为 0(1)。 最 坏 情 况 下 有 ОК 
子 结 点 调用 约束 函数 ， 有 0O(2”) 个 右 孩 子 结 点 需要 调用 限界 函数 ， 故 国王 护卫 队 问 题 回溯 法 
求解 的 时 间 复 杂 度 为 O(n*2”"+1*2”)= O(n*2”)， 如 图 5-40 所 示 。 


深度 为 0 2 个 结 点 







深度 为 1 2!' 个 结 点 


深度 为 2 2 个 结 点 


х,Е1 „=0 
深度 为 n 2" 个 结 点 





Н 5-40 ” 解 空间 树 


(2) 空间 复杂 度 

回溯 法 的 另 一 个 重要 特性 就 是 在 搜索 执行 的 同时 产生 解 空间 。 在 所 搜 过 程 中 的 任 
何 时 刻 ， 仅 保留 从 开始 结 点 到 当前 扩展 结 点 的 路 径 ， 从 开始 结 点 起 最 长 的 路 径 为 п. 
程序 中 我 们 使 用 bestp[] 数 组 记录 该 最 长 路 径 作为 最 优 解 ， 所 以 该 算法 的 空间 复杂 度 为 
O(n)» 

2. 算法 优化 拓展 

因为 解 空间 的 子 集 树 规模 是 确定 的 ,我 们 改进 优化 只 能 从 约束 函数 和 限界 函数 着 手 , 通 
过 这 两 个 函数 提高 剪 枝 的 效率 。 在 上 述 算法 中 ， 限 界 函 数 时 间 复 杂 度 为 0(1), 己 经 没有 改进 
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的 余地 。 而 约束 函数 时 间 复 杂 度 为 CO0D0)， 是 否 可 以 改进 呢 ? 


5.4 CEHA Es 


我 买 了 一 个 世界 地 图 挂 在 家 里 。 

孩子 说 : “花花 绿绿 的 手 好 看 呢 !1” 

“你 看 看 颜色 有 什么 不 同 吗 ? ” 

“ 相 邻 的 国家 颜色 不 同 1? 

“是 啊 ， 如 果 把 两 个 相 邻 的 国家 涂 成 相同 的 颜色 ， 可 能 会 引起 严正 抗议 ， 甚 至 战争 !?”。 

在 地 图 着 色 中 ， 为 了 区 分 边界 ， 相 邻 区 域 是 不 能 有 相同 颜色 的 。 

如 果 我 们 有 一 张 没 涂 色 的 地 图 和 т 种 颜色 ， 怎 么 涂 色 才能 使 相 邻 区 域 是 不 同 的 颜 
色 呢 ? 


5-41 地 图 着 色 


5.4.1 问题 分 析 


如 果 我 们 把 地 图 上 的 每 一 个 区 域 退 化 成 一 个 点 ， 相 邻 的 区 域 用 连 线 连接 起 来 ,那么 地 图 
就 变 成 了 一 个 无 向 连通 图 , 我们 给 地 图 着 色 就 相当 于 给 该 无 向 连通 图 的 每 个 点 着 色 ， 要 求 有 
连 线 的 点 不 能 有 相同 颜色 。 这 就 是 经 典 的 图 的 m 着 色 问 题 。 给 定 无 向 连通 图 GA т 种 颜色 ， 
找 出 所 有 不 同 的 着 色 方 案 ， 使 相 邻 的 区 域 有 不 同 的 颜色 。 

下 面 以 图 5-42 为 例 ， 该 地 图 一 共有 7 个 区 域 ， 分 别 是 A、B、C、D、E、F、G， 我 们 
现在 按 上 面 顺序 进行 编号 1 一 7， 每 个 区 域 用 一 个 结 点 表示 ， 相 邻 的 区 域 有 连 线 。 那 么 地 图 
就 转化 成 了 一 个 无 向 连通 图 ， 如 图 5-43 所 示 。 
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图 5-42 区域 地 图 5-43 ”无 向 连通 图 
如 果 用 3 种 颜色 给 该 地 图 着 色 ， 那 么 该 问题 中 每 个 结 点 所 着 的 颜色 均 有 3 种 选择 ，7 个 
结 点 所 着 的 颜色 号 组 合 是 一 个 可 能 解 ， 例 如 : (1, 2, 3, 2, 1, 2, 3). 
每 个 结 点 有 种 选择 ， 即 解 空间 树 中 每 个 结 点 有 m 个 分 支 ， 称 为 т ХАМ. 


5.4.2 算法 设计 
(1) 定义 问题 的 解 空间 
定义 问题 的 解 空间 及 其 组 织 结构 式 很 容易 的 。 图 的 т 着 色 问 题 的 解 空 间 形式 为 n 元 组 
Bp xo» "Xi"…*，xXn}， 每 一 个 分 量 的 取 值 为 1，2,，…，m， 即 问题 的 解 是 一 个 元 向 量 。 
由 此 可 得 ， 问 题 的 解 空间 为 {wy，x2，…，xi，…，xw}， 其 中 显 约束 xj=1,，2, +, m (l, 
2, 3, y Ms 
x; =2 表示 图 G 中 第 i 个 结 点 着 色 为 2 号 色 。 


(2) 确定 解 空 间 的 组 织 结构 
问题 的 解 空间 组 织 结构 是 一 棵 满 m 叉 树 ， 树 的 深度 为 xn， 如 图 5-44 所 示 。 





图 5-44” 解 空间 树 (т 又 树 ) 


(3) 搜索 解 空 间 
° 约束 条 件 
假设 当前 扩展 节点 处 于 解 空间 树 的 第 1 层 , 那么 从 第 1 个 结 点 到 第 —1 个 结 点 的 状态 
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(着 色 的 色 号 ) 已 经 确定 。 接 下 来 沿 着 扩展 结 点 的 第 一 个 分 支 进行 扩展 ， 此 时 需要 判断 第 
1 个 结 点 的 着 色情 况 。 第 + 个 结 点 的 颜色 号 要 与 前 六 1 个 结 点 中 与 其 有 边 相 连 的 结 点 颜色 
不 同 ， 如 果 有 颜色 相同 的 ， 则 第 t 个 结 点 不 能 用 这 个 色 号 , 换 下 一 个 色 号 尝试 ， 如 图 5-45 
所 示 。 

例如 : 假设 当前 扩展 结 点 z 是 在 第 4 层 ,， 说明 前 3 个 结 点 的 状态 ( 色 号 ) 已 经 确定 ， 如 
图 5-46 所 示 。 


1 层 





lyi tA 2 
结 点 状态 x 28 
已 确定 
9—32 
- ИЕ 
РУС тутутуту 
@ 有 边 相 连 的 结 点 色 号 相同 





图 5-45 解 空 间 树 (约束 条 件 判 断 ) 图 5-46 ”约束 条 件 判断 


在 前 3 个 已 着 色 的 结 点 中 ，4 号 结 点 和 1 号 、3 号 结 点 有 边 相 连 ， 那 么 4 号 结 点 的 色 号 
不 可 以 和 1 号 、3 号 结 点 的 色 号 相同 。 

° 限界 条 件 

因为 只 是 找 可 行 解 就 可 以 了 ， 不 是 求 最 优 解 ， 因 此 不 需要 限界 条 件 。 

。 搜索 过 程 

扩展 节点 沿 着 第 一 个 分 支 扩展 ， 判 断 约束 条 件 ， 如 果 满 足 ， 则 进入 深 一 层 继续 搜索 ;如 
果 不 满 足 ， 则 扩展 生成 的 节点 被 剪 掉 ， 换 下 一 个 色 号 尝试 。 如 果 所 有 的 色 号 都 尝试 完毕 ， 该 
结 点 变 成 死结 点 ， 向 上 回溯 到 离 其 最 近 的 活 结 点 ， 继 续 搜索 。 搜 索 到 叶子 节点 时 ， 找 到 一 种 
着 色 方 案 ， 搜 索 过 程 直 到 全 部 活 结 点 变 成 死结 点 为 止 。 


5.4.3 ”完美 图 解 


地 图 的 7 个 区 域 转化 成 的 无 向 连通 图 ， 如 图 5-47 所 示 。 

如 果 现 在 用 3 种 颜色 ( 淡 紫 ， 茶 色 ， 水 绿色 ) 给 该 地 图 着 色 ， 那 么 该 问题 中 每 个 结 点 所 
着 的 颜色 均 有 3 种 选择 (m=3)，7 个 结 点 所 着 的 颜色 组 合 是 一 个 可 能 

(1) 开始 搜索 第 1 层 1) 

扩展 A 结 点 第 一 个 分 支 ， 首 先 判断 是 否 满足 约束 条 件 ， 因 为 之 前 还 未 着 色 任 何 结 点 ， 
满足 约束 条 件 。 扩 展 该 分 支 ， 令 1 号 结 点 着 1 号 色 〈 淡 紫 )， 即 x[1]=1， 生 成 B。 搜 索 过 程 
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和 着 色 方 案 如 图 5-48 和 图 5-49 所 示 。 





图 5-47 无 向 连通 图 图 5-48 ”搜索 过 程 


(2) ЕВ 265 (22) 

扩展 第 一 个 分 支 x[2]=1， 首 先 判断 2 号 结 点 是 否 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 点 (1 号 ) 有 边 
相连 且 色 号 相同 ， 不 满足 约束 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。 然 后 沿 着 x[2]=2 扩展 ，2 号 结 点 和 前 面 已 
确定 色 号 的 结 点 〈1 号 ) 有 边 相 连 ， 但 色 号 不 相同 ， 满 足 约 束 条 件 ， 扩 展 该 分 支 ， 令 2 号 结 
点 着 2 号 色 (茶色 )， 即 x[2]=2， 生 成 C。 搜 索 过 程 和 着 色 方 案 如 图 5-50 和 图 5-51 所 示 。 





Я 5-49 着 色 方 案 Е 5-50 ”搜索 过 程 

(3) 扩展 C 结 点 (t=3) 

扩展 第 一 个 分 支 x[3]=1; 首先 判断 3 号 结 点 是 否 和 前 面 已 确定 的 结 点 (1. 2 号 ) 有 边 相 
连 且 色 号 相同 ，3 号 结 点 和 1 结 点 有 边 相 连 且 色 号 相 
同 ， 不 满足 约束 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。 然 后 沿 着 x[3]=2 
扩展 ，3 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 点 (2 号 ) 有 边 
相连 且 色 号 相同 ， 不 满足 约束 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。 然 
后 沿 着 x[3]=3 扩展 ，3 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 
点 〈1、2 号 ) 有 边 相 连 且 色 号 均 不 相同 ， 满 足 约束 条 
f, 扩展 该 分 支 ; 令 3 号 结 点 着 3 号 色 (水 绿色 )， 即 
令 x[3]=3， 生 成 D。 搜 索 过 程 和 着 色 方 案 如 图 5-52 和 
图 5-53 所 示 。 





Я 5-51 着 色 方 案 
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ВА 5-52 ”搜索 过 程 图 5-53 ”着色 方案 


(4) 扩展 DD 结 点 (£4) 

扩展 第 一 个 分 支 x[4]=1， 首 先 判断 4 号 结 点 是 否 和 前 面 已 确定 的 结 点 (1、2、3 号 ) 有 
边 相 连 且 色 号 相同 , 4 号 结 点 和 1 结 点 有 边 相 连 且 色 号 相同 , 不 满足 约束 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。 
然后 沿 着 x[4]=2 扩展 ，4 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 点 (1、3 号 ) 有 边 相 连 , 但 色 号 均 不 
同 ， 满 足 约束 条 件 ， 扩 展 该 分 支 ， 令 4 号 结 点 着 2 5 GRE), Z x[4]=2， 生 成 E。 搜 索 
过 程 和 着 色 方 案 如 图 5-54 和 图 5-55 所 示 。 





图 5-54 ”搜索 过 程 图 5-55 ”着 色 方 案 


(5) 扩展 卫 结 点 〈 大 5) 

扩展 第 一 个 分 支 x[5]=1， 首 先 判 断 5 号 结 点 是 否 和 前 面 已 确定 的 结 点 (1、2、3、4 号 ) 
有 边 相 连 且 色 号 相同 ，5 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 点 (2. 3. 4 号 ) 有 边 相 连 ， 但 色 号 
均 不 同 ， 满 足 约束 条 件 ， 扩 展 该 分 支 ， 令 5 号 结 点 着 1 号 色 〈 淡 紫色 )， 令 x[5j=1， 生 成 F。 
搜索 过 程 和 着 色 方案 如 图 5-56 和 图 5-57 所 示 。 

(6) 扩展 F 结 点 (156) 

扩展 第 一 个 分 支 x[6]=1， 首 先 判 断 6 号 结 点 是 否 和 前 面 已 确定 的 结 点 (1、2、3、4、5 
5) 有 边 相 连 且 色 号 相同 ，6 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 点 (5 号 ) 有 边 相 连 ， 且 色 号 相 
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同 ， 不 满足 约束 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。 然 后 沿 着 x[6]=2 扩展 ，6 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 
点 (5 号 ) 有 边 相 连 ， 但 色 号 不 同 ， 满 足 约束 条 件 ， 扩 展 该 分 支 ， 令 6 号 结 点 着 2 号 色 〈 茶 
色 )， 令 x[6]=2， 生 成 G。 搜 索 过 程 和 着 色 方案 如 图 5-58 ЖИ 5-59 所 示 。 





Е 5-57 着 色 方 案 





图 5-58 ”搜索 过 程 图 5-59 ”着色 方案 


(7) 扩展 G 结 点 (f=7) 
扩展 第 一 个 分 支 x[7]=1， 首 先 判 断 7 号 结 点 是 否 和 前 面 已 确定 的 结 点 (1、2、3、4、5、 
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6 =) 有 边 相连 且 色 号 相同 ，7 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 点 (5 5) НН, НЕ 
相同 ， 不 满足 约束 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。 然 后 沿 着 x[7]=2 扩展 ，7 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 
结 点 (4. 6 号 ) 有 边 相连 ， 且 色 号 相同 ， 不 满足 约束 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。 然 后 沿 着 x[7]=3 
扩展 ，7 号 结 点 和 前 面 已 确定 色 号 的 结 点 (4, 5. 6 5) 有 边 相 连 ， 但 色 号 不 同 ， 满 足 约束 
条 件 ， 扩 展 该 分 支 ， 令 7 号 结 点 着 3 号 色 (水 绿色 )， 令 x[7]=3， 生 成 互 。 搜 索 过 程 和 着 色 
方案 如 图 5-60 和 图 5-61 所 示 。 


x=l A 





图 5-60 ”搜索 过 程 图 5-61 着 色 方 案 


(8) 扩展 旦 结 点 (上 G8)。Pn， 找 到 一 个 可 行 解 ， 输 出 该 可 行 解 {1，2,，3，2，1，2，3}， 
回溯 到 最 近 的 活 结 点 G. 

(9) 重新 扩展 G 结 点 (f=7)。G 的 m (m=3) 个 孩子 均 已 考查 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 回 淹 
到 最 近 的 活 结 点 上 。 

(10) 继续 搜索 ， 又 找到 第 二 种 着 色 方 案 ， 输 出 该 可 行 解 {1，3，2，3，1，3，2}。 搜 索 
过 程 和 着 色 方 案 如 图 5-62 和 图 5-63 所 示 。 

(11) 继续 搜索 ， 又 找到 4 个 可 行 解 ， 分 别 是 {2，1，3，1，2，1，3}、12，3，1，3，2， 
З 0 03,1 0, ka То Sa S. bay 9. Az ак 
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5-62 ”搜索 过 程 


5.4.4” 伪 代码 详解 


(1) 约束 函数 

假设 当前 扩展 节点 处 于 解 空 间 树 的 第 t 层 ， 那 么 从 
第 一 个 结 点 到 第 A 个 结 点 的 状态 〈 着 色 的 色 号 ) 已 经 
确定 。 接 下 来 沿 着 扩展 结 点 的 第 一 个 分 支 进行 扩展 ， 此 
时 需要 判断 第 t 个 结 点 的 着 色情 况 。 第 1 个 结 点 的 颜色 号 
要 与 前 本 1 个 结 点 中 与 其 有 边 相 连 的 结 点 颜色 不 同 ， 如 








果 有 一 个 颜色 相同 的 ， 则 第 + 个 结 点 不 能 用 这 个 色 号 ， © O © 
换 下 一 个 色 号 尝试 ， 如 图 5-64 所 示 。 5-64 ”约束 条 件 判 断 
// 约 束 条 件 


bool ОК (int t) 
{ 
for(int j=1;j<t;j++) // 依 次 判断 前 t-1 个 结 点 (已 确定 色 号 ) 
{ 
if (map[t][j]) // 如 果 t 与 j 邻接 (有 边 相 连 ) 
{ 


if(x[j]==x[t]) // 判 断 t 与 j 的 着 色 号 是 否 相同 
return false; // 有 相同 色 号 ， 立 即 
} 
} 
return true; // 与 前 t-1 个 结 点 中 与 其 有 边 相 连 的 结 点 颜色 均 不 同 ， 返 回 true 
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(2) 按 约束 条 件 搜索 求解 

1 表示 当前 扩展 结 点 在 第 г. WR 2n， 表 示 已 经 到 达 叶 子 结 点 ，sum 累计 第 几 个 着 
色 方 案 ， 输 出 可 行 解 。 否 则 ， 扩 展 节 点 沿 着 第 一 个 分 支 扩 展 ， 判 断 是 否 满足 约束 条 件 ， 如 
果 满 足 ， 则 进入 深 一 层 继续 搜索 ， 如 果 不 满足 ， 则 扩展 生成 的 节点 被 剪 掉 ， 换 下 一 个 色 号 
符 试 。 如 果 所 有 的 色 号 都 尝试 完毕 ， 该 结 点 变 成 死结 点 ， 向 上 回溯 到 离 其 最 近 的 活 结 点 ， 
继续 搜索 。 搜 索 到 叶子 节点 时 ， 找 到 一 种 着 色 方案 。 搜 索 过 程 直 到 全 部 活 结 点 变 成 死结 点 
为 止 。 
// 搜 索 函 数 


void Backtrack (int t) 
{ 


if(t>n) // 到 达 叶 子 , 找 到 一 个 着 色 方 案 
{ 
sum++; 
cout<<" 第 "<<sum<<" 种 方案 : "; 
for (int i=l;i<=n;i++) // 输 出 该 着 色 方 案 
ombea [4 <<" "$ 
cout<<end1; 


else 


for(int i=l;i<=m;i++) // 每 个 结 点 尝试 m 种 颜色 
{ 
х[Е]=1; 
£ (OFE CE) 
Backtrack (6+1); 





5.4.5 ”实战 演练 


//program 5-3 
#include <iostream> 
#include <string.h> 
#define Mx 50 
using namespace std; 


int x[MX]; // 解 分 量 

int тар [MX] [МХ]; // 图 的 邻接 矩阵 
int sum=0; // 记 录 解 的 个 数 
int п, м, еаде; // 节 点 数 和 颜色 数 
// 创 建 邻接 矩阵 


void CreatMap ( ) 
| { 
I 
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int u,v; 
”cout << "АЉ: "; 
cin >> edge; 
memset (map, 0, sizeof (map) );// 邻 接 和 矩阵 里 面 的 数据 初始 化 为 0， 
//meset 函数 需要 引入 #include <string.h> 
cout << "请 依次 输入 有 边 相 连 的 两 个 结 点 u 和 v， 用 空格 分 开 : "; 
for(int 1=1;і<=еаде;і++) 
{ 
cin>>u>>v; 
map[u] [v]=map[v] [u]=1; 
} 


} 
// 约 束 条 件 
bool. OK{int +) 
{ 
for (int j=1l;j<t;j+*) 
{ 
if (map[t] (31) // 如 果 t 与 j 邻接 
{ 
if(x[j]==x[t]) //Ж t 与 j 的 着 色 号 是 否 相同 
return false; 
) 
) 


return true; 


) 

// 搜 索 函 数 

void Backtrack(int t) 
{ 


if(t>n) // 到 达 叶 子 ,找到 一 个 着 色 方案 
{ 
sum++; 
cout<<" 第 "<<sum<<" 种 方案 : "; 
for(int і=1;і<=п;і++) // 输 出 该 着 色 方 案 
cout<<x [LL] "; 
cout<<endl; 
} 
е1зе{ 
for(int 1=1;1<=щ;1++) // 每 个 结 点 尝试 m 种 颜色 
{ 
x[t]=i; 
if (OK (t) ) 
Backtrack(t+1); 


) 
) 
int main() 
{ 
cout<<" 输 入 节点 数 : "; 


cin>>n; 
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cout<<" 输 入 颜色 数 : "; 
cin>>m; 
cout<<" 输 入 无 向 图 的 邻接 矩阵 : "<<end1; 
Сгеа® Мар (); 
Backtrack (1); 
} 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


| 输入 节点 数 : 7 

输入 颜色 数 : З 

输入 无 向 图 的 邻接 矩阵: 

请 输入 边 数 ，12 

请 依次 输入 有 边 相 连 的 两 个 结 点 u 和 v， 用 空格 分 开 : 
1 2 





о G G £. £ Q) Q) N Ñ P P> 
NAN AN Q G £ G (Q) > (Q 


(3) 输出 


第 1 种 方案 : 
第 2 种 方案 : 
第 3 种 方案 ; 
第 4 种 方案 : 
第 5 种 方案 : 
第 6 种 方案 : 


546 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 度 
最 坏 情况 下 ， 除 了 最 后 一 层 外 ， 有 lmm teim =(m" 一 1(m-1) 完 m" 个 结 点 需要 扩展 ， 


Q о N N F i= 
N F Q P Q) N 
> N F (G N Ф 
ËD 所 (Q ks (O м 
шш ` N P P> 
о FP Q P ш N 
н N a (O N ww 
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而 这 些 结 点 每 个 都 要 扩展 т 个 分 支 ， 总 的 分 支 个 数 为 m”"， 每 个 分 支 都 判断 约束 函数 ， 判 断 
约束 条 件 需 要 O(n) 的 时 间 ， 因 此 耗 时 O(nm”)。 在 叶子 结 点 处 输出 可 行 解 需 要 耗 时 О(и), fE 
最 坏 情 况 下 回 搜索 到 每 一 个 叶子 结 点 ， 叶 子 个 数 为 mW"， 故 耗 时 为 O(nm”)。 因 此 ， 时 间 复 杂 
度 为 O(nm”)， 如 图 5-65 所 示 。 


2=т 
= 深度 为 2 т АЕ Е 





ПРА я 





(2) 空间 复杂 度 

回溯 法 的 另 一 个 重要 特性 就 是 在 搜索 执行 的 同时 产生 解 空 间 。 在 所 搜 过 程 中 的 任何 时 
刻 ， 仅 保留 从 开始 结 点 到 当前 扩展 结 点 的 路 径 ， 从 开始 结 点 起 最 长 的 路 径 为 n。 程 序 中 我 们 
使 用 x[] 数 组 记录 该 最 长 路 径 作为 可 行 解 ， 所 以 该 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n)。 

2. 算法 优化 拓展 

在 上 面 的 求解 过 程 中 ， 我 们 的 解 空 间 m 叉 树 的 规模 是 确定 的 ， 我 们 改进 优化 只 能 从 约 
束 函 数 和 限界 函数 着 手 ， 通 过 这 两 个 函数 提高 前 枝 的 效率 。 在 上 述 算法 中 ， 没 有 限界 函数 ， 
而 约束 函数 时 间 复 杂 度 为 O(0m)， 是 否 可 以 改进 呢 ? 

读者 可 以 分 析 一 下 : 在 处 理 第 1 个 结 点 时 ， 要 依次 判断 前 六 1 个 结 点 是 否 有 邻接 且 色 号 
相同 ， 如 果 采 用 邻接 表 存 储 又 会 如 何 呢 ?” 是 不 是 只 需要 判断 t 结 点 邻接 表 中 序号 小 于 + 的 结 
点 色 号 是 否 相 同 呢 ?时 间 复 杂 度 是 否 有 减少 ? 


5.5 EME SE 


Ф пхп 的 棋盘 上 放置 彼此 不 受 攻击 的 nn 个 皇后 。 按照 国际 象棋 的 规则 ,皇后 可 以 攻击 与 
之 在 同一 行 、 同 一 列 、 同 一 斜 线 上 的 棋子 。 设 计算 法 在 nxn 的 棋盘 上 放置 n 个 皇后 ,使 其 彼 
此 不 受 攻击 。 
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Р 5-66 п = 5 і] 


5.5.1 问题 分 析 


在 пхп 的 棋盘 上 放置 彼此 不 受 攻击 的 n 个 皇后 。 按 照 国际 象棋 的 规则 ， 皇 后 可 以 攻击 
与 之 在 同一 行 、 同 一 列 、 同 一 斜 线 上 的 棋子 。 现 在 在 nXn 的 棋盘 上 放置 п 个 皇后 ， 使 彼此 
不 受 攻击 。 | - 

如 果 棋 盘 如 图 5-67 所 示 ， 我 们 在 第 1176 列 放置 “1 | 
一 个 皇后 ， 那 么 第 i 行 的 其 他 位 置 (同行 )， ЯА] 
的 其 他 位 置 ( 同 列 )， 同 一 斜 线 上 的 其 他 位 置 ， 都 不 能 。 ， 
再 放置 皇后 。 ‚№ 

条 件 是 这 样 要 求 的 ， 但 是 我 们 不 可 能 杂乱 无 章 地 学 
试 每 个 位 置 ， 要 有 求解 策略 。 我 们 可 以 以 行为 主导 : 

。 在 第 1 行 第 1 列 放置 第 1 个 皇后 。 „ l 

。 在 第 2 行 放置 第 2 个 皇后 。 第 2 个 皇后 的 位 置 =-= 

不 能 和 第 1 个 皇后 同 列 、 同 斜 线 ， 不 用 再 判断 图 5-67 n а= 1 
是 否 同行 了 ， 因 为 我 们 每 行 只 放置 一 个 ， 本 来 就 已 经 不 同行 。 
о 在 第 3 行 放置 第 3 个 皇后 ， 第 3 个 皇后 的 位 置 不 能 和 前 2 个 皇后 同 列 、 同 斜 线 。 


。 在 第 1 行 放置 第 1 个 皇后 ， 第 1 个 皇后 的 位 置 不 能 和 前 二 1 个 皇后 同 列 、 同 斜 线 。 





5.5 ”一 山 不 容 二 虎 一 一 /皇后 问题 291 


。 在 第 n 行 放置 第 n 个 皇后 ,第 n 个 皇后 的 位 置 不 能 和 前 nm 个 皇后 同 列 、 同 斜 线 。 
5.52 ”算法 设计 


(1) 定义 问题 的 解 空间 

n 皇后 问题 解 的 形式 为 n 元 组 : {xo хо, `", Xp "5 mp ЗЕ x KRE i 个 皇后 放置 
在 第 i 行 第 x; 列 ，x; 的 取 值 为 1，2，…，n。 例 如 x=5， 表 示 第 2 个 皇后 放置 在 第 2 行 第 5 
列 。 显 约束 为 不 同行 。 

(2) 解 空间 的 组 织 结构 

п 皇后 问题 的 解 空 间 是 一 棵 m (m=n) 叉 树 ， 树 的 深度 为 am， 如 图 5-68 所 示 。 





Е 5-68 解 空间 树 (m 叉 树 ) 


(3) 搜索 解 空间 

° 约束 条 件 

在 第 1 行 放置 第 t 个 皇后 时 ， 第 t 个 皇后 的 位 置 不 能 和 前 六 1 个 皇后 同 列 、 同 斜 线 。 第 i 
个 皇后 和 第 7 个 皇后 不 同 列 ， 即 xx HEPARA] != xx] 

。 限界 条 件 

该 问题 不 存在 放置 方案 好 坏 的 情况 ， 所 以 不 需要 设置 限界 条 件 。 

。 搜索 过 程 

从 根 开始 ,以 深度 优先 搜索 的 方式 进行 搜索 。 根 结 点 是 活 结 点 , 并 且 是 当前 的 扩展 结 点 。 
在 搜索 过 程 中 , 当前 的 扩展 结 点 沿 纵深 方向 移 向 一 个 新 结 点 , 判断 该 新 结 点 是 否 满足 隐约 束 。 
如 果 满 足 ， 则 新 结 点 成 为 活 结 点 ， 并 且 成 为 当前 的 扩展 结 点 ， 继 续 深 一 层 的 搜索 ， 如 果 不 满 
足 ， 则 换 到 该 新 结 点 的 兄弟 结 点 继续 搜索 ， 如果 新 结 点 没有 兄弟 结 点 ， 或 其 兄弟 结 点 已 全 部 
搜索 完毕 ， 则 扩展 结 点 成 为 死结 点 ， 搜 索 回 溯 到 其 父 结 点 处 继续 进行 。 搜 索 过 程 直到 找到 问 
题 的 根 结 点 变 成 死结 点 为 止 。 
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5.5.3 ”完美 图 解 


在 nXn 的 棋盘 上 放置 彼此 不 受 攻击 的 n 个 皇后 。 按 照 国 际 象棋 的 规则 ， 皇 后 可 以 攻击 
与 之 在 同一 行 、 同 一 列 、 同 一 斜 线 上 的 棋子 。 为 了 简单 明了 ， 我 们 在 4x4 的 棋盘 上 放置 4 
个 旺 后 ， 使 其 彼此 不 受 攻击 ， 如 图 5-69 所 示 。 

(1) 开始 搜索 第 1 (1) 

扩展 1 号 结 点 ， 首 先 判断 xi=1 是 否 满足 约束 条 件 ， 因 为 之 前 还 未 选中 任何 结 点 ， 满 足 
约束 条 件 。 令 x[1]=1， 生 成 2 号 结 点 ， 如 图 5-70 所 示 。 





1 2 3 4 
1 1 
2 2 
3 x=] 3 
4 4 
Е 5-69 4 皇后 问题 图 5-70 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(2) 扩展 2 Е (2) 

首先 判断 х›=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ;考查 х›=2 也 不 满 
足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 斜 线 ; 考查 хо=3 满足 约束 条 件 ， 和 之 前 放置 
的 皇后 不 同 列 、 不 同 斜 线 ， 令 x[2]=3， 生 成 3 号 结 点 ， 如 图 5-71 所 示 。 

(3) 扩展 3 5454 (53) 

首先 判断 хз=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ; 考查 x3=2 也 不 满足 约 
束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ， 考查 x,=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 
第 2 个 皇后 同 列 ， 考 查 x3=4 也 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ; 3 号 结 
点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 ，3 号 结 点 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 2 号 结 点 ， 如 图 5-72 所 示 。 





图 5-71 搜索 过 程 和 放置 方案 图 5-72 ”搜索 过 程 和 放置 方案 
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(4) 重新 扩展 2 号 结 点 (三 2) 

判断 хо=4 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 不 同 列 、 不 同 斜 线 ， 令 x[2]=4， 
生成 4 号 结 点 ， 如 图 5-73 所 示 。 

(5) 扩展 4 号 结 点 (3) 

首先 判断 x3=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ， 考 查 x3=2 满足 约 
束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1、2 个 皇后 不 同 列 、 不 同 斜 线 ， 令 x[3]=2， 生 成 5 号 结 点 ， 
如 图 5-74 所 示 。 





图 5-73 ”搜索 过 程 和 放置 方案 图 5-74 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(6) 扩展 5 号 结 点 (t=4) 

首先 判断 ха=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ;， 考查 х.=2 也 不 
满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 3 个 皇后 同 列 ; 考查 xi=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 
前 放置 的 第 3 个 皇后 同 斜 线 ; 考查 x =4 也 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 
同 列 ; 5 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 ，5 号 结 点 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 4 号 结 点 ， 
如 图 5-75 所 示 。 

(7) 继续 扩展 4 号 结 点 (£3) 

判断 x3=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ; 考查 x3=4 也 不 满足 
约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 列 ; 4 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 ，4 号 结 
点 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 2 号 结 点 。2 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 ，2 号 结 点 成 为 死 
结 点 。 向 上 回溯 到 1 号 结 点 ， 如 图 5-76 所 示 。 

(8) 继续 扩展 1 号 结 点 (三 1) 

判断 xi=2 是 否 满足 约束 条 件 ， 因 为 之 前 还 未 选中 任何 结 点 ， 满 足 约束 条 件 。 令 x[1]=2， 
生成 6 号 结 点 ， 如 图 5-77 所 示 。 
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E 5-75 ”搜索 过 程 和 放置 方案 图 5-76 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(9) 扩展 6 号 结 点 (2) 

判断 х›=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 斜 线 ， 考 查 x,=2 也 不 满足 
约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ; 考查 х›=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放 
置 的 第 1 个 皇后 同 斜 线 ， 考 查 хо=4 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 不 同 列 、 
不 同 斜 线 ， 令 x[2]=4， 生 成 7 号 结 点 ， 如 图 5-78 所 示 。 





5-77 搜索 过 程 和 放置 方案 图 5-78 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(10) 扩展 7 号 结 点 (三 3) 

判断 x3=1 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1、2 个 皇后 不 同 列 、 不 同 斜 线 , 令 x[3]=1， 
生成 8 号 结 点 ， 如 图 5-79 所 示 。 

(11) 扩展 8 号 结 点 (t=4) 

判断 ха=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 3 个 皇后 同 列 ， 考 查 х.=2 也 不 满足 约 
束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ， 考查 x4=3 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 
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第 1、2、3 个 皇后 不 同 列 、 不 同 斜 线 ， 令 x[4]=3， 生 成 9 号 结 点 ， 如 图 5-80 所 示 。 





图 5-79 ”搜索 过 程 和 放置 方案 图 5-80 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(12) 扩展 9 5454 (5) 

tn， 找到 一 个 可 行 解 ， 用 bestx[] 保 存 当前 可 行 解 {2，4，1，3}。9 号 结 点 成 为 死结 点 。 
向 上 回调 到 8 号 结 点 。 

(13) 继续 扩展 8 号 结 点 (1-4) 

判断 xs=4 不 满足 约束 条 件 ， 因为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 列 ; 8 号 结 点 的 所 有 孩子 均 
已 考查 完毕 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 7 号 结 点 。 

(14) 继续 扩展 7 号 结 点 (f=3) 

判断 хз=2 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ， 判 断 x3=3 不 满足 约束 
条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ， 判 断 xs=4 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 
的 第 2 个 皇后 同 列 ; 7 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 6 号 结 点 。 
6 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 ， 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 1 号 结 点 ， 如 图 5-81 所 示 。 

(15) 继续 扩展 1 号 结 点 (f=1) 

判断 x1=3 是 否 满足 约束 条 件 ， 因 为 之 前 还 未 选中 任何 结 点 ， 满 足 约束 条 件 。 令 x[1]=3， 
生成 10 号 结 点 ， 如 图 5-82 所 示 。 

(16) 扩展 10 54 (=2) 

首先 判断 x2=1 满足 约束 条 件 , 因为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 不 同 列 \ 不 同 斜 线 , 令 x[2]=1， 
生成 11 号 结 点 ， 如 图 5-83 所 示 。 

(17) 扩展 11 号 结 点 03) 

判断 хз=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 列 ， 考 查 x3=2 也 不 满足 约 
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束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ; 考查 x3=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放 
置 的 第 1 个 皇后 同 列 ， 考查 x3=4 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1、2 个 皇后 不 同 列 、 
不 同 斜 线 ， 令 x[3]=4， 生 成 12 号 结 点 ， 如 图 5-84 所 示 。 | 





R 5-83 ”搜索 过 程 和 放置 方案 图 5-84 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(18) 扩展 12 号 结 点 (f=4) 
判断 х4=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 列 ， 考 查 x4=2 满足 约束 条 
件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1、2、3 个 皇后 不 同 列 、 不 同 斜 线 ， 令 x[4]=2， 生 成 13 号 结 点 ， 
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如 图 5-85 所 示 。 

(19) 扩展 13 Е (15) 

人 12， 找到 一 个 可 行 解 ， 用 bestx[] 保 存 当 前 可 行 解 {3，1，4，2}。13 号 结 点 成 为 死结 点 。 
向 上 回溯 到 12 号 结 点 。 

(20) 继续 扩展 12 号 结 点 (f=4) 

判断 xs=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ; 判断 xs=4 不 满足 约束 
条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 3 个 皇后 同 列 ，12 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 成 为 死结 点 。 
向 上 回溯 到 11 号 结 点 。11 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 ， 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 10 
号 结 点 。 

(21) 继续 扩展 10 号 结 点 (f=2) 

判断 х›=2 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 斜 线 ; 判断 хо=3 不 满足 约 
束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ， 判 断 х=4 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 
的 第 1 个 星 后 同 斜 线 ，10 号 结 点 的 所 有 和 孩子 均 已 考查 完毕 ， 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 1 号 
结 点 ， 如 图 5-86 所 示 。 





图 5-85 ”搜索 过 程 和 放置 方案 图 5-86 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(22) 继续 扩展 1 号 结 点 (三 1) 

判断 x1=4 是 否 满足 约束 条 件 ， 因 为 之 前 还 未 选中 任何 结 点 ， 满 足 约束 条 件 。 令 x[1]=4， 
生成 14 号 结 点 ， 如 图 5-87 所 示 。 

(23) 扩展 14 号 结 点 (ft=2) 

首先 判断 x2=1 满足 约束 条 件 ,因为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 不 同 列 \ 不 同 斜 线 , 令 x[2]=1， 
生成 15 号 结 点 ， 如 图 5-88 所 示 。 
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5-88 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(24) 扩展 15 号 结 点 (1-3) 

判断 x3=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 列 ， 考 查 x3=2 也 不 满足 约 
束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ; 考查 x3=3 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 
的 第 1、2 个 皇后 不 同 列 、 不 同 斜 线 ， 令 x[3]=3， 生 成 16 号 结 点 ， 如 图 5-89 所 示 。 

(25) 扩展 16 Е (1=4) 

首先 判断 x4=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 列 ， 考 查 x4=2 也 不 满 
足 约 束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 3 个 皇后 同 斜 线 ， 考 查 x4=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 
前 放置 的 第 3 个 皇后 同 列 ; 考查 xs=4 也 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 
Я]; 16 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 15 号 结 点 。 
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图 5-89 ”搜索 过 程 和 放置 方案 


(26) 继续 扩展 15 544 (е3) 

判断 x3=4 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ，15 号 结 点 的 所 有 和 孩子 
均 已 考查 完毕 成 为 死结 点 。 向 上 回溯 到 14 号 结 点 。 

(27) 继续 扩展 14 号 结 点 (22) 

判断 x2=2 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 不 同 列 、 不 同 斜 线 ， 令 x[2]=2， 
生成 17 号 结 点 ， 如 图 5-90 所 示 。 





# 5-90 ”搜索 过 程 和 放置 方案 
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(28) 扩展 17 号 结 点 (f=3) 

首先 判断 x3=1 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ， 考 查 x3=2 也 不 
满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 列 ， 考查 x3=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 
前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ， 考 查 xs=4 也 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 
HA: 17 号 结 点 的 所 有 和 孩子 均 已 考查 完毕 成 为 死结 点 。 向 上 回调 到 14 号 结 点 。 

(29) 继续 扩展 14 号 结 点 (f=2) 

判断 x3=3 不 满足 约束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 2 个 皇后 同 斜 线 ; 判断 x3=4 不 满足 约 
束 条 件 ， 因 为 和 之 前 放置 的 第 1 个 皇后 同 列 ，14 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 成 为 死结 
点 。 向 上 回溯 到 1 号 结 点 。 

(30) 1 号 结 点 的 所 有 孩子 均 已 考查 完毕 成 为 死结 点 。 算 法 结束 ， 如 图 5-91 所 示 。 





图 5-91 搜索 过 程 和 放置 方案 


5.5.4” 伪 代码 详解 


(1) 约束 函数 

在 第 + 行 放置 第 t 个 皇后 时 ,第 1 个 皇后 与 前 本 1 个 已 放置 好 的 皇后 不 能 在 同一 列 或 同一 
斜 线 。 如 果 有 一 个 成 立 ， 则 第 t 个 皇后 不 可 以 放置 在 该 位 置 。 

x[ 四 ==x[ 四 表示 第 上 个 皇后 和 第 7 个 皇后 位 置 在 同一 列 ,， 二 j==fabs(x[t] —[/]) 表示 第 1 个 皇 
后 和 第 7 个 皇后 位 置 在 同一 斜 线 。fabs 是 求 绝对 值 函 数 ， 使 用 该 函数 要 引入 头 文件 
#include<cmath>. 


| bool Place (int t) // 判 断 第 t 个 皇后 能 否 放 置 在 第 i 个 位 置 
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bool ok=true; 
for(int j=1;j<t;j++) // 判 断 该 位 置 的 皇后 是 否 与 前 面 t-1 个 已 经 放置 的 皇后 冲突 
{ 
if(x[t]==x[j]||t-j==fabs (x[t]-x[j]))// 判 断 列 、 对 角 线 是 否 冲 突 
{ 
ok=false; 
break; 
} 
} 
return ok; 


} 


(2) 按 约束 条 件 搜索 求解 

t 表示 当前 扩展 结 点 在 第 上层。 如 果 rn， 表示 已 经 到 达 叶 子 结 点 ， 记 录 最 优 值 和 最 
优 解 ， 返 回 。 否 则 ， 分 别 判 断 и =l, =s n) DZ., xi 判断 每 个 分 支 是 否 满足 
约束 条 件 ， 如 果 满 足 则 进入 下 一 层 Backtrack(t+1); 如 果 不 满足 则 考查 下 一 个 分 支 ( 兄 弟 
结 点 )。 


| void Backtrack(int t) 
| { 
if(t>n) // 如 果 当 前 位 置 为 n, 则 表示 已 经 找到 了 问题 的 一 个 解 
{ 

countn++; 

for(int i=l; i<=n;i++) // 打 印 选择 的 路 径 

соџЕ<<х [1]<<" 5; 

соці<<епаі; 

соџЕ<<"---------- "<<епа1; 
} 
else 

for(int i=l;i<=n;i++) // 分 别 判断 n 个 分 支 ,特别 注意 i 不 要 定义 为 全 局 变量 , 否则 
| 递归 调用 有 问题 
| { 

x[t]=i; 

if (Place (t)) 

Backtrack (t+1); // 如 果 不 冲突 的 话 进行 下 一 行 的 搜索 





} 


5.5.5 ”实战 演练 


//program 5-4 

#include <iostream> 

#include<cmath> // 求 绝对 值 函 数 需要 引入 该 头 文件 
#define M 105 

using namespace std; 


int n; //n 表示 mn 个 皇后 
int х[М]; //x[i] 表 示 第 i 个 皇后 放置 在 第 i 行 第 x[i] 列 
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int countn; //countn 表示 mn 皇后 问题 可 行 解 的 个 数 


bool Place(int t) // 判 断 第 t 个 皇后 能 和 否 放置 在 第 i 个 位 置 
{ 
bool ok=true; Š 
for(int j=1;j<t;j++)  // 判 断 该 位 置 的 皇后 是 否 与 前 面 上 +-1 个 已 经 放置 的 皇后 冲突 
{ 
if(x[t]==x[j]1It-j==fabs(x[t]-x[]))// 判 断 列 、 对 角 线 是 否 冲突 
{ 
ok=false; 
break; 
) 
} 
return ok; 


) 


void Backtrack (int t) 
{ 
if (t>n) // 如 果 当 前 位 置 为 n, 则 表示 已 经 找到 了 问题 的 一 个 解 
{ 
countn++; 
for(int 1=1; i<=n;i++) // 打 印 选择 的 路 径 


соці<<х[11<<" "; 


cout<<end1; 
couts" === "<<епа1; 
} 
else 
for(int i=l;i<=n;i++) // 分 别 判断 n 个 分 支 ,特别 注意 і 不 要 定义 为 全 局 变量 , 否则 
递归 调用 有 问题 
{ 
x[t]=i; 


if (Place (+)) 
Backtrack (t+1) ; // 如 果 不 冲突 的 话 进行 下 一 行 的 搜索 





} 
int main() 
{ 
cout<<" 请 输入 皇后 的 个 数 n: "; 
cin>>n; 
countn=0; 
Backtrack(1); 
cout <<" 答 案 的 个 数 是 ; "<<countn<< endl; 
return 0; 





} 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 

| 请 输入 皇后 的 个 数 n: 4 
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(3) 输出 


| 答案 的 个 数 是 : 2 


556 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 

n 皇后 问题 的 解 空间 是 一 棵 m〈m=n) 叉 树 ， 树 的 深度 为 n。 最 坏 情 况 下 ， 解 空间 树 如 图 5-92 
所 示 。 除 了 最 后 一 层 外 ， 有 lnr +--—+n"!=(n"-1)(n-1)==n" 个 结 点 需要 扩展 ， 而 这 些 结 点 每 
个 都 要 扩展 n 个 分 支 ， 总 的 分 支 个 数 为 w"， 每 个 分 支 都 判断 约束 函数 ， 判 断 约束 条 件 需 要 
O(n) 的 时 间 ， 因 此 耗 时 O(n”)。 在 叶子 结 点 处 输出 当前 最 优 解 需要 耗 时 O(n)， 在 最 坏 情 况 
下 回 搜索 到 每 一 个 叶子 结 点 , 叶子 个 数 为 n", WEERT On). 因此 , 时 间 复 杂 度 为 On’). 


度 为 0 1 个 结 点 





度 为 1 m 个 结 点 


о иран 


т 
x,=1 x,=m 


深度 为 m 
图 5-92 解 空间 树 (m ХЭ) 


(2) 空间 复杂 度 

回溯 法 的 另 一 个 重要 特性 就 是 在 搜索 执行 的 同时 产生 解 空间 。 在 所 搜 过 程 中 的 任何 时 
刻 ， 仅 保留 从 开始 结 点 到 当前 扩展 结 点 的 路 径 ， 从 开始 结 点 起 最 长 的 路 径 为 n。 程 序 中 我 们 
使 用 x[] 数 组 记录 该 最 长 路 径 作为 可 行 解 ， 所 以 该 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n)。 

2. 算法 优化 拓展 

在 上 面 的 求解 过 程 中 ， 我 们 的 解 空间 过 于 庞大 ， 所 以 时 间 复 杂 度 很 高 ， 算 法 效率 
当然 会 降低 。 解 空间 越 小 ， 算 法 效率 越 高 。 因 为 解 空间 是 我 们 要 搜索 解 的 范围 ， 就 像 
大 海 捞 针 ， 难 度 很 大 ， 在 一 个 水 盆 里 捞 针 ， 难 度 就 小 了 ， 如 果 在 一 个 碗 里 捞 针 ， 就 更 
容易 了 。 
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那么 我 们 能 不 能 把 解 空间 缩小 呢 ? | 

п 皇后 问题 要 求 每 一 个 皇后 不 同行 、 不 同 列 、 不 同 斜 线 。 图 5-92 的 解 空间 我 们 使 用 了 不 
同行 作为 显 约 束 。 隐 约束 为 不 同 列 、 不 同 斜 线 。4 皇后 问题 ， 显 约束 为 不 同行 的 解 空间 树 如 
5-93 所 示 。 





by 


РА 5-93 显 约束 为 不 同行 的 解 空间 树 (m=4) 


显 约束 可 以 控制 解 空间 大 小 ， 隐 约束 是 在 搜索 解 空间 过 程 中 判定 可 行 解 或 最 优 解 的 。 如 
果 我 们 把 显 约束 定 为 不 同行 、 不 同 列 ， 隐 约束 不 同 斜 线 ， 那 解 空间 是 怎样 的 呢 ? 

例如 xi=1 的 分 支 ，x 就 不 能 再 等 于 1， 因 为 这 样 就 同 列 了 。 如 果 xi=1、xz=2，23 就 不 能 
再 等 于 1、2， 也 就 是 说 x, 的 值 不 能 与 前 六 1 个 解 的 取 值 相同 。 每 层 结 点 产生 的 孩子 数 比 上 一 
层 少 一 个 。4 皇后 问题 ， 显 约束 为 不 同行 、 不 同 列 的 解 空 间 树 如 图 5-94 所 示 。 


1 个 结 点 
хі х!=4 
x=2 Xi=3 
4 个 结 点 
x=2 3 1 3 2 1 2⁄3 
12 个 结 点 
x73 4 3 3 и \4 3/\ 1 2/ \4 1 3 27 N 3 
24 个 结 点 
хц=4 3 4 22 34 3 4 11 3 4 1 4 22 1 3 3 1 22 3 
24 个 结 点 


图 5-94 ” 显 约束 为 不 同行 、 不 同 列 的 解 空间 树 
我 们 可 以 清楚 地 看 到 解 空间 变 小 了 好 多 ， 仔 细 观 察 你 就 会 发 现 ， 在 图 5-94 H, MRE 
叶子 的 每 一 个 可 能 解 其 实 是 一 个 排列 ; 
1234, 1243, 1324, 1342, 1432, 1423 
2134, 2143, 2314, 2341, 2431, 2413 
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3214, 3241, 3124, 3142, 3412, 3421 
4231, 4213, 4321, 4312, 4132, 4123 
那么 如 何 用 程序 来 实现 呢 ? 且 看 下 回 分 解 。 


5 бПЕЕТ Е УЗЫ 


A n WBR Jo Л, =o Л} ВЛАНХАЛЬЖА 1 处 理 ， 再 由 机 器 2 处 理 。 
零件 需要 机 器 1、 机 器 2 А) п. о. 如何 安 排 零件 加 工 顺序 ， 使 第 一 个 零件 从 
机 器 1 上 加 工 开始 到 最 后 一 个 零件 在 机 器 2 上 加 工 完成 ， 所 需 的 总 加 工时 间 最 短 ? 








图 5-95 机 器 零件 加 工 


5.6.1 问题 分 析 


根据 问题 的 描述 ， 不 同 的 加 工 顺序 ， 加 工 完 所 有 零件 所 需 的 时 间 不 同 。 

例如 : 现在 有 3 АУЛ, Л, Л}, ЛЕВИ ЕК] 72, 5, 4, 
在 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 分 别 为 3、1、6。 

(1) (Л, Л, КИМА, wE 5-96 所 示 。 





第 一 台 机 器 : J=2 J; =5 J; =4 
2 485 D 
第 二 台 机 器 : ir gaa 7 E Л.=6 
w 8 17 


图 5-96 机 器 零件 加 工 顺序 1 
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Jus Л. 分别 表 示 第 1、2、3 ЛЕ ая ЕКВ). Jos Ло, Ур 分 别 
表示 第 1、2、3 个 零件 在 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 。 

第 一 台 机 器 先 加 工 第 1 个 零件 ， 需 要 加 工时 间 为 .ii=2， 太 2 时 结束 ， 交 给 第 二 台 机 器 加 
工 ， 此 时 第 二 台 机 器 处 于 空闲 状态 ， 需 要 加 工时 间 为 .ji2=3， 太 $ 时 结束 ; 这 时 第 二 台 机 器 处 
于 空闲 状态 ， 等 待 第 2 个 零件 在 第 一 台 机 器 上 下 线 。 

第 一 台 机 器 接着 加 工 第 2 个 零件 ， 需 要 .Pi=5$， 太 7 时 结束 ， 交 给 第 二 人 台 机 器 加 工 ， 此 时 
第 二 台 机 器 处 于 空闲 状态 ， 需 要 加 工时 间 为 .Po=1， 太 8 时 结束 ; 这 时 第 二 台 机 器 处 于 空闲 状 
态 ， 等 待 第 3 个 零件 在 第 一 台 机 器 上 下 线 。 

第 一 台 机 器 接着 加 工 第 3 个 零件 ， 需 要 J4, 11 时 结束 ， 交 给 第 二 人 台 机 器 加 工 ， 此 
时 第 二 台 机 器 处 于 空闲 状态 ， 需 要 加 工时 间 为 .j2=6， 太 17 时 结束 。 

(2) Ж (Л, Л, РМАТ, WE 5-97 所 示 。 


第 一 台 机 器 : Ju=2 J1=4 h=5 
第 二 台 机 器 : ЕЕ 26 №. ir 


13 
В 5-97 机 器 零件 加 工 顺序 2 


第 一 台 机 器 先 加 工 第 1 个 零件 ， 需 要 加 工时 间 为 Ju=2, 2 时 结束 ， 交 给 第 二 台 机 器 加 
工 ， 此 时 第 二 台 机 器 处 于 空闲 状态 ， 需 要 加 工时 间 为 .ja=3， 太 5 时 结束 ; 此 时 第 二 台 机 器 处 
于 空闲 状态 ， 等 待 第 3 个 零件 在 第 一 台 机 器 上 下 线 。 

第 一 台 机 器 接着 加 工 第 3 个 零件 ， 需 要 Лы=4, 6 时 结束 ， 交 给 第 二 台 机 器 加 工 ， 此 时 
第 二 台 机 器 处 于 空 亲 状态， 需要 加 工时 间 为 Љ;=6, 1-12 时 结束 ; 

第 一 台 机 器 接着 加 工 第 2 个 零件 ， 需 要 .Pi=$， 太 11 时 结束 ， 交 给 第 二 台 机 器 加 工 ， 此 
时 第 二 台 机 器 处 于 繁忙 状态 ， 需 要 等 待 其 空闲 下 来 ， 扩 12 时 才能 加 工 ; 加工 时间 为 J251, 
=13 时 结束 。 

我 们 可 以 看 出 一 个 有 趣 的 现象 : 第 一 台 机 器 可 以 连续 加 工 , 而 第 二 台 机 器 开始 加 工 的 时 
间 是 当前 第 一 台 机 器 的 下 线 时 间 和 第 二 台 机 器 下 线 时 间 的 最 大 值 。 就 是 图 中 连 线 的 两 个 数值 
中 的 最 大 值 。 

3 个 机 器 零件 有 多 少 种 加 工 顺序 呢 ? BH 3 个 机 器 零件 的 全 排列 ， 共 有 6 种 : 

123 

132 

213 

231 

321 
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3.12 

我 们 要 找 的 就 是 其 中 一 个 加 工 顺序 , 使 第 一 个 零件 从 机 器 1 上 加 工 开始 到 最 后 一 个 零件 
在 机 器 2 上 加 工 完 成 所 需 的 总 加 工时 间 最 短 。 

实际 上 就 是 找到 п 个 机 器 零件 {及 ， 且 ，…，} 的 一 个 排列 ， 使 总 的 加 工时 间 最 短 。 那 
Z n 个 机 器 零件 {用 ， 厂 ，…， 必 } 一 共有 多 少 个 排列 昵 ?有 n! 种 排列 顺序 ， 每 一 个 排列 都 是 
一 个 可 行 解 。 解 空间 是 一 棵 排列 树 ， 如 图 5-98 所 示 。 


n(n-1) NA 


n(n-1)…2 个 结 点 
Хей ә Е хұ=п-і 
se 深度 为 n nl 个 结 点 


ВА 5-98 НИ СНЕ) 





例如 3 个 机 器 零件 的 解 空 间 树 ， 如 图 5-99 所 示 。 


3 个 结 点 
3*2 个 结 点 


3*2*1 个 结 点 





图 5-99 3 个 机 器 零件 的 解 空间 树 


从 根 到 叶子 的 路 径 就 是 机 器 零件 的 一 个 加 工 顺序 ， 例 如 最 右 侧 路 径 (3，1，2)， 表 示 先 
加 工 3 号 零件 ， 再 加 工 1 号 零件 ， 最 后 加 工 2 号 零件 。 

那么 是 如 何 得 到 这 n 个 机 器 零件 的 排列 昵 ?〔 见 附录 G). 

现在 已 经 知道 了 这 个 解 空 间 是 一 个 排列 树 , 排列 树 中 从 根 到 叶子 的 每 一 个 排列 都 是 一 个 
可 行 解 ， 而 不 一 定 是 最 优 解 ， 如 何 得 到 最 优 解 呢 ? 这 就 需要 我 们 在 搜索 排列 树 的 时 候 ， 定 义 
限界 函数 得 到 最 优 解 。 
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5.6.2 算法 设计 
(1) 定义 问题 的 解 空 间 
机 器 零件 加 工 问 题解 的 形式 为 n 元 组 {xo о, to хь to Mmeo DEGRA i 个 加 工 的 零 
件 号 , п 个 零件 组 成 的 集合 为 5={1，2,，…，n}， х: ЊИВА 5—0, х, es хы} 1, 2, 9 no 
(2) 解 空 间 的 组 织 结构 
机 器 零件 加 工 问题 解 空 间 是 一 棵 排列 树 ， 树 的 深度 为 nx， 如 图 5-100 所 示 。 


= 深度 为 0 АЯ 


A 


Ө ------------------- 深度 为 1 1 个 结 点 





Ф002 плу 






n(n-1)…2 个 结 点 
ху=п-1 
Ө ----- 深度 为 n 川 个 结 点 


图 5-100 解 空间 树 СНЕ) 








(3) 搜索 解 空间 

。 约束 条 件 

由 于 任何 一 种 零件 加 工 次 序 不 存在 无 法 调度 的 情况 ， 均 是 合法 的 。 因 此 ， 任 何 一 个 排列 
都 表示 问题 的 一 个 可 行 解 ， 故 不 需要 约束 条 件 。 

。 限界 条 件 

用 万 表 示 当 前 已 完成 的 零件 在 第 二 台 机 器 加 工 结束 所 用 的 时 间 , 用 bestf 表示 当前 找到 的 最 优 
加 工 方案 的 完成 时 间 。 显 然 ， 继 续 向 深 处 搜索 时 ， 甩 不 会 减少 ， 只 会 增加 。 因 此 ， 当 思 写 besyf 时 ， 
没有 继续 向 深 处 搜索 的 必要 。 限 界 条 件 可 描述 为 : p<besf， 甩 的 初 值 为 0，bestf 的 初 值 为 无 穷 大 。 

。 搜索 过 程 

扩展 结 点 沿 着 某 个 分 支 扩展 时 需要 判断 限界 条 件 ， 如 果 满 足 ， 则 进入 深 一 层 继续 搜索 ; 
如 果 不 满 足 ， 则 剪 掉 该 分 支 。 搜 索 到 叶子 结 点 时 ， 即 找到 当前 最 优 解 。 搜 索 直 到 全 部 的 活 结 
点 变 成 死结 点 为 止 。 


5.6.3 ”完美 图 解 


现在 有 3 个 机 器 零件 {有 ， 且 ，}， 在 第 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 分 别 为 2，5，4， 在 第 二 
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台 机 器 上 的 加 工时 间 分 别 为 3，1，6。fi 表示 当前 第 一 台 机 器 上 加 工 的 完成 时 间 ， 思 表示 当 
前 第 二 台 机 器 上 加 工 的 完成 时 间 。 
3 个 机 器 零件 的 解 空间 树 如 图 5-101 所 示 。 





1 个 结 点 
3 个 结 点 
X2=2 
3*2 个 结 点 
xs=3 
| 3*2*1 个 结 点 


图 5-101 3 个 机 器 零件 的 解 空间 树 


(1) 开始 搜索 第 1 层 1) 
扩展 A 结 点 的 分 支 x1=1， 有 p=5，bestf 的 初 值 为 无 穷 大 ，fp<bestf， 满 足 限 界 条 件 ， 令 x[1]=1， 
生成 B 结 点 ， 如 图 5-102 所 示 。 


д 

ze” 第 一 台 机 器 : = 
f2 第 二 台 机 器 : L ¿g 1 
Р=5 5 


Н 5-102 ”搜索 过 程 和 加 工 顺序 


(2) 扩展 B 结 点 〈 太 2) 
扩展 B 结 点 的 分 支 x;=2， 有 =8，bestf 的 初 值 为 无 穷 大 ，fp<bestf， 满 足 限界 条 件 ， 令 x[2]=2, 
生成 C 结 点 ， 如 图 5-103 所 示 。 


/=0 
№=0 





第 一 台 机 器 J 2 П Љу=5 
f= 第 二 台 机 器 : о | 7 =l 
Р=8 x 8 


图 5-103 ”搜索 过 程 和 加 工 顺序 


(3) ЕСА (23) 
ЛЕ СЕНЯ хз=3, 5—17, bestf 的 初 值 为 无 穷 大 , p<bestf 满足 限界 条 件 ， 令 x[3]=3， 
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生成 DD 结 点 ， 如 图 5-104 所 示 。 





第 一 台 机 器 : Ji =2 J, =5 J; =4 
第 二 台 机 器 : Е ИИ 
v vy 17 


В 5-104 ”搜索 过 程 和 加 工 顺序 


(4) 扩展 D 结 点 (4) 

人 1， 找到 一 个 当前 最 优 解 ， 记 录 最 优 值 best 广 p=17， 用 bestx[] 保 存 当前 最 优 解 {1，2， 
3}。 回 溯 到 最 近 结 点 C. 

(5) EJT СА (13) 

C 结 点 的 孩子 已 生成 完 ， 成 为 死结 点 ， 回 溯 到 最 近 的 活 结 点 B. 

(6) 重新 扩展 B 结 点 (f=2) 

ГАВАНА xə=3, f=12, bestf=17, fñ<bestf, 满足 限界 条 件 ， 令 x[2]=3， 生 成 E 
结 点 ， 如 图 5-105 所 示 。 





第 一 台 机 器 : J11=2 I .1=4 
第 二 台 机 器 : L = 1 I L AE МЕШМЕН 





图 5-105 ”搜索 过 程 和 加 工 顺 序 


(7) Е (23) 
扩展 EE 结 点 的 分 支 x3=2， р=13, Без 17, f,;<bestf, 满足 限界 条 件 ， 令 x[3]=2， 生 成 F 
结 点 ， 如 图 5-106 所 示 。 
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x 3=3 


E 5-106 搜索 过 程 和 加 工 顺序 


(8) 扩展 F 结 点 (f=4) 

Pn， 找 到 一 个 当前 最 优 解 ， 记 录 最 优 值 best 广 p=13， 用 bestx[] 保 存 当 前 最 优 解 {1，3， 
2}。 回 溯 到 最 近 结 点 了。 

(9) FREA (13) 

E 结 点 的 孩子 已 生成 ， 成 为 死结 点 ， 回 溯 到 最 近 的 结 点 B。BE 结 点 的 孩子 已 生成 完 ， 成 
为 死结 点 ， 回 溯 到 最 近 的 活 结 点 A。 

(10) 重新 扩展 A 结 点 1) 

扩展 A 结 点 的 分 支 x1/=2， 有 p=6，best 广 13，fp<bestf， 满 足 限界 条 件 ， 令 x[1]=2， 生 成 G 
结 点 ， 如 图 5-107 所 示 。 


第 二 台 机 器 : 28 





图 5-107 搜索 过 程 和 加 工 顺序 


(11) 扩展 G 结 点 (f=2) 

扩展 G 结 点 的 分 支 x=1，fp=10，best 广 13，fp<bestf， 满 足 限界 条 件 ， 令 x[2]=1， 生 成 H 
结 点 ， 如 图 5-108 所 示 。 

(12) ЖН (#=3) 

ГЛЕНА НОУ хз=3, f=17, bestf=13, f>bestf, 不 满足 限界 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。 阳 
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绪 点 没有 其 他 可 扩展 分 支 ， 成 为 死结 点 。 回 渊 到 G 结 点 。 





第 一 台 机 器 ， мы ar 
第 二 台 机 器 : = КИЕР. 
10 
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(13) 重新 扩展 G AA (2) 

扩展 G 结 点 的 分 支 x=3， 有 =15，best 广 13，f>bestf， 不 满足 限界 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。G 
结 点 没有 其 他 可 扩展 分 支 ， 成 为 死结 点 。 回 溯 到 A 结 点 。 

(14) 重新 扩展 АЯ (1) 

扩展 A 结 点 的 分 支 xi=3, f=10, bestf=13, f><bestf, 满足 限界 条 件 ， 令 x[1]=3， 生 成 I 
结 点 ， 如 图 5-109 所 示 。 






x: 2=3 х= 1 


хз=3 第 二 台 机 器 ; у 


图 5-109 ”搜索 过 程 和 加 工 顺序 


(15) 扩展 I 结 点 (f=2) 

扩展 工 结 点 的 分 支 w=2， 有 p=11，best 广 13，fp<bestf， 满 足 限界 条 件 ， 令 x[2]=2， 生 成 J 
结 点 ， 如 图 5-110 所 示 。 

(16) 扩展 J 结 点 (£3) 

扩展 J AARDE x3=1，f=14，best 广 13，p>bestf， 不 满足 限界 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。J 
结 点 没有 其 他 可 扩展 分 支 ， 成 为 死结 点 。 回 溯 到 工 结 点 。 
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第 一 台 机 器 ， /1=4 J5 
4 $. 
第 二 台 机 器 : AE 7. а 


5-110 ”搜索 过 程 和 加 工 顺序 


(17) 重新 扩展 I 结 点 (2) 

扩展 I 结 点 的 分 支 xzx=1， 有 p=13，best 广 13， 有 fp=bestf， 不 满足 限界 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。I 
结 点 没有 其 他 可 扩展 分 支 ， 成 为 死结 点 。 回 溯 到 A 结 点 。A 结 点 没有 其 他 可 扩展 分 支 ， 成 
为 死结 点 ， 算 法 结束 。 


5.6.4 АЕ 


(1) 数据 结构 

我 们 用 一 个 结构 体 node 来 存储 机 器 零件 在 第 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 x 和 第 二 台 机 器 上 
的 加 工时 间 y。 定 义 一 个 这 样 的 结构 体 数组 7[] 来 存储 所 有 的 机 器 零件 加 工时 间 。 

例如 第 3 个 机 器 零件 在 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 为 5， 在 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 为 2, 
则 TI[3]x=5，7[3]y=2。 


struct node 





int x,y;// 机 器 零件 在 第 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 x 和 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 у 
}T [MX]; : 

(2) 按 限界 条 件 搜索 求解 

1 表示 当前 扩展 结 点 在 第 1 层 。fi 表示 当前 第 一 台 机 器 上 加 工 的 完成 时 间 , 万 表示 当前 第 
二 台 机 器 上 加 工 的 完成 时 间 。 

ШЖ an， 表 示 已 经 到 达 叶 子 结 点 ， 记 录 最 优 值 和 最 优 解 ， 返 回 。 否 则 ， 分 别 判 断 每 个 
分 支 是 否 满足 约束 条 件 ， 如 果 满 足 则 进入 下 一 层 Backtrack(t+1); 如 果 不 满足 则 反 操 作 复 位 ， 
考查 下 一 个 分 支 〈 兄 弟 结 点 )。 


void Backtrack (int t) 
{ 

if (Е>п) 

{ 
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for(int 1=1;і<=п;і++) 
резЕх[1]=х[1] ; 
bestf=f2; 
return ; 
} 
for (int i=t;i<=n;i++) 
{ 
fl+=T[x[i]].x; 
int temp=f2; 
f2=max (f1, #2) +Т[х[1]].у; 
if (f2<bestf) 
{ 
swap(x[t] ,x[i]); 
Backtrack(t+1); 
swap(x[t],x[i]); 
} 
fl-=T[x[i]].x ; 
f2=temp ; 





) 


` мА 
实战 演练 
//program 5-5 
#include<iostream> 
#include<cstring> 
#include<algorithm> 
using namespace std; 
const int INF=0x3f3f3f3f; 
const int MX=10000+5; 


5.6.5 


完成 时 间 
int х[МХ],Безех [МХ]; 
struct node 
{ 


}T [MX] ; 
void Backtrack (int t) 
{ 
if (t>n) 
{ 
for(int і=1;і<=п;і++) 
bestx[i]=x[i] ; 
bestf=f2; 
return ; 
} 
for(int i=t;i<=n;i++) 
{ 
Е1+=Т[х[1]].х; 
int temp=f2; 





// 记 录 最 优 排列 
// 更 新 最 优 值 


// 枚 举 


// 限 界 条 件 


/ /交换 
// 继 续 深 搜 
// 复 位 ， 反 操作 


// 复 位 ， 反 操作 
// 复 位 ， 反 操作 


int n,bestf,fl,f2;//fl 表示 当前 第 一 台 机 器 上 加 工 的 完成 时 间 , 2 表示 当前 第 二 台 机 器 上 加 工 的 


int x,y;// 机 器 零件 在 第 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 x 和 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 у 


// 记 录 最 优 排列 
// 更 新 最 优 值 


// 枚 举 
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f2=max (Е1,Е2)+Т[х[1]].у; 
if(f2<bestf) // 限 界 条 件 
{ 
swap(x[t] ,х[1]); // 交换 
Backtrack (t+1); // 继续 深 搜 
swap (x[t],x[i]); // 复位 ， 反 操作 
} 
fl-=T[x[i]].x ; 
f2=temp ; 
} 
} 
int main() 
{ 
cout<<" 请 输入 机 器 零件 的 个 数 n: "; 
cin>>n; 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 机 器 零件 在 第 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 x 和 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 у: "; 
for(int i=l;i<=n;i++) 
{ 
e3ñ>>T [1] .х>>Т[1].9; 
x[i]=i; 
) 
bestf=INF; // 初始 化 
Е1=#2=0; 
memset (bestx,0,sizeof (резіх)); 
Backtrack(1); // 深 搜 排列 树 
cout<<" 最 优 的 机 器 零件 加 工 顺序 为 :" ; 
for(int 1=1;і<=п;і++) /7 输出 最 优 加 工 顺序 
cout<<bestx[i]<<" "; 
cout<<endl; 
cout<<" 最 优 的 机 器 零件 加 工 的 时 间 为 : "; 
cout<<bestf<<endl; 
return 0 ; 
} 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 机 器 零件 的 个 数 n: 6 
请 输入 每 个 机 器 零件 在 第 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 x 和 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 у: 
S 7 


£” (Q олон 
心 ~ P N N 
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(3) 输出 
| 最 优 的 机 器 零件 加 工 顺序 为 : 2 5 4 1 6 3 
| 最 优 的 机 器 零件 加 工 的 时 间 为 ，28 


5.6.6 ”算法 解析 


(1) 时 间 复 杂 度 

最 坏 情 况 下 ， 如 图 5-111 所 示 。 除 了 最 后 一 层 外 ， 有 l+n+n(n-1) +:-+n(n—1)(n-2):::2 < 
nn! 个 结 点 需要 判断 限界 函数 ， 判 断 限界 函数 需要 0O(1) 的 时 间 ， 因 此 耗 时 O(nn!)。 在 叶子 结 
点 处 记录 当前 最 优 解 需 要 耗 时 O(n), 在 最 坏 情 况 下 回 搜索 到 每 一 个 叶子 结 点 ,叶子 个 数 为 n1!， 
故 耗 时 为 O(nn!)。 因 此 ， 时 间 复 杂 度 为 O(nn!)==O( (n+1)!)。 


深度 为 0 1 个 结 点 





深度 为 1 n rd ga 


一 人 度 为 2 ян 


n(n-1)(n-2)…2 个 
Xn=n адь s<: 
À 深度 为 n n! 


图 5-111 解 空 间 树 〈 排 列 树 ) 


(2) 空间 复杂 度 

回溯 法 的 另 一 个 重要 特性 就 是 在 搜索 执行 的 同时 产生 解 空 间 。 在 所 搜 过 程 中 的 任何 时 
刻 ， 仅 保留 从 开始 结 点 到 当前 扩展 结 点 的 路 径 ， 从 开始 结 点 起 最 长 的 路 径 为 n。 程 序 中 我 们 
使 用 x[] 数 组 记录 该 最 长 路 径 作为 可 行 解 ， 所 以 该 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n)。 


5.67 算法 优化 拓展 


使 用 贝尔 曼 规 则 《〈 见 附录 H) 进行 优化 ， 算 法 时 间 复 杂 度 提高 到 O(nlogn)。 
假设 在 集合 S 的 n! 种 加 工 顺 序 中 ， 最 优 加 工 方案 为 以 下 两 种 方案 之 一 。 

• 先 加 工 S 中 的 i 号 工件 ， 再 加 工 j 号 工件 ， 其 他 工件 的 加 工 顺 序 为 最 优 顺 序 。 
• 先 加 工 S 中 的 j 号 工件 ， 再 加 工 i 号 工件 ， 其 他 工件 的 加 工 顺序 为 最 优 顺序 。 
根据 贝尔 曼 的 推导 公式 ， 方案 1 不 比方 案 2 坏 的 充分 必要 条 件 是 : 


min{ hjst} > min{ t,t,,} 
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继续 分 析 : 


bj 2 1 На, <, 3 Wi, 2 hi 
д1. На . WFR 
A <ta Bay <t, › Ма, 


„> Ва, zty > М, 21, 
min {ft} 2 min {haty} < 


ty; = 1 最 小 

21, 如 最 小 lj 2 bj 妃 最 小 
= = 

bj = b; 最 小 b; > bi t/h 

>21, ҺЛ 


由 此 可 得 贝尔 曼 规则 ; 

。 第 一 台 机 器 上 加 工时 间 越 短 的 工件 越 先 加 工 。 

。 第 三 台 机 器 上 加 工时 间 越 短 的 工件 越 后 加 工 。 

° 第 一 个 机 器 上 加 工时 间 小 于 第 二 台 机 器 上 加 工时 间 的 先 加 工 。 

。 第 一 个 机 器 上 加 工时 间 大 于 等 于 第 二 台 机 器 上 加 工时 间 的 后 加 工 。 

1. 算法 设计 一 

(1) 根据 贝尔 曼 规 则 可 以 把 零件 分 成 两 个 集合 : Ni={ilii<t;}， 即 第 一 个 机 器 上 加 工时 间 


小 于 第 二 人 台 机 器 上 加 工时 间 ;，NX={izrz 过 如 ， 即 第 一 个 机 器 上 加 工时 间 大 于 等 于 第 二 台 机 器 
上 加 工时 间 。 


(2) 将 Ni 中 工件 按 丸 非 递减 排序 : 将 № 中 工件 按 入 非 递增 排序 。 

(3) M 中 工件 接 № 中 工件 ， 即 М № 就 是 所 求 的 满足 贝尔 曼 规 则 的 最 优 加 工 顺序 。 

2. 算法 设计 二 

因为 C++ 中 可 以 自 定义 排序 函数 的 优先 级 ， 因 此 也 可 以 定义 一 个 优先 级 cmp， 然 后 调用 


系统 排序 函数 sort 即 可 。 这 样 要 简单 得 多 ! 


台 机 器 的 加 工时 间 y， 如 图 5-112 所 示 。 


bool cmp(node a ,node b) 
{ 
return min(b.x ‚а.у) > =min(b.y ‚а.х) ; 
} 
sort(T ‚Т+п ,Cmp) ; // 按 照 贝 尔 曼 规 则 排序 


这 个 优先 级 是 什么 意思 呢 ? 
例如 a、b 两 个 零件 ， 在 第 一 台 机 器 的 加 工时 间 x 和 第 二 


求 bx,a.y 两 
A 者 最 小 值 











min(b.x ,a.y)= min(10 ,7)=7; ` 求 byax 丙 
min(b.y ,a.x) = min(2 ,3)=2; 者 最 小 值 
min(b.x ‚а.у)> min(b.y ах), Ша НЕЕ b 的 前 面 。 5-112 ”贝尔 曼 规则 
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排序 后 的 机 器 零件 序号 就 是 最 优 的 机 器 零件 加 工 顺 序 ， 如 果 还 想得到 最 优 的 加 工时 间 ， 
则 需要 写 for 语句 计算 总 加 工时 间 。 


for(int 1=0;1<п;1++) // 计 算 总 时 间 
{ 
fl+=T[i] x; 
Е2=тах (Е1,Е2)+Т[1].у; 
} 


3. 伪 代 码 详解 


//program 5-5-2 
#include<iostream> 
#include<algorithm> 
using namespace std ; 
const int MX=10000+5 ; 
іме П; 
struct node 
{ 
int id; 
int х,у; 
}T[MX] ; 
bool стр (node a,node b) 
{ 
return min(b.x,a.y)>=min (b.y,a.x);// 按 照 贝 尔 曼 规则 排序 
} 
int main() 
{ 
cout<<" 请 输入 机 器 零件 的 个 数 n: "; 
сіп>>п; 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 机 器 零件 在 第 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 x 和 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 у: "; 
for (int i=0;i<n;i++) 
{ 
с1п>>Т[1].х>>Т[1].у; 
т[і].іа=і+1; 
} 
sort (T, T+n, стр); // 排 序 
int #1=0,#2=0; 
for(int 1=0;і<п;і++) // 计 算 总 时 间 
{ 
fl+=T[i] x; 
f2=max(fl,f2)+T[i].y; 
) 
cout<<" 最 优 的 机 器 零件 加 工 顺序 为 : "; 
for(int і=0;і<п;і++) // 输 出 最 优 加 工 顺序 
сочЕ<<Т[11.14<<° w; 
cout<<end1; 
cout<<" 最 优 的 机 器 零件 加 工 的 时 间 为 : ": 
cout<<f2<<end1; 
return 0 ; 
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算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 机 器 零件 的 个 数 n: 7 

请 依次 输入 每 个 机 器 零件 在 第 一 台 机 器 上 的 加 工时 间 х 和 第 二 台 机 器 上 的 加 工时 间 у: 
37 

82 

10 6 

12 18 

6 3 

9 10 

15 4 


(3) 输出 

最 优 的 机 器 零件 加 工 顺序 为 : 1 6 4 3 7 5 2 

最 优 的 机 器 零件 加 工 的 时 间 为 : 65 

4. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 排序 的 时 间 复 杂 度 是 O(nlogn)， 最 后 计算 加 工时 间 和 输出 最 优 解 的 时 
间 复 杂 度 是 O(n)， 所 以 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(nlogn)。 

(2) 空间 复杂 度 : 使 用 了 结构 体 数组 T7， 规 模 为 x"， 因 此 空间 复杂 度 为 O(n)。 





5.7 奇妙 之 旅 1 一 一 旅行 商 问题 


终于 有 一 个 盼望 已 久 的 假期 ! 立马 拿 出 地 图 ， 标 出 最 想 去 的 nn 个 в 





А 

景点 ， 以 及 两 个 景点 之 间 的 距离 dy， 为 了 节省 时 间 ， 我 们 希望 在 最 短 万 \ 
的 时 间 内 看 遍 所 有 的 景点 ， 而 且 同 一 个 景点 只 经 过 一 次 。 怎 么 计划 行 Lo) Š 
程 ， 才 能 在 最 短 的 时 间 内 不 重复 地 旅游 完 所 有 景点 回 到 家 呢 ? | =" 

и 
5.7.1 问题 分 析 T 
\ \ 
现在 我 们 从 景点 A 出 发 ， 要 去 B、C、D、E 共 4 个 景点 ， 按 
上 面 顺序 给 景点 编号 1 一 5， 每 个 景点 用 一 个 结 点 表示 ， 可 以 直接 p 


到 达 的 景点 有 连 线 ， 连 线 上 的 数字 代表 两 个 景点 之 间 的 路 程 《 时 
间 )。 那 么 要 去 的 景点 地 图 就 转化 成 了 一 个 无 向 带 权 图 , 如 图 5-114 
所 示 。 


图 5-113 ”旅游 景点 地 图 
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在 无 向 带 权 图 G= (V, E) 中 ， 结 点 代表 景点 ， 连 线 上 的 数字 代表 景点 之 间 的 路 径 长 度 。 
我 们 从 1 号 结 点 出 发 ， 先 走 哪些 景点 ， 后 走 哪些 景点 
Bg? 只 要 是 可 以 直接 到 达 的 ， 即 有 边 相连 的 ， 都 是 可 以 
走 的 。 问 题 就 是 要 找 出 从 出 发 地 开始 的 一 个 景点 排列 ， 
按照 这 个 顺序 旅行 ， 不 重复 地 走 遍 所 有 景点 回 到 出 发 
地 ， 所 经 过 的 路 径 长 度 是 最 短 的 。 

因此 ， 问 题 的 解 空间 是 一 棵 排列 树 。 显 然 ， 对 于 任 
意 给 定 的 一 个 无 向 带 权 图 , 存在 某 两 个 景点 之 间 没 有 直 图 5-114 无 向 带 权 图 
接 路 径 的 情况 。 也 就 是 说 ， 并 不 是 任何 一 个 景点 排列 都 是 一 条 可 行路 径 〈 问 题 的 可 行 解 )， 
因此 需要 设置 约束 条 件 , 判断 排列 中 相 邻 的 两 个 景点 之 间 是 否 有 边 相 连 , 有 边 的 则 可 以 走 通 ; 
反之 ,不 是 可 行路 径 。 另 外 ， 在 所 有 的 可 行路 径 中 ， 要 求 找 出 一 条 最 短路 径 ， 因 此 需要 设置 
限界 条 件 。 


5.7.2 ”算法 设计 
(1) 定义 问题 的 解 空间 
奇妙 之 旅 问题 解 的 形式 为 n 元 组 {x1，x2，*…，xi，"…，xw}， 分 量 xx 表 示 第 i 个 要 去 的 旅 
游 景 点 编号 ， 景 点 的 集合 为 $={1，2，...，n}。 因 为 景点 不 可 重复 走 ， 因 此 在 确定 x; 时， 前 面 
走 过 的 景点 {x1，xX2，*…，xi1} 不 可 以 再 走 ，xi; 的 取 值 为 S-{x1，x2，*…，xii}， 计 1]，2,， +, n. 
(2) 解 空 间 的 组 织 结构 
问题 解 空 间 是 一 棵 排列 树 ， 树 的 深度 为 n=5， 如 图 5-115 所 示 。 


@ 





x =l 


x2=2 4 


图 5-115 解 空 间 树 〈 排 列 树 ) 


除了 开始 结 点 1 之 外 ， 其 他 的 结 点 排列 有 24 种 : 
2345 2354 2435 2453 2543 2534 
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3245 3254 3425 3452 3542 3524 

4325 4352 4235 4253 4523 4532 

5342 5324 5432 5423 5243 5234 

(3) 搜索 解 空 间 

。 约束 条 件 

用 二 维 数 组 8[][] 存 储 无 向 带 权 图 的 邻接 矩阵 ， 如 果 gA оо у i 和 城市 i 有 边 
相连 ， 能 走 通 。 

° 限界 条 件 

cKbestl, cl 的 初始 值 为 0，bestf 的 初始 值 为 +oo。 

сі: 当前 已 走 过 的 城市 所 用 的 路 径 长 度 。 

bestl: 表示 当前 找到 的 最 短路 径 的 路 径 长 度 。 

。 搜索 过 程 

扩展 节点 沿 着 某 个 分 支 扩展 时 需要 判断 约束 条 件 和 限界 条 件 ， 如 果 满 足 ， 则 进入 深 一 层 
继续 搜索 ;如 果 不 满 足 ， 则 剪 掉 该 分 支 。 搜 索 到 叶子 结 点 时 ， 即 找到 当前 最 优 解 。 搜 索 直 到 
全 部 的 活 结 点 变 成 死结 点 为 止 。 


5.7.3 ”完美 图 解 


现在 我 们 从 桃园 机 场 出 发 ， 要 去 台北 、 日月潭 、 阿 里 山 、 澎 湖 这 4 个 景点 ， 按 上 面 顺序 
给 景点 编号 1 一 $， 每 个 景点 用 一 个 结 点 表示 ， 可 以 直接 到 达 的 景点 有 连 线 ， 连 线 上 的 数字 
代表 两 个 景点 之 间 的 路 程 (时间)。 把 景点 地 图 转化 成 一 个 无 向 带 权 图 ， 如 图 5-116 所 示 。 

(1) 数据 结构 

设置 地 图 的 带 权 邻接 矩阵 为 g[][]， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 j 有 边 ， 就 让 g[i][]=<i, > 
权 值 ， 否 则 geye (ESK), wA 5-117 所 示 。 


оо 20 
5 3.20 So 


图 5-116 无 向 带 权 图 图 5-117 ”邻接 矩阵 





co co 
3 3 

со 3 оо 4 
8 4 

9 


(2) 初始 化 
当前 已 走 过 的 路 径 长 度 cl=0,， 当 前 最 优 值 bestl. 38 х Без 7184, 
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如 图 5-118 和 图 5-119 所 示 。 


1 2 4 5 1 2 3 4 5 
alil sl saja wt |o [о [ооо 
5-18 解 分 量 х 图 5-119 В Бе ЯНА, 


(3) 开始 搜索 第 一 层 〈 上 1) 

扩展 Ao 结 点 ， 因 为 我 们 是 从 1 号 结 点 出 发 ， 因 此 x[1]=1， 生 成 A 结 点 ， 如 图 5-120 
所 示 。 

(4) 扩展 A 结 点 (f=2) 

WE x[2]=2 分 支 扩展 ， 因 为 1 号 结 点 和 2 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[1][2]=0+3=3< БезИ= 
оо, ДИКИЕ, ЕЛ В 结 点 ， 如 图 5-121 所 示 。 





РА 5-120 ”搜索 过 程 图 5-121 搜索 过 程 


(5) 扩展 B 结 点 (f=3) 

沿 着 x[3]=3 分 支 扩展 ， 因 为 2 号 结 点 和 3 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[2][3]=3+3=6< besti= 
ce ， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 C 结 点 ， 如 图 5-122 所 示 。 

(6) 扩展 C 结 点 〈 太 4) 

沿 着 x[4]=4 分 支 扩展 , 因为 3 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 , Н сн #3] [4]=6+4=10< БезИ= 
ce， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 D 结 点 ， 如 图 5-123 所 示 。 

(7) 扩展 DD 结 点 (二 5) 

沿 着 x[5]=5 分 支 扩展 , 因为 4 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 , Н cl+g[4][5]=10+20=30< Безй= 
c ， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 下 结 点 ， 如 图 5-124 所 示 。 

(8) 扩展 下 结 点 〈 太 6) 

Рп, 判断 5 号 结 点 和 1 号 结 点 是 否 有 边 相 连 , 有 边 相 连 且 сН#[5][1]=30+9=З9<фезй=оо , 
找到 一 个 当前 最 优 解 (1，2，3，4，5，1)， 更 新 当前 最 优 值 best!=39。 

(9) 向 上 回溯 到 D，D 结 点 孩子 已 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回潮 到 C，C 结 点 
还 有 一 个 孩子 未 生成 。 


` 


` 
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30+9=39 
В 5-122 ”搜索 过 程 图 5-123 RAHE 图 5-124 ”搜索 过 程 


(10) 重新 扩展 C 结 点 (t=4) 

沿 着 x[4]=5 分支 扩展 , 因为 3 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 , E. ci+g[3][5]=6+3=9< bestI=39, 
满足 限界 条 件 ， 生 成 F 结 点 ， 如 图 5-125 所 示 。 

(11) 扩展 F 4 (5) 

沿 着 x[5]=4 分 支 扩展 ， 因 为 5 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[5][4]=9+20=29< 
bestl=39， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 G 结 点 ， 如 图 5-126 所 示 。 





30+9=39 30+9=39 29+8=37 


图 5-125 ”搜索 过 程 Н 5-126 ”搜索 过 程 
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(12) УЕ GAA (6) 

Рп, 判断 4 号 结 点 和 1 号 结 点 是 否 有 边 相 连 , 有 边 相 连 且 ci+=g[4][1]=29+8=37<best]=39, 
更 新 当前 最 优 解 (1，2，3，5，4，1)， 更 新 当前 最 优 值 bestl=37., 

(13) 向 上 回溯 到 F，F 结 点 孩子 已 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 C，C 结 点 
孩子 已 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 B，B 结 点 还 有 2 个 孩子 未 生成 。 

(14) 重新 扩展 B 6 (1-3) 

沿 着 x[3]=4 分 支 扩展 ， 因 为 2 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 сі+е[2][4]=3+10=13< 
bestl=37, WERF, ÆR H 结 点 ， 如 图 5-127 所 示 。 

(15) ЕН 455 (#=4) 

沿 着 x[4]=3 分 支 扩 展 ， 因 为 4 号 结 点 和 3 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[4][3]=13+4=17< 
bestl=37， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 I 结 点 。 

(16) 扩展 1 结 点 (£5) 

沿 着 x[4]=5 分 支 扩展 ， 因 为 3 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[3][5]=17+3=20< 
bestl=37， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 J 结 点 。 

(17) 扩展 J 结 点 (#=6) 

Рп, 判断 5 号 结 点 和 1 号 结 点 是 否 有 边 相 连 , 有 边 相 连 且 ci+g[5][1]=20+9=29<best]=37, 
更 新 当前 最 优 解 (1，2，4，3，5，1)， 更 新 当前 最 优 值 best1=29， 如 图 5-128 所 示 。 





30+9=39 29+8=37 30+9=39 29+8=37 20+9=29 
图 5-127 搜索 过 程 图 5-128 ”搜索 过 程 


(18) 向 上 回溯 到 I,，I 结 点 孩子 已 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 HH，H 结 点 
还 有 1 个 孩子 未 生成 。 
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(19) 重新 扩展 旦 结 点 (f=4) 

沿 着 x[4]=5 分 支 扩展 ， 因 为 4 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[4][5]=13+20=33> 
bestl=29， 不 满足 限界 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。H 结 点 孩子 已 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 
回溯 到 B，B 结 点 还 有 1 个 孩子 未 生成 。 

(20) 重新 扩展 B А (3) 

沿 着 x[3]=5 分 支 扩 展 , 因 为 2 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 , Н cl+g[2][5]=3+5=8< bestl=29, 
满足 限界 条 件 ， 生 成 K 结 点 。 

(21) 扩展 K 结 点 (14) 

沿 着 x[4]=4 分 支 扩展 ， 因 为 5 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cj+g[5][4]=8+20=28< 
bestl=29， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 LL 结 点 ， 如 图 5-129 所 示 。 

(22) 扩展 工 结 点 (5) 

沿 着 x[5]=3 分 支 扩展 ， 因 为 4 号 结 点 和 3 
号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+tg[4][3]=28+4=32> 
bestl=29， 不 满足 限界 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。L 结 
点 孩子 已 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回 
WE K, КЖ 1 个 孩子 未 生成 。 

(23) 重新 扩展 KK 结 点 (三 4) 

沿 着 x[4]=3 分 支 扩展 ， 因 为 5 号 结 点 和 3 
号 结 点 有 边 相 连 ， 且 citg[5][3]=8+3=11< 
best1=29， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 M 结 点 。 

(24) ЕМ 结 点 (5) 

WA x[5]=4 分 支 扩展 ， 因 为 3 号 结 点 和 4 





号 结 点 有 边 相连 , B. citg[3][4]=11+4=15< bestl= A СЯ 
29， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 N 结 点 ， 如 图 5-130 图 5-129 搜索 过 程 
所 示 。 


(25) УЕ МА (1-6) 

en, 判断 4 号 结 点 和 1 号 结 点 是 否 有 边 相 连 , 有 边 相 连 且 cig[4][1]=15+8=23<bestI=29, 
更 新 当前 最 优 解 (1，2，5，3，4，1)， 更 新 当前 最 优 值 bestF23。 向 上 回溯 到 M, M 所 有 
孩子 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 KKK、B，K 和 B 均 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 
A，A 还 有 3 个 孩子 未 生成 。 

(26) 重新 扩展 A 结 点 (f=2) 

沿 着 x[2]=3 分 支 扩展 ， 因 为 1 号 结 点 和 3 号 结 点 没有 边 相 连 ， 不 满足 约束 条 件 ， 因 此 前 
掉 该 分 支 。 沿 着 x[2]=4 分 支 扩展 ， 因 为 1 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 且 ci=g[1][4]=0+8=8< 
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best1=23， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 O 结 点 。 





A 


15+8=23 


РА 5-130 ”搜索 过 程 


(27) 扩展 QO 结 点 (f=3) 

沿 着 x[3]=3 分 支 扩 展 ， 因 为 4 号 结 点 和 3 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 с/+2[4][3]=8+4=12< 
bestl=23， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 P 结 点 。 

(28) 扩展 P 结 点 (=4) 

沿 着 x[4]=2 分 支 扩展 ， 因 为 3 号 结 点 和 2 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cltg[3][2]=12+3=15< 
bestl=23， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 Q 结 点 。 

(29) УЕ QA (15) 

沿 着 x[5]=5 分 支 扩 展 ， 因 为 2 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 сН#2][5]=15+5=20< 
bestl=23， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 R 结 点 。 

(30) ЕВА (6) 

Рп, 判断 5 号 结 点 和 1 号 结 点 是 否 有 边 相 连 , 有 边 相 连 且 clitg[5][1]=20+9=29>best1=23， 
不 满足 限界 条 件 ， 不 更 新 最 优 解 ， 如 图 5-131 所 示 。 

(31) 向 上 回溯 到 Q，Q 所 有 和 孩子 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 P，P 还 有 1 
个 孩子 未 生成 。 

(32) 重新 扩展 P 结 点 〈 太 4) 

沿 着 x[4]=5 分 支 扩展 ， 因 为 3 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[3][5]=12+3=15< 
bestl=23， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 S 结 点 。 
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30+9=39 29+8=37 20+9=29 15+8=23 20+9=29 
图 5-131 搜索 过 程 

(33) 扩展 S (15) 

沿 着 x[5]=2 分 支 扩展 ， 因 为 5 号 结 点 和 2 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[3][5]=15+5=20< 
bestl=23， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 了 结 点 。 

(34) 扩展 T 结 点 (56) 

Рп, 判断 2 号 结 点 和 1 号 结 点 是 否 有 边 相 连 , 有 边 相 连 且 ci+tg[2][1]=20+3=23=bestl=23， 
不 满足 限界 条 件 ， 不 更 新 最 优 解 ， 如 图 5-132 所 示 。 





30+9=39 29+8=37 20+9=29 15+8=23 20+9=29 20+3=23 
5-132 ”搜索 过 程 
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(35) 向 上 回溯 到 S、P，S、P 所 有 孩子 生成 完毕 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回溯 到 O，O 
还 有 两 个 孩子 未 生成 。 

(36) 重新 扩展 O 4954 (3) 

沿 着 x[3]=2 分 支 扩展 ， 因 为 4 号 结 点 和 2 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[4][2]=8+10=18< 
bestl=23， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 U 结 点 。 

(37) FRUA (4) 

沿 着 x[4]=3 分 支 扩展 ， 因 为 2 号 结 点 和 3 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 с/+2[2][3]=18+3=21< 
bestl=23， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 V 结 点 。 

(38) 扩展 V 结 点 (f=5) ; 

沿 着 x[5]=5 分 支 扩展 ， 因 为 3 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 с/+2[31[5]=21+3=24> 
bestl=23, 不 满足 限界 条 件 ,， 剪 掉 该 分 支 。 向 上 回溯 到 U, U 还 有 1 个 孩子 未 生成 , 如 图 5-133 
所 示 。 





30+9=39 29+8=37 20+9=29 15+8=23 20+9=29 20+3=23 


图 5-133 ”搜索 过 程 


(39) 重新 扩展 UU 结 点 (f=4) 

沿 着 x[4]=5 分 支 扩展 ， 因 为 2 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 с/+2[2][5]=18+5=23= 
bes1=23， 不 满足 限界 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。 向 上 回溯 到 O，O 还 有 1 个 孩子 未 生成 。 

(40) 重新 扩展 О 4 (3) 

沿 着 x[3]=5 分 支 扩展 ， 因 为 4 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[4][5]=8+20=28> 
best1=23， 不 满足 限界 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。 向 上 回溯 到 A, A 还 有 1 个 孩子 未 生成 。 
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(41) 重新 扩展 A 结 点 (三 2) 

沿 着 x[2]=5 分 支 扩展 ， 因 为 1 号 结 点 和 5 号 结 点 有 边 相 连 且 cltg[1][5]=0+9=9<bestl=23， 
满足 限界 条 件 ， 生 成 W 结 点 。 

(42) 扩展 W 结 点 (3) 

沿 着 x[3]=3 分 支 扩 展 , 因为 5 号 结 点 和 3 号 结 点 有 边 相 连 , H сН#[5][3]=9+3=12<Бези= 
23， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 和 结 点 。 

(43) 扩展 义 结 点 (二 4) 

沿 着 x[4]=4 分 支 扩展 ， 因 为 3 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 cHg[3][4]|=12+4=16<best]= 
23， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 立 结 点 。 

(44) FR YA (5) 

沿 着 x[5]=2 分 支 扩展 , 因为 4 号 结 点 和 2 号 结 点 有 边 相 连 , H сН+8 [4] [2]=16+10=26> Без = 
23， 不 满足 限界 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。 向 上 回溯 到 X，X 还 有 1 个 孩子 未 生成 。 

(45) ШЗ ЛЕ ХАНА (14) 

沿 着 x[4]=2 分 支 扩展 ， 因 为 3 号 结 点 和 2 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 сН+2[3][2]=12+3=15<фезИ= 
23， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 Z 结 点 。 

(46) FR ZAA (f=5) 

沿 着 x[5]=4 分 支 扩展 , 因为 2 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 , E. сН#[2][4]=15+10=25> Без = 
23， 不 满足 限界 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。 向 上 回溯 到 W, W 还 有 两 个 孩子 未 生成 。 

(47) 重新 扩展 УМ (3) 

沿 着 x[3]=4 分 支 扩展 ， 因 为 5 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 ， 且 сН#[5][4]=9+20=29>Ьез = 
23， 不 满足 限界 条 件 ， 剪 掉 该 分 支 。 沿 着 x[3]=2 分 支 扩展 ， 因 为 5 号 结 点 和 2 号 结 点 有 边 相 
EE, H citsg[5][2]=9+5S=14<pestE=23， 满 足 限界 条 件 ， 生 成 X; 结 点 。 

(48) 扩展 XI 结 点 〈 太 4) 

沿 着 x[4]=4 分 支 扩展 , 因为 2 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 , B. сН#[2][4]=14+10=24> Без = 
23， 不 满足 限界 条 件 ， 前 掉 该 分 支 。 沿 着 x[4]=3 分 支 扩 展 ， 因 为 2 号 结 点 和 3 号 结 点 有 边 相 
EE, H cl+g[2][3]=14+3=17<bestl=23， 满 足 限 界 条 件 ， 生 成 X, 结 点 。 
(49) ЛЕХ. нм (15) 

沿 着 x[5]=4 分 支 扩展 , 因为 3 号 结 点 和 4 号 结 点 有 边 相 连 , B. сн [3] [4]=17+4=21<Бези= 

кре Ж Хз 结 点 。 
(50) 扩展 X s хх (56) 
Рп, НМ 4 号 结 点 和 1 号 结 点 是 否 有 边 相 连 ， 有 边 相 连 且 cl+g[4][1]=21+8=29> 
best1=23，, 不 满足 限界 条 件 , 不 更 新 最 优 解 。 所 有 的 结 点 变 成 死结 点 , 算法 结束 ,如 图 5-134 
所 示 。 


` 


23 


` 
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x72 4 5 
В ў. vv ЕЯ 
х3 4 5 3 2 2 
X4=4 5 3 4 3 2 5 3 4 2 3 
! L L) (Xa) WR 
x55 4 5 4 5 2 4 
30+9=39 29+8=3720+9=29 15+8=23 20+9=29 20+3=23 21+8=29 


图 5-134 搜索 过 程 


5.7.4” 伪 代码 详解 


(1) 数据 结构 

我 们 用 二 维 数组 g[][] 表 示 地 图 的 带 权 邻接 矩阵， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 j 有 边 ， 就 让 
2[7=<, 六 的 权 值 ,否则 а= (无穷 大 )。x[] 记 录 当 前 路 径 ，bestx[] 记 录 当 前 最 优 路 径 。 

(2) 按 限界 条 件 搜索 求解 

t 表示 当前 扩展 结 点 在 第 t, d 表示 当前 已 走 过 的 城市 所 用 的 路 径 长 度 ，bestl 表示 当 
前 找到 的 最 短路 径 的 路 径 长 度 。 

ШЖ nan， 表示 已 经 到 达 叶 子 结 点 ， 记 录 最 优 值 和 最 优 解 ， 返 回 。 否 则 ， 扩 展 节 点 沿 着 
排列 树 的 某 个 分 支 扩展 时 需要 判断 约束 条 件 和 限界 条 件 , 如 果 满 足 , 则 进入 深 一 层 继 续 搜索 ; 
如 果 不 满足 ， 则 剪 掉 该 分 支 。 搜 索 到 叶子 结 点 时 ， 即 找到 当前 最 优 解 。 搜 索 直到 全 部 的 活 结 


void Traveling(int t) 
{ 
if (t>n) 
{ // 到 达 叶 子 结 点 
/ /推销 货物 的 最 后 一 个 城市 与 住地 城市 有 边 相 连 并 且 路 径 长 度 比 当前 最 优 值 小 
// 说 明 找到 了 一 条 更 好 的 路 径 ， 记 录 相 关 信息 
1Е(9[х[п]] [1] !=ТМЕ && (cl+g[x[n]] [1] <5е5Е1)) 
{ 


for (int ј=1;ј<=п;ј++) 
bestx[j]=x[j]; 
bestl=cl+g[x[n]][1]; 





е1зе 





} 
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// 没 有 到 达 叶 子 结 点 
for (int j=t; j<=n; j++) 
{ 
// 搜 索 扩 展 结 点 的 所 有 分 支 
// 如 果 第 上 -1 个 城市 与 第 j 个 城市 有 边 相 连 并 且 有 可 能 得 到 更 短 的 路 线 
if(g[x[t-1]] [x[j]] !=INF&& (cl+g[x[t-1]] [x[j]]<bestl1)) 
{ 
// 保 存 第 上 个 要 去 的 城市 编号 到 x[t] 中 ， 进 入 到 第 t+1 E: 
swap (x[t]，x[j]);// 交 换 两 个 元 素 的 值 
с1=с1+9 [х [&-1] 1 [Rt] 
Traveling (6+1); // 从 第 t+l 层 的 扩展 结 点 继续 搜索 
// 第 t+1 BERRE, НАЈ t 
с1=с1-9[х [4-1] DEDE] 2 
змар (x[t], x[j]); 


5.7.5 ”实战 演练 


//program 


const int 





5—6 


#include <iostream> 
#include <cstring> 

#include <algorithm> 
using namespace std; 


ТМЕ=1е7; // 设 置 无 穷 大 的 值 为 10” 


const int №=100; 


int g[N] [М]; 
int x[N]; // 记 录 当 前 路 径 
int bestx[N]; // 记 录 当 前 最 优 路 径 
int cl; // 当 前 路 径 长 度 
int bestl; // 当 前 最 短路 径 长 度 
int n,m; // 城 市 个 数 n, 边 数 m 
void Traveling(int t) 
{ 

if (t>n) 

| { /7 到 达 叶 子 结 点 


// 推 销 货物 的 最 后 一 个 城市 与 住地 城市 有 边 相连 并 且 路 径 长 度 比 当前 最 优 值 小 
// 说 明 找到 了 一 条 更 好 的 路 径 ， 记 录 相 关 信 息 
if (g[x{[n]] [1] 1=ТМЕ && (cl+g[x[n]][1]<best1l)) 
{ 
for (int j=1;j<=n; j++) 
bestx[j]=x[j]; 
bestl=cl+g[x[n]] [1]; 
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} 
void 


{ 


void 


) 


else 


// 没 有 到 达 叶 子 结 点 
før (int j=t; j<=n; ј++) 
{ 
/ /搜索 扩展 结 点 的 所 有 分 支 
// 如 果 第 t-1 个 城市 与 第 上 个 城市 有 边 相连 并 且 有 可 能 得 到 更 短 的 路 线 
if(g[x[t-1]][x[j]]!=INF&&(cl+g[x[t-1]][x[j]]<best1)) 
{ 
// 保 存 第 上 个 要 去 的 城市 编号 到 x[t] 中 ， 进 入 到 第 t+1 E: 
swap (x[t]，x[j] );// 交 换 两 个 元 素 的 值 
cl=cl+g[x[t=1]] [x[t]]; 
Traveling (t+1); // 从 第 t+1 层 的 扩展 结 点 继续 搜索 
// 第 t+1 层 搜索 完毕 ， 回 溯 到 第 t 层 
с1=с1-9 [х [#-1]] [х[Е]]; 
swap (x[t], x[j]); 


} 
init () // 初 始 化 


bestl=INF; 
cl=0; 
for(int i=1;i<=n;i++) 

for(int ј=і;ј<=п;ј++) 

gli] [j]=g[j] [i]=INF;// 表 示 路 径 不 可 达 

for(int 1=0; i<=n; i++) 
{ 

х[1]=1; 

bestx[i]=0; 
} 


print () // 打 印 路 径 


cout<<" 最 短路 径 : "; 

for(int 1=1;1<=0; i++) 
cout<<bestx[i]<<"--->"; 

cout<<"1"<<endl; 


cout<<" 最 短路 径 长 度 : "<<bestl; 


int main() 


{ 


int u, у, w;//u,v 代表 城市 ，w 代表 和 v 城市 之 间 路 的 长 度 
cout << "请 输入 景点 数 n〈 结 点 数 ) : "; 

сіп >> а 

LIS (у; 


cout << "请 输入 景点 之 间 的 连 线 数 ( 边 数 ) : "; 


| Š 
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Gin >> п; 
cout << "请 依次 输入 两 个 景点 u 和 v 之 间 的 距离 w， 格 式 : 景点 u 景点 v 距离 w"; 
for(int i=l;i<=m;i++) 
{ 
cin>>u>>v>>w; 
g[u] [v]=g[v] [u]=w; 
} 
Traveling (2); 


print (); 


return 0; 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
Visual C++ 6.0 
(2) 输入 


1 





љо ош момын 


2 


лол Q D. Q) л p 


请 输入 景点 数 n〔 结 点 数 ) : 5 
请 输入 景点 之 间 的 连 线 数 〈 边 数 ) : 9 
请 依次 输入 两 个 景点 u 和 v 之 间 的 距离 w， 格 式 : 景点 u 景点 v 距离 w 


(3) 输出 


最 短路 径 : 1--->2--->5--->3--->4--->1 
最 短路 径 长 度 : 23 


5.7.6 ”算法 解析 及 优化 拓展 


算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 

最 坏 情 况 下 ， 如 图 5-135 所 示 。 除 了 最 后 一 层 外 ， 有 1+ntn(n-1) ++ (n—1)(n—2):::2 < 
n(n 一 1)! 个 结 点 需要 判断 约束 函数 和 限界 函数 ， 判 断 两 个 函数 需要 ООВ, ЖЕ 
O(n!)。 在 叶子 结 点 处 记录 当前 最 优 解 需要 耗 时 O(n)， 在 最 坏 情况 下 回 搜索 到 每 一 个 叶子 结 
点 ， 叶 子 个 数 为 (z-1)， 故 耗 时 为 O(n!)。 因 此 ， 时 间 复 杂 度 为 Oln!) 


1: 
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кие at ПАЙ 





i 深度 为 ! -1 个 结 点 


为 (0) 个 结 点 


(n-1)(n-2)-..2 4 
хп 
< _  @- 深度 为 x (п-1) 


图 5-135 解 空间 树 排列 树 》 


(2) 空间 复杂 度 

回 济 法 的 男 一 个 重要 特性 就 是 在 搜索 执行 的 同时 产生 解 空间 。 在 所 搜 过 程 中 的 任何 时 
刻 ， 仅 保留 从 开始 结 点 到 当前 扩展 结 点 的 路 径 ， 从 开始 结 点 起 最 长 的 路 径 为 n。 程 序 中 我 们 
使 用 x[] 数 组 记录 该 最 长 路 径 作 为 可 行 解 ， 所 以 该 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n)。 

2. 算法 优化 拓展 

旅行 商 问 题 也 可 以 使 用 动态 规划 算法 ， 如 program 5-6-1 所 示 ， 仅 作 参 考 。 

注意 : 动态 规划 方法 并 不 是 解决 TSP 问题 的 一 个 好 方法 ， 因 其 占用 空间 和 时 间 复 杂 度 
均 较 大 。 


//program 5-6-1 
#include<cstring> 
#include<iostream> 
#include<cstdlib> 
#include<algorithm> 

using namespace std; 

const int M = 1<<13; 

#define INF Ox3f3f3f3f 

int dp[M+2] [20];//dp[i][j] 表示 第 i 个 状态 ， 到 达 第 j 个 城市 的 最 短路 径 
int 9[15] [15]; 

int path[M+2] [15]; // 最 优 路 径 


int n,m; //n 个 城市 ，m 条 路 
int bestl; // 最 短路 径 长 度 
0 

void Init () / /初始 化 


memset (ар, ТМЕ, sizeof (ар)); 
memset (path, 0, sizeof (path)); 
memset (g, INF, sizeof (g)); 
bestl = INF; 


void Traveling()// 计 算 apli] [j] 





dp[1] [0]=0; 
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5=1<<п; //5=2^п 
for (int i=0; i<S; i++) 
{ 
for(int j=0; j<n; j++) 
{ 
if(!(ig(1<<j))) continue; 
Бог (10 К = 0; К<п; KFF) 
{ 
1Е(1& (1<<К)) continue; 
1Е(ар[1| (1<<ky] [k] > ар[11[5] + 9[51[*]) 
{ 
ар[1| (1<<к)] [k] = ар[1] [j] + g[j] [k]; 
path[il| (1<<к)] [к] = j ; 


} 
л і=0; і<п; 1++) // 查 找 最 短路 径 长 度 
i if (bestl>dp[S-1] [i]+g[i][0]) 
i bestl=dp[S-1] [i]+g[i] [0] ; 
sx=i ; 


} 
} 
void print(int $ ,int value) // 打 印 路 径 
{ 
1#(!5) return ; 
for(int 1=0; 1<п ; i++) 
{ 
if (dp[S] [i]==value) 
{ 
print (S^ (1<<1) , value - g[i][path[S][i]]) ; 
соцЕ<<і+1<<"-=->"; 
break ; 


} 
} 
int main() 
{ 
int u, v, w;//u,v 代表 城市 ，w 代表 u 和 v 城市 之 间 路 的 长 度 
cout << "请 输入 景点 数 n 〈 结 点 数 ) : "; 
сіп >> п; 
cout << "请 输入 景点 之 间 的 连 线 数 〈 边 数 ) : "; 
Cin >>: m; 
Lait (hs 
cout << "请 依次 输入 两 个 景点 u M v 之 间 的 距离 x， 格式 : 景点 u 景点 v 距离 w"; 
for(int i=0; i<m; 1++) 
{ 
cin >> а >> v >> м; 
giu-1] [%-1] = 9[У-1] [0-1] = м; 


336 | = 4213. EIM 


| Traveling(); 
cout<<" 最 短路 径 : "; 
print (5-1 ,реѕё1-9 [5х] [0]) ; 
соці << 1 << епа; 
cout<<" 最 短路 径 长 度 : " ; 
cout << bestl << епа1; 
return 0; 

} 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 景点 数 n〈 结 点 数 ) : 5 
请 输入 景点 之 间 的 连 线 数 〈 边 数 ) : 9 


请 依次 输入 两 个 景点 u 和 v 之 间 的 距离 w， 格 式 : 景点 u 景点 v 距离 w 
1 28 


шов 
Qn Qn > Qn > Q) Qn D 





(3) 输出 


ЖЕ: 1--->4--->3--->5--->2--->1 
最 短路 径 长 度 : 23 
上 述 动态 规划 算法 的 时 间 复 杂 度 为 0(2"*n?) ， 空 间 复杂 度 为 0(2?) 。 


5.8 回溯 法 算法 秘籍 


用 回溯 法 解决 问题 时 ， 首 先 要 考虑 如 下 3 个 问题 。 

(1) 定义 合适 的 解 空间 

因为 解 空 间 的 大 小 对 搜索 效率 有 很 大 的 影响 ， 因 此 使 用 回溯 法 首先 要 定义 合适 的 解 空 

间 ， 确 定 解 空间 包括 解 的 组 织 形式 和 显 约束 。 

° 解 的 组 织 形式 : 解 的 组 织 形式 都 规范 为 一 个 nn 元 组 fr，x2，…，xw}， 只 是 具体 问题 
表达 的 含义 不 同 而 已 。 

° 显 约束 : 显 约束 是 对 解 分 量 的 取 值 范围 的 限定 ， 显 约束 可 以 控制 解 空 间 的 大 小 。 

(2) 确定 解 空间 的 组 织 结构 
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解 空间 的 组 织 结构 通常 用 解 空间 树 形象 的 表达 ,根据 解 空间 树 的 不 同 , 解 空间 分 为 子 集 
树 、 排 列 树 、m 又 树 等 。 

(3) 搜索 解 空 间 

回溯 法 是 按照 深度 优先 搜索 策略 ， 根 据 隐 约束 《约束 函数 和 限界 函数 )， 在 解 空 间 中 搜 
索 问 题 的 可 行 解 或 最 优 解 。 当 发 现 当前 结 点 不 满足 求解 条 件 时 ， 就 回 滴 ， 尝 试 其 他 的 路 径 。 
“能 进 则 进 ， 进 不 了 则 换 ， 换 不 了 则 退 ”。 

如 果 问 题 只 是 要 求 可 行 解 ， 则 只 需要 设 定 约束 函数 即 可 ; 如 果 要 求 最 优 解 ， 则 需要 设 定 
约束 函数 和 限界 函数 。 

解 空间 的 大 小 和 前 枝 函 数 的 好 坏 是 影响 搜索 效率 的 关键 。 

显 约 束 可 以 控制 解 空 间 的 大 小 ， 剪 枝 函 数 决定 剪 梳 的 效率 。 

所 以 回溯 法 解 题 的 关键 是 设计 有 效 的 显 约 束 和 隐约 束 。 


Chapter 


分 支 限界 法 


横行 天 下 一 一 广度 优先 

大 卖场 购物 车 3 一 一 0-1 背包 问题 
奇妙 之 旅 2 一 一 旅行 商 问 题 

铺设 电缆 一 一 最 优 工程 布线 
回溯 法 与 分 支 限 界 法 的 异同 
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“纵横 间 之 ， 举 兵 而 相 角 。” 
一 一 《淮南 子 . RHY 
mifa: “苏秦 约 纵 ， 张 仪 连 横 。 南 与 北 合 为 纵 ， 西 与 东 合 为 横 ， 故 日 纵 成 则 
楚 王 ， 横 成 则 秦 帝 也 。” 
在 树 搜索 法 中 ， 从 上 到 下 为 纵 ， 从 左 向 右 为 横 ， 纵 向 搜索 是 深度 优先 ， 而 横向 搜索 是 广 
度 优 先 。 前 面 讲 的 回溯 法 就 是 一 种 深度 优先 的 算法 。“ 横 看 成 岭 侧 成 峰 ， 远 近 高 低 各 不 同 。”， 
杀 猪 杀 尾 巴 ， 各 有 各 的 杀 法 ， 既 然 可 以 深度 优先 ， 当 然 也 可 以 广度 优先 的 办 法 ， 这 里 要 讲 的 
分 支 限界 法 就 是 以 广 〈 宽 ) 度 优先 的 树 搜索 方法 。 


6.1 横 行 天 下 一 一 广度 优先 


“ 体 恭 数 而 心 忠信 ， 术 礼 义 而 情爱 人 人， 横行 天 下 ， 虽 困 四 夷 ， 人 莫不 贵 .?” 
一 一 《曾子 修身 》 

那么 如 何 横行 天 下 呢 ? 例 如 有 一 棵 树 ， 如 图 6-1 所 示 。 

对 这 样 一 棵 树 ， 我 们 要 想 横 行 (广度 优先 )， 那 么 首先 搜索 第 1 E A， 然 后 搜索 第 2 层 ， 
从 左 向 右 B、C， 再 搜索 第 3 层 ， 从 左 向 右 D、E、F、G， 再 搜索 第 4 层 ， 从 左 向 右 H. I. 
J， 很 简单 吧 ， 其 实 就 是 层次 遍历 。 

程序 用 队列 实现 层次 遍历 。 很 多 同学 觉得 数据 结构 没有 用 处 ， 其 实数 据 结构 类 似 九 九 乘 
法 表 ， 你 有 时 根本 感觉 不 到 它 的 存在 ， 但 却 无 时 无 刻 不 在 用 它 ! 

首先 创建 一 个 队列 Q: 

(1) 令 树 根 入 队 ， 如 图 6-2 所 示 。 





° SL Tesla 


图 6-1 树 图 6-2 队列 


(2) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 A， 同 时 令 A 的 所 有 孩子 (从 左 向 右 顺序 ) 入 队 ， 如 图 6-3 所 示 。 
(3) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 B， 同 时 令 B 的 所 有 孩子 (从 左 向 右 顺序 ) 入 队 ， 如 图 6-4 所 示 。 
(4) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 C， 同 时 令 C 的 所 有 孩子 (从 左 向 右 顺序 ) 入 队 ， 如 图 6-5 所 示 。 
(5) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 D， 同 时 令 р 的 所 有 孩子 (从 左 向 右 顺 序 ) 入 队 ， 如 图 6-6 所 示 。 
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图 6-3 Я 6-4 ”队列 
руа ра Ба] e [=] + | s>" | 
6-5 [АЯ] 图 6-6 队列 


(6) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 也 ， 同 时 令 Е 的 所 有 和 孩子 〈 从 左 向 右 顺 序 ) 入 队 ， 如 图 6-7 所 示 。 


(7) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 FE， 同 时 令 F 的 所 有 孩 

子 入 队 。F 没有 孩子 ， 不 操作 。 ЕЯ 
(8) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 G， 同 时 令 G МН 图 6-7 队列 

子 入 队 。G 没有 孩子 ， 不 操作 。 
(9) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 H， 同 时 令 H 的 所 有 孩子 入 队 。H 没有 孩子 ， 不 操作 。 
(10) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 I， 同 时 令 工 的 所 有 和 孩子 入 队 。I 没 有 孩子 ， 不 操作 。 
(11) 队 头 元 素 出 队 ， 输 出 J， 同 时 令 丁 的 所 有 和 孩子 入 队 。 丁 没有 孩子 ， 不 操作 。 
(12) 队列 为 空 ， 结 束 。 输 出 的 顺序 为 A,，B, С, D, Е, Е, G, Н, 1, J. 


6.1.1 算法 思想 


从 根 开始 ， 常 以 广度 优先 或 以 最 小 耗费 最 大 效益 ) 优先 的 方式 搜索 问题 的 解 空 间 树 。 
首先 将 根 结 点 加 入 活 结 点 表 (用 于 存放 活 结 点 的 数据 结构 )， 接 着 从 活 结 点 表 中 取出 根 结 点 ， 
使 其 成 为 当前 扩展 结 点 ,一 次 性 生成 其 所 有 孩子 结 点 ,判断 孩子 结 点 是 舍弃 还 是 保留 ， 舍 弃 
那些 导致 不 可 行 解 或 导致 非 最 优 解 的 孩子 结 点 ， 其余 的 被 保留 在 活 结 点 表 中 。 再 从 活 结 点 表 
中 取出 一 个 活 结 点 作为 当前 扩展 结 点 , 重复 上 述 扩 展 过 程 ， 直到 找到 所 需 的 解 或 活 结 点 表 为 
空 时 为 止 。 由 此 可 见 ， 每 一 个 活 结 点 最 多 只 有 一 次 机 会 成 为 扩展 结 点 。 

活 结 点 表 的 实现 通常 有 两 种 形式 : 一 是 普通 的 队列 ， 即 先进 先 出 队列 ; 一 种 是 优先 级 队 
列 ， 按 照 某 种 优先 级 决定 哪个 结 点 为 当前 扩展 结 点 ， 优 先 队列 一 般 使 用 二 又 堆 来 实现 ， 最 大 
堆 实 现 最 大 优先 队列 ， 即 优先 级 数值 越 大 越 优先 ， 通常 表示 最 大 效益 优先 ; 最 小 堆 实现 最 小 
优先 队列 , 即 优先 级 数值 越 小 越 优 先 , 通常 表示 最 小 耗费 优先 。 因此 分 支 限界 法 也 分 为 两 种 : 

° 队列 式 分 支 限界 法 。 

。 优先 队列 式 分 支 限界 法 。 


6.12 ”算法 步骤 


分 支 限 界 法 的 一 般 解 题 步骤 为 : 
(1) 定义 问题 的 解 空 间 。 


—— m. O 
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(2) 确定 问题 的 解 空间 组 织 结构 。 
(3) 搜索 解 空间 。 搜 索 前 要 定义 判断 标准 〔 约 束 函数 或 限界 函数 )， 如 果 选 用 优先 队列 
式 分 支 限界 法 ， 则 必须 确定 优先 级 。 


6.1.3 ЕВЕ 


(1) 定义 解 空 间 

因为 解 空间 的 大 小 对 搜索 效率 有 很 大 的 影响 ， 因 此 使 用 回溯 法 首先 要 定义 合适 的 解 空 
间 ， 确 定 解 空间 包括 解 的 组 织 形式 和 显 约束 。 

° 解 的 组 织 形式 : 解 的 组 织 形式 都 规范 为 一 个 nn 元 组，{x1，x2，…，x}， 只 是 具体 问 

题 表 达 的 含义 不 同 而 已 。 

° 显 约束 : 显 约束 是 对 解 分 量 的 取 值 范围 的 限定 , 通过 显 约束 可 以 控制 解 空间 的 大 小 。 

(2) 确定 解 空间 的 组 织 结构 

解 空间 的 组 织 结构 通常 用 解 空间 树 来 形象 的 表达 , 根据 解 空 间 树 的 不 同 ， 解 空间 分 为 子 
集 树 、 排 列 树 、m 叉 树 等 。 

(3) 搜索 解 空间 

分 支 限界 法 是 按照 广度 优先 搜索 策略 ， 一 次 性 生成 所 有 孩子 结 点 ， 根 据 隐约 束 〈 约 束 函 
数 和 限界 函数 ) 判定 孩子 结 点 是 舍弃 还 是 保留 ， 如 果 保 留 则 依次 放 入 活 结 点 表 中 ， 活 结 点 表 
是 普通 (先进 先 出 〉 队 列 或 者 是 优先 级 队列 。 然 后 从 活 结 点 表 中 取出 一 个 结 点 ， 继 续 扩 展 ， 
直到 找到 所 需 的 解 或 活 结 点 表 为 空 时 为 止 。 每 一 个 活 结 点 最 多 只 有 一 次 机 会 成 为 扩展 结 点 。 

如 果 问 题 只 是 要 求 可 行 解 ， 则 只 需要 设 定 约束 函数 即 可 ， 如 果 要 求 最 优 解 ， 则 需要 设 定 
约束 函数 和 限界 函数 。 

解 的 组 织 形式 都 是 通用 的 п 元 组 形式 , 解 的 组 织 结构 是 解 空 间 的 形象 表达 而 已 。 而 解 空 
间 和 隐约 束 是 控制 搜索 效率 的 关键 。 显 约束 可 以 控制 解 空间 的 大 小 , 约束 函数 决定 剪 枝 的 效 
率 ， 限 界 函数 决定 是 否 得 到 最 优 解 。 

在 优先 队列 分 支 限 界 法 中 ， 还 有 一 个 关键 的 问题 是 优先 级 的 设 定 : 选 什么 值 作为 优先 
级 ? 如 何 定义 优先 级 ?优先 级 的 设计 直接 决定 算法 的 效率 。 因 此 在 本 章 中 ,我们 重点 介绍 如 
何 设 定 高 效 的 优先 级 问题 。 

后 面 我 们 通过 几 个 实例 ， 深 刻 体会 分 支 限 界 法 的 解 题 策略 。 


6.2 Ee rE ртс 


央视 有 一 个 大 型 娱乐 节目 一 一 购物 街 ， 三 台 上 模拟 超市 大 卖场 ， 有 很 多 货物 ， 每 个 嘉宾 


342 | ЕТСЯ 分 支 限界 法 


分 配 一 个 购物 车 ， 可 以 尽情 地 装 满 购物 车 ， 购 物 车 装 的 价值 最 高 者 取胜 。 假 设 现在 有 nn 个 物 
品 和 1 个 购物 车 ， 每 个 物品 1 对 应 价值 为 vo EE Wi， 购物 车 的 容量 为 画 ( 你 也 可 以 将 重量 
设 定 为 体积 )。 每 个 物品 只 有 一 件 ， 要 么 装 入 ， 要 么 不 装 入 ， 不 可 拆 分 。 如 何 选取 物品 装 入 
购物 车 ， 使 购物 车 所 装 入 的 物品 的 总 价值 最 大 ? 要 求 输出 最 优 值 ( 装 入 的 最 大 价值 ) 和 最 优 
解 ( 装 入 了 哪些 物品 )。 





6-8 大 卖场 购物 车 3 


6.2.1 问题 分 析 


п 个 物品 和 1 个 购物 车 ， 每 个 物品 i 对 应 价值 为 v;， 重 量 w;， 购 物 车 的 容量 为 W (ИЕ 
可 以 将 重量 设 定 为 体积 )。 每 个 物品 只 有 一 件 ， 要 么 装 入 ， 要 么 不 装 入 ， 不 可 拆 分 。 如 何 选 
取 物 品 装 入 购物 车 ， 使 购物 车 所 装 入 的 物品 的 总 价值 最 大 ? 

我 们 可 以 尝试 贪心 的 策略 : 

(1) 每 次 挑选 价值 最 大 的 物品 装 入 背包 ， 得 到 的 结果 是 否 最 优 ? 

(2) 每 次 挑选 所 占 空间 最 小 的 物品 装 入 ， 能 和 否 得 到 最 优 解 ? 

(3) 每 次 选取 单位 重量 价值 最 大 的 物品 ， 能 否 得 到 价值 最 高 ? 

思考 一 下 ， 如 果 选 价值 最 大 的 物品 ， 但 重量 非常 大 ， 也 是 不 行 的 ， 因 为 运载 能 力 有 限 ， 
所 以 第 (1) 种 策略 舍弃 ; 如 果 选 所 占 空间 最 小 的 物品 装 入 ， 占 用 空间 小 不 一 定 重量 就 轻 ， 
也 有 可 能 空间 小 ， 特 别 重 ， 所 以 不 能 在 总 重 限制 的 情况 下 保证 价值 最 高 ， 第 (2) 种 策略 舍 
弃 ; 而 第 (3) 种 是 每 次 选取 单位 重量 价值 最 大 的 物品 ， 也 就 是 说 每 次 选择 性 价 比 最 高 的 物 
品 ， 如 果 可 以 达到 运载 重量 m， 那 么 一 定 能 得 到 价值 最 高 ? 不 一 定 。 因 为 物品 不 可 分 割 ， 有 
可 能 存在 购物 车 没 装 满 ， 却 不 能 再 装 剩 下 的 物品 ， 这 样 价值 不 一 定 达到 最 高 。 

因此 采用 贪心 策略 解决 此 问题 不 一 定 能 得 到 最 优 解 。 
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我 们 可 以 先 用 普通 队列 式 分 支 界限 法 求解 ， 然 后 在 6.3.6 节 中 用 优先 队列 式 分 支 界限 法 
求解 ， 大 家 可 以 对 比 体 会 有 何不 同 。 


6.2.2 ”算法 设计 


(1) 定义 问题 的 解 空间 

购物 车 问题 属于 典型 的 0-1 背包 问题 ,问题 的 解 是 从 nn 个 物品 中 选择 一 些 物 品 使 其 在 不 
超过 容量 的 情况 下 价值 最 大 。 每 个 物品 有 且 只 有 两 种 状态 ， 要 么 装 入 购物 车 ， 要 么 不 装 入 。 
那么 第 i 个 物品 装 入 购物 车 ， 能 够 达到 目标 要 求 ， 还 是 不 装 入 购物 车 能 够 达到 目标 要 求 呢 ? 
很 显然 目前 还 不 确定 。 因 此 ， 可 以 用 变量 x; 表示 第 i 种 物品 是 否 被 装 入 购物 车 的 行为 ， 如 果 
用 “0” 表 示 不 被 装 入 背包 ， 用 “1” 表 示 装 入 背包 ， 则 x; 的 取 值 为 0 或 1。 第 i 个 物品 装 入 
HHE, x=1, El, 2, +, n; 不 装 入 购物 车 ，x 二 0。 该 问题 解 的 形式 是 一 个 nn 元 组 ， 且 每 
个 分 量 的 取 值 为 0 或 1。 

由 此 可 得 ， 问 题 的 解 空 间 为 ，{x1，x2，…，xi, vo mp AP, BAR x031, il, 
25 ..., По 

(2) 确定 解 空间 的 组 织 结构 

问题 的 解 空间 描述 了 2” 种 可 能 的 解 ， 也 可 以 说 是 n 个 元 素 组 成 的 集合 所 有 子 集 个 数 。 
例如 3 个 物品 的 购物 车 问题 ， 解 空间 是 : {0, 0, 0}, {0, 0, 1, {0, 1, 0}, {0, 1, 1}, 
{1，0，0}，{1，0，1}，{1，1，0}，{1，1，1}。 该 问题 有 23 个 可 行 解 。 

如 图 6-9 所 示 ， 问 题 的 解 空 间 树 为 子 集 树 ， 解 空间 树 的 深度 为 问题 的 规模 n. 





深度 为 2 


ж=1 20 x, =l „70 


图 6-9 解 空 间 树 〈 子 集 树 ) 


(3) 搜索 解 空间 

。 约束 条 件 

购物 车 问题 的 解 空间 包含 2" 种 可 能 的 解 ， 存 在 某 种 或 某 些 物 品 无 法 装 入 购物 车 的 情况 ， 
因此 需要 设置 约束 条 件 , 来 判断 所 有 可 能 的 解 装 入 背包 的 物品 的 总 重量 是 否 超出 购物 车 的 容 
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量 ， 如 果 超 出 ， 为 不 可 行 解 ;否则 为 可 行 解 。 搜 索 过 程 不 再 搜索 那些 导致 不 可 行 解 的 结 点 及 
其 孩子 结 点 。 
约束 条 件 为 : 
SY wx <W 


i=l 


° 限界 条 件 

购物 车 问题 的 可 行 解 可 能 不 止 一 个 , 问题 的 目标 是 找 一 个 装 入 购物 车 的 物品 总 价值 最 大 
的 可 行 解 ， 即 最 优 解 。 因 此 ， 需 要 设置 限界 条 件 来 加 速 找 出 该 最 优 解 的 速度 。 

如 图 6-10 所 示 ， 根 据 解 空间 的 组 织 结构 可 知 ， 对 于 任何 一 个 中 间 结 点 z (中间 状态 )， 
从 根 节 点 到 z 结 点 的 分 支 所 代表 的 行为 已 经 确定 ， 从 z 到 其 子孙 结 点 的 分 支 的 行为 是 不 确定 
的 。 也 就 是 说 ， 如 果 z 在 解 空间 树 中 所 处 的 层次 是 6, 说 明 第 1 种 物品 到 第 六 1 种 物品 的 状 
态 已 经 确定 了 。 我 们 只 需要 沿 着 z 的 分 支 扩展 很 容易 确定 第 t 种 物品 的 状态 。 那 么 前 上 种 物 
品 的 状态 就 确定 了 。 但 第 rl 种 物品 到 第 n 种 物品 的 状态 还 不 确定 。 这 样 ， 前 1 种 物品 的 状 
态 确定 后 ， 当 前 已 装 入 购物 车 的 物品 的 总 价值 ， 用 cp 表示 。 已 装 入 物品 的 价值 高 并 一 定 就 
是 最 优 解 ， 因 为 还 有 剩余 物品 未 确定 。 

我 们 还 不 确定 第 H1 种 物品 到 第 n 种 物品 的 实际 状态 ， 因 此 只 能 用 估计 值 。 假 设 第 t+1 
种 物品 到 第 n 种 物品 都 装 入 购物 车 ， 第 t+1 种 物品 到 第 n 种 物品 的 总 价值 用 rp 来 表示 。 因 
此 cptrp 是 所 有 从 根 出 发 经 过 中 间 结 点 z 的 可 行 解 的 价值 上 界 。 


р 1 
х=] XI=0 
1, …, ! 种 物品 g D; 2 层 


tE: 





1+1,…,n 种 物品 


Q sz ме 2 
у^ wO аә as 层 
© ° 


Е 6-10 解 空间 树 Cep+rp) 


如 果 价 值 上 界 小 于 或 等 于 当前 搜索 到 的 最 优 值 〈 最 优 值 用 bestp 表示 ， 初 始 值 为 0)， 则 
说 明 从 中 间 结 点 z 继 续 向 子孙 结 点 搜索 不 可 能 得 到 一 个 比 当前 更 优 的 可 行 解 , 没有 继续 搜索 
的 必要 ， 反 之 ， 则 继续 向 z 的 子孙 结 点 搜索 。 
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限界 条 件 为 : 
cp+rp>=bestp 

注意 : 回溯 法 中 的 购物 车 问题 ， 限 界 条 件 不 带 等 号 ， 因 为 bestp 初始 化 为 0， 首 次 
到 达 叶 子 时 才 会 更 新 bestp， 因 此 只 要 有 人 解 ， 必 然 存在 至 少 到 达 叶 子 结 点 一 次 。 而 在 分 
支 限界 法 中 ， 只 要 cp>bestp， 就 立即 更 新 bestp， 如 果 限 界 条 件 中 不 带 等 号 ， 则 会 出 现 
无 法 到 达 叶 子 的 情况 ， 例 如 解 的 最 后 一 位 是 0 时 ， 如 (1，1，1，0)， 就 无 法 找到 这 个 
的 解 向 量 。 因 为 最 后 一 位 是 0 时 ，cptrp=bestp， 而 不 是 cptrp>bestp， 如 果 限 界 条 件 不 
带 等 号 ， 就 无 法 到 达 叶 子 ， 得 不 到 解 (1，1，1，0)。 算 法 均 设 置 了 到 叶子 结 点 判断 更 
新 最 优 解 和 最 优 值 。 

。 搜索 过 程 。 

从 根 结 点 开始 ， 以 广度 优先 的 方式 进行 搜索 。 根 节点 首先 成 为 活 结 点 ， 也 是 当前 的 扩展 
结 点 。 一 次 性 生成 所 有 和 孩子 结 点 ， 由 于 子 集 树 中 约定 左 分 支 上 的 值 为 “1”， 因 此 沿 着 扩展 结 
点 的 左 分 支 扩 展 ， 则 代表 装 入 物品 ; 由 于 子 集 树 中 约定 右 分 支 上 的 值 为 “0”， 因 此 沿 着 扩展 
结 点 的 右 分 支 扩展 ， 则 代表 不 装 入 物品 。 此 时 ， 判 断 是 否 满足 约束 条 件 和 限界 条 件 ， 如 果 满 
足 ， 则 将 其 加 入 队列 中 ; 反之 ， 人 铭 弃 。 然 后 再 从 队列 中 取出 一 个 元 素 ， 作 为 当前 扩展 结 点 ， 
搜索 过 程 队 列 为 空 时 为 止 。 


6.2.3 ”完美 图 解 


假设 现在 有 4 个 物品 和 购物 车 的 容量 ， 每 个 物品 的 重量 w 为 (2，5，4，2)， 价 值 ”为 
(6，3，5，4)， 购 物 车 的 容量 为 10 (W=10), WK 6-11 所 示 。 求 在 不 超过 购物 车 容量 的 前 
提 下 ， 把 哪些 物品 放 入 购物 车 ， 才 能 获得 最 大 价值 。 

(1) 初始 化 

sumw 和 ѕиту 分 别 用 来 统计 所 有 物品 的 总 重量 和 总 价值 。sumw=13, ѕиту=18, sumw>W， 
因此 不 能 全 部 装 完 ， 需 要 搜索 求解 。 初 始 化 当前 放 入 购物 车 的 物品 价值 cp=0; 当前 剩余 物 
品 价值 rp=sumv; 当前 剩余 容量 rw=， 当 前 处 理 物品 序号 为 1; 当前 最 优 值 bestp=0。 解 向 
量 为 x[]= (0，0，0，0)， 创 建 一 个 根 结 点 Node (cp，rp，rw，id)， 标 记 为 A， 加 入 先进 先 
出 队列 q Ф. cp 为 装 入 购物 车 的 物品 价值 ，rp 剩余 物品 的 总 价值 ，rw 为 剩余 容量 ，id 为 物 
品 号 ，x[] 为 当前 解 向 量 ， 如 图 6-12 所 示 。 


4 
goods[] Node(0,18,10,1) да 
we [oe Ts Ts [9 A ELIT 


图 6-11 物品 的 重量 和 价值 图 6-12 ”搜索 过 程 及 队列 状态 
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(2) 扩展 A 结 点 


队 头 元 素 A НВА, 该 结 点 的 cptrp 三 bestp， 满 足 限 界 条 件 ， 可 以 扩展 。rw=10>goods[1]. 


weigpnF2， 剩 余 容 量 大 于 1 号 物品 重量 ,满足 约 束 条 件 ， 可 以 放 入 购物 车 ，cp=0+6=6， 
rp=18-6=12, ти=10-2=8, #=2, х[1]=1, ЖЖ х= (1, 0, 0, 0), ЕЖУ B, 
加 入 gq 队列 ， 更 新 bestp=6， 如 图 6-13 所 示 。 

再 扩展 右 分 支 ，cp=0，rp=18-6=12，cptrp 宇 bestp=6， 满 足 限 界 条 件 ， 不 放 入 1 号 物品 ， 


cp=0，rp=12，rw=10， 本 2，x[1]=0， 解 向 量 为 x[]= (0，0，0，0)， 创 建新 结 点 C， 加 入 q 
队列 ， 如 图 6-14 所 示 。 






(cp,rp,rw,id) 
(cprprw,id) Node(0,18,10,1) 
Node(0.18.10.1) x[]=(0,0,0,0) 
x[]=(0,0,0,0) | 








М№оае(6,12,8,2) 


x[]=(1,0,0.0) g ripus. подав a еве. P 
6-13 ”搜索 过 程 及 队列 状态 图 6-14 搜索 过 程 及 队列 状态 
(3) 扩展 B 结 点 


队 头 元 素 B 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp 三 bestp， 满 足 限 界 条 件 ， 可 以 扩展 。rw=8>goods[2]. 
weight=5, R|: E KT 2 号 物品 重量 ， 满 足 约束 条 件 ，cp=6+3=9，7P=12-3=9，Pw=8-S=3， 
本 3，x[2]=1， 解 向 量 更 新 为 x[]= (1，1，0，0)， 生 成 左 孩子 D， 加 入 9 队列 ， 更 新 bestp=9。 

再 扩展 右 分 支 ，cp=6，7p=12-3=9，cp+1p 二 Des 思 =9， 满 足 限界 条 件 ， 太 3，x[2]=0， 解 向 
量 为 x[]= (1，0，0，0)， 生 成 右 孩 子 E， 加 入 д 队列 ， 如 图 6-15 所 示 。 

(cprprw,id) 


Node(0,18,10, 
х[=(0,0,0,0) 







Node(6,12,8,2) 4 
x[=(1,0,0,0) 5 


Node(0,12,10,2) 
x[]=(0,0,0,0) 


Node(9,9.3,3) Node(6.9.8.3) 


x[]=(1,1,0.0)  x[]=(1,0,0,0) q 四 加 西国 
图 6-15 搜索 过 程 及 队列 状态 
(4) 扩展 C 结 点 


队 头 元 素 C 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp 三 bestp， 满 足 限 界 条 件 ， 可 以 扩展 。rw=10>goods[2]. 
weight=5, ИЛ 2 号 物品 重量 , 满足 约束 条 件 , ср=0+3=3, rp=12-3=9, rw=10-5=5, 
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三 3，x[2]=1， 解 向 量 更 新 为 x[]= (0，1，0，0)， 生 成 左 孩子 FEF， 加 入 9 队列 。 
再 扩展 右 分 支 , cp=0, rp=12—3=9, cptrp 宇 bestp=9, 满足 限界 条 件 , rw=10, =3, x[2]=0, 
解 回 量 为 x[]= “0，0，0，0)， 生 成 右 孩 子 G， 加 入 q 队列 ， 如 图 6-16 所 示 。 


(cpyprw,id) 
Node(0.18.10.1) 


х[=(0.0,0.0) 







Node(6,12,8,2) 
x[]=(1.0.0.0) 


Node(0.12.10.2) 
х[]=0,0.0,0) 


х=| = ху=0 


Node(9.9.3,3) №ае(6,9,8,3) 


Node(3,9,5,3) Node(0.9.8.3) 四 То 
>0=(,1.0,0) х0=(.0.0.0) x[]=(0,1,0,0) x[]=(0,0,0,0) q 


图 6-16 ”搜索 过 程 及 队列 状态 


(5) 扩展 D 结 点 

队 头 元 素 D 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp 宇 bestp， 满 足 限 界 条 件 ， 可 以 扩展 。rw=3>goods[3]. 
weigjh 上 4， 剩 余 容 量 小 于 3 号 物品 重量 ， 不 满足 约束 条 件 ， 舍 弃 左 分 支 。 

再 扩展 右 分 支 ，cp=9，rp=9-5=4，cptrp 宇 bestp=9， 满 足 限界 条 件 ， 本 4，x[3]=0， 解 向 
量 为 x[]= (1，1，0，0)， 生 成 右 孩 子 H， 加 入 9 队列 ， 如 图 6-17 所 示 。 


(cp.rp.rw.id) 
Node(0,18,10,1) (À à 
x[=0,0,0,0) А 










Node(6.12.8.2) О Node(0.12.10.2) 
x[]=(1.0.0.0) TX x[]=(0.0.0.0) 


хр] x х=0 


Node(9.9.3.3) £ 舍 Node(6.9.8.3) 
х1]=(1,1,0,0) W8& Ў 如 =(1.0.0.0) 







Node(3,9,5,3) Node(0.9.8.3) 
х[]=(0,1,0.0) х|]=(0,0.0,0) 


№ 4е(9,4,3,4) em 
х[=(.1,0,0) %5 


у 
图 6-17 搜索 过 程 及 队列 状态 


(6) ЖЕ 

队 头 元 素 E 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp 宇 bestp， 满 足 限界 条 件 ， 可 以 扩展 。rw=8>goods[3]. 
weigjhpF=4， 剩 余 容 量 大 于 3 号 物品 重量 ,满足 约束 条 件 ，cp=6+5=11,，rp=9-5=4，rw=8-4=4， 
三 4，x[3]=1， 解 向 量 更 新 为 x[]= (1，0，1，0)， 生 成 左 孩子 I， 加 入 q 队列 ， 更 新 bestp=11。 

再 扩展 右 分 支 ，cp=6，7p=9-5=4，cp+p<bestp=11， 不 满足 限界 条 件 ， 舍 弃 ， 如 图 6-18 
所 示 。 
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(cp.rp.rw.id) | 
Node(0.18.10.0 САХ 
x[]=0,0.0,0) 2 ” 








Node(0.12.10.2) 


x[]=(0.0,0,0) 
№ 


de(3.9.5.3) Node(0.9.83) 
046 1.0.0) x[]=(0.0.0.0) 


Node(9,4,3,4) dii ZT Node(11.4.4.4) ео [н | 
0400 © (Па) Ч] Е| ан 


Н 6-18 搜索 过 程 及 队列 状态 


хз=0 





(7) # JE F #8 

队 头 元 素 F 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp 宇 bestp， 满 足 限界 条 件 ， 可 以 扩展 。rw=5>goods[3]. 
weight=4, PIRRE 大 于 3 号 物品 重量 HEARE, ср=3+5=8, rp=9—5=4, rw=5-4=1, 
大 4，x[3]=1， 解 向 量 更 新 为 x[j= (0，1，1，0)， 生 成 左 孩 子 J， 加 入 9 队列 。 


再 扩展 右 分 支 ， CD=3， rp=9—5=4, cp+rp<bestp=11, 不 满足 限界 条 件 ， 舍弃 ， 如 图 6-19 
所 示 。 
(cprprw,id) 7 


№ 4е(0,18,10,1) 
x[]=(0.0.0.0) 













Node(6.12.8.2) 
x[]=(1.0,0.0) * 


x=l x=0 x=1 


ВА Node(0.12.10.2) 
C [= 0,0,0.0) 


х.=0 


Node(9.9.3.3) 4 Hm Node(6.9,83) Node(3,9.5.3) «5, " 
x[]=(1,1,0,0) (Е = =(.0,0,0) >0=0,1.0,0) © O 
Node(0.9.83) 
x= x|]=(0.0.0.0) 


№ (94,34) AN, Nodedll.44.4) f Nodel84.14) 
x[]=(1,1,0,0) СИ SI) 5=(.0/1,0) 1) (0, 1.1.0) 4 [вн] 1] | 
Р 6-19 搜索 过 程 及 队列 状态 


(8) 扩展 G 结 点 

队 头 元 素 G 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp<bestp=11， 不 满足 限界 条 件 ， 不 再 扩展 。 

(9) J E H # 

队 头 元 素 H 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp 三 bestp， 满 足 限 界 条 件 ， 可 以 扩展 。rw=3>goods[4]. 
weight=2, 剩余 容量 大 于 4 号 物品 重量 , 满足 约束 条 件 , 令 ср=9+4=13, rp=4-4=0, ги=3—2=1, 
太 5，x[4]=1， 解 向 量 更 新 为 x0]= (1，1，0，1)， 生 成 左 孩子 K， 加 入 q 队列 ， 更 新 bestp=13。 

再 扩展 右 分 支 ，cp=9，rp=4-4=0，cptrp<bestp， 不 满足 限界 条 件 ， 舍 弃 ， 如 图 6-20 所 示 。 
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(pIprwid) = 
Node(0.18.10.0) ДА 
x[]=(0.0,0,0) 











ноде, 82) вх @ 012102 
P x|]=(0.0.0.0) 
xl x70 


(b Node(6.9.83) Node(3.95.3) даб 
(1.0.0.0) 2=0,1.0,0) F. 










(0.9.83) 
х= (0,0,0,0) 


Node(94.34) ЧР ФР 
х11=(1.1,0,0) 8 


ah, Node(13.0.1.5) IGA 
(000) ВЕ 


Е 6-20 ”搜索 过 程 及 队列 状态 


í, Node(8.4.1.4) 
00 {=(0,1,1,0) 


(10) 扩展 工 结 点 

队 头 元 素 I 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp 宇 bestp， 满 足 限 界 条 件 ， 可 以 扩展 。rw=4>goods[4]. 
weight=2， 剩 余 容量 大 于 4 号 物品 重量 , 满足 约束 条 件 ，cp=11+4=15, гр=4-4=0, rw=4-2=2, 
太 5，x[4]=1， 解 向 量 更 新 为 x[]j= (1，0，1，1)， 生 成 左 孩子 L， 加 入 g 队列 ， 更 新 bestp=15。 

УЕ, ср=11, гр=4-4=0, cp+rp<bestp, Л Е AF, SA, ШИ 6-21 
所 示 。 















(cp.rprw.id) 2 
М№оае(0.18,101) А 
х[]=00.0.0.0) 


Node(6,12.8,2) Az Node(0.12.10.2) 
x0=(.00.0) у; x|]=(0.0.0.0) 


xrl 


Node(9.9,3.3) 93 
х=1.1.00) "D 


А Node(6.9,8,3) Node(3.9.5.3) аб 
=(1,0.0.0) =(0,1,0,0) F 





5-0; 0,00) 


Node(94.34) р 
х[]=(1.1.0,0) 
х] 
Node(13.0.1.5)4 
21]=(1,1,0,1) W 


(b, Node(8.4.1.4) 
F = (0,1,1.0) 


人 Node(15.02,5 
рә ajeje] | 
6-21 ”搜索 过 程 及 队列 状态 


(11〉 队 头 元 素 J 出 队 ， 该 结 点 的 cptrp<bestp=15， 不 满足 限界 条 件 ， 不 再 扩展 。 
d2) МЖК Н, К А: 本 5， 已 经 处 理 完毕 ，cp<bestp， 不 是 最 优 解 。 
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该 解 向 量 (1，0，1，1)。 
(14) 队列 为 空 ， 算 法 结束 。 


6.2.4 (КАЕ 
(1) 根据 算法 设计 中 的 数据 结构 ， 我 们 首先 定义 一 个 结 点 结构 体 Node。 


struct Node // 定 义 结 点 。 每 个 节点 来 记录 当前 的 解 信息 。 

{ 
int ср, гр; //ср 背包 的 物品 总 价值 ，rp 剩余 物品 的 总 价值 
int ги; / /剩余 容量 
int id; // 物 品 号 


bool x[N]; // 解 向 量 
Node() { memset(x, 0, sizeof(x)); }// 解 向 量 初始 化 为 0 
Node (int ср, int гр, int гм, int іа) { 

ср = ср; 


Ер = _гр; 
ги = гм; 
іа = іа; 





} 
}; 
在 结构 体 中 构造 函数 Node Gint ср, int ғр, int _rw, int id) 是 为 了 传递 参数 方便 ， 
可 以 参考 2.6.6 节 了 明确 为 什么 要 使 用 构造 函数 。 
(2) 再 定义 一 个 物品 结构 体 Goods 
我 们 在 前 面 处 理 购 物 车 问题 时 ， 使 用 了 两 个 一 维 数组 w[]、v[] 分 别 存储 物品 的 重量 和 价 
值 ， 在 此 我 们 使 用 一 个 结构 体 数 组 来 存储 。 


struct Goods 
{ 


int weight; 
int value; 
} goods [№]; 


(3) 构建 函数 bfs 进行 子 集 树 的 搜索 

首先 创建 一 个 普通 队列 《先进 先 出 )， 然 后 将 根 结 点 加 入 队列 中 ， 如 果 队 列 不 空 ， 取 出 
队 头 元 素 livenode， 得 到 当前 处 理 的 物品 序号 ， 如 果 当 前 处 理 的 物品 序号 大 于 n， 说 明 搜 到 
最 后 一 个 物品 了 ， 不 需要 往 下 搜索 。 如 果 当 前 的 购物 车 没有 剩余 容量 (已 经 装 满 ) 了 ， 也 不 
再 扩展 。 如 果 当 前 放 入 购物 车 的 物品 价值 大 于 等 于 最 优 值 (livenode.cp 三 bestp)， 则 更 新 最 
优 解 和 最 优 值 。 

判断 是 否 约 束 条 件 ， 满 足 则 生成 左 孩 子 ， 判 断 是 否 更 新 最 优 值 ， 左 孩子 入 队 ， 不 满足 约 
束 条 件 则 舍弃 左 孩子 ;判断 是 否 满足 限界 条 件 ， 满 足 则 生成 右 孩 子 ， 右 孩子 入 队 ， 不 满足 限 
界 条 件 则 舍弃 右 孩 子 。 
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int БЕЗ () 
{ 
int 6, ср, гр, Ёрм; /7/ 当 前 处 理 的 物品 序号 上 +， 当前 装 入 购物 车 物品 价值 tcp， 
// 当 前 剩余 物品 价值 trp， 当 前 剩余 容量 trw 
queue<Node> q; / /创建 一 个 普通 队列 (先进 先 出 》 
q.push (Node (0, зиму, W, 1)); // 压 入 一 个 初始 结 点 
while(!q.empty()) // 如 果 队 列 不 空 


{ 
Node livenode, lchild, rchild;//ÆX 3 个 结 点 型 变量 
livenode=q.front (); // 取 出 队 头 元 素 作 为 当前 扩展 结 点 livenode 
а.рор(); // 队 头 元 素 出 队 
t=livenode.id; // 当 前 处 理 的 物品 序号 
// 搜 到 最 后 一 个 物品 的 时 候 不 需要 往 下 搜索 。 
// 如 果 当 前 的 购物 车 没有 剩余 容量 (已 经 装 满 ) 了 ， 不 再 扩展 。 
if(t>n||livenode.rw==0) 
{ 
if (livenode.cp>=bestp) // 更 新 最 优 解 和 最 优 值 
{ 
for(int 1=1; i<=n; i++) 
{ 
bestx[i]=livenode.x[i]; 
} 
БезЕр=11уепо4е.ср; 
} 


continue; 


) 
// 判 断 当前 结 点 是 否 满足 限界 条 件 ， 如 果 不 满 足 不 再 扩展 
if (11уепоае.ср+11уепоае. гр<ЬезЕр) 
continue; 
// 扩 展 左 孩 子 
tcp=livenode.cp; // 当 前 购物 车 中 的 价值 
trp=livenode.rp-goods [+] .value; // 不 管 当 前 物品 装 入 与 否 ， 剩 余 价值 都 会 减少 。 
trw=livenode.rw; // 购 物 车 剩余 容量 
if (trw>=goods[t] .weight) // 满 足 约束 条 件 ， 可 以 放 入 购物 车 
{ 
lchild.rw=trw-goods[t] .weight; 
lchild.cp=tcp+goods [t] .value; 
lchild=Node (1child.cp,trp,1Ichild.rw,t+1)7// 创 建 左 孩子 结 点 ， 传 递 参数 
for(int 1=1;1<6;1++) 
{ 
lchild.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 父亲 结 点 的 解 向 量 
} 
lchild.x[t]=true; 
if (lchild.cp>bestp)// 比 最 优 值 大 才 更 新 
bestp=lchild.cp; 
q.push (1child) ;// 左 孩子 入 队 


} 

// 扩 展 右 孩子 

if (tcp+trp>=bestp) // 满 足 限界 条 件 ， 不 放 入 购物 车 
{ 
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rchild=Node (tcp,trp,trw,t+1);// 创 建 右 孩 子 结 点 ， 传 递 参数 
for(int i=1;i<t;i++) 
{ 
rchild.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 父亲 结 点 的 解 向 量 
} 
rchild.x[t]=false; 
q.push (rchild) ;// 右 孩子 入 队 
} 
} 
return bestp; // 返 回 最 优 值 





} 


6.2.5 “实战 演练 


// program 6-1 
#include <iostream> 
#include <algorithm> 
#include <cstring> 
#include <cmath> 
#include <queue> 
using namespace std; 
const int N = 10; 
bool Безех [М]; 


struct Node // 定 义 结 点 
{ 
int ср, гр; //ср 背包 的 物品 总 价值 ，rp 剩余 物品 的 总 价值 
int ки; // 剩 余 容量 
int 1а; // 物 品 号 
bool х[ М]; // 解 向 量 


Node () { memset(x, 0, sizeof(x)); }// 解 向 量 初始 化 为 0 


Моае (int. ср, int гр, int ги, int іа) { 


ср = _cp; 
гр = тр; 
rw = гм; 
id = _id; 


) 
}; 
struct Goods 
{ 
int value; 
int weight; 
} goods [N]; 
int bestp,W,n,sumw,sumv; 
/* 
bestp 用 来 记录 最 优 值 
w 为 购物 车 最 大 容量 
n 为 物品 的 个 数 
sumw 为 所 有 物品 的 总 重量 
sumv 为 所 有 物品 的 总 价值 
*/ 
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//bfs 来 进行 子 集 树 的 搜索 


int“ БЕЗ () 


{ 


int ttep, хр, trws 


queue<Node> а; / /创建 一 个 普通 队列 (先进 先 出 》 

q.push (Node (0, sumv, W, 1)); // 压 入 一 个 初始 结 点 

while(!q.empty()) // 如 果 队 列 不 空 

{ 
Node livenode，lchild，rchild;// 定 义 3 个 结 点 型 变量 
livenode=q. front (); // 取 出 队 头 元 素 作 为 当前 扩展 结 点 Livenode 
а.рор(); // 队 头 元 素 出 队 
t=livenode.id; // 当 前 处 理 的 物品 序号 


// 搜 到 最 后 一 个 物品 的 时 候 不 需要 往 下 搜索 
// 如 果 当 前 的 购物 车 没有 剩余 容量 〈 已 经 装 满 ) 了 ， 不 再 扩展 
if (t>n||livenode.rw==0) 
{ 
if (livenode.cp>=bestp)// 更 新 最 优 解 和 最 优 值 
{ 
for(int 1=1; і<=п; i++) 
{ 
bestx[i]=livenode.x[i]; 
} 
bestp=livenode.cp; 
) 


continue; 


) 
// 判 断 当前 结 点 是 否 满 足 限界 条 件 ， 如 果 不 满 足 不 再 扩展 


1Е(11уепоае.ср+11уепоае .гр<ЬезЕр) 


continue; 
// 扩 展 左 孩子 
Еср=11уепоае.ср; // 当 前 购物 车 中 的 价值 
trp=livenode.rp-goods [t] .value; // 不 管 当前 物品 装 入 与 否 ， 剩 余 价 值 都 会 减少 。 
Еги=11уепоае.км; // 购 物 车 剩余 容量 


if (trw>=goods [t] .weight) // 满 足 约束 条 件 ， 可 以 放 入 购物 车 
{ 
lchild.rw=trw-goods[t] .weight; 
lchild.cp=tcp+goods[t] .value; 
lchild=Node (lchild.cp,trp,1lchild.rw,t+1);// 传 递 参数 
for(int ТЕТЕ) 
{ 
lchild.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 以 前 的 解 向 量 
} 
lchild.x[t]=true; 
if (lchild.cp>bestp)// 比 最 优 值 大 才 更 新 
bestp=lchild.cp; 
q.push (1сһі1а); // 左 孩子 入 队 


} 
// 扩 展 右 孩子 


if (Еср+Егр>=БезЕр) // 满 足 限界 条 件 ， 不 放 入 购物 车 
{ 


rchild=Node (tcp,trp,trw,t+1);// 传 递 参 数 


354 | OESE 分 支 限界 法 


} 


{ 





} 


for(int 1=1;1<6;1++) 
{ 
rchild.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 以 前 的 解 向 量 
} 
rchild.x[t]=false; 
q.push (хсһі1а) ;// 右 孩子 入 队 
} 
} 
return bestp; // 返 回 最 优 值 


int main() 


// 输 入 物品 的 个 数 和 背包 的 容量 
cout << "请 输入 物品 的 个 数 n: "; 
cin >> n; 


cout << "请 输入 购物 车 的 容量 W: "; 


cin >> W; 

cout << "请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 v， 用 空格 分 开 : "; 
bestp=0; //bestv 用 来 记录 最 优 解 
sumw=0; / / sumw 为 所 有 物品 的 总 重量 
sumv=0; //sum 为 所 有 物品 的 总 价值 


for(int 1=1; i<=n; i++) 
{ 
cin >> goods[i] .weight >> goods[i] .value;// 输 入 第 i 件 物品 的 体积 和 价值 
sumw+= goods [1] .weight; 
Sumv+= goods [і] .value; 
} 
if (sumw<=W) 
{ 
bestp=sumv; 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : "<<bestp<<endl; 
cout<<" 所 有 的 物品 均 放 入 购物 车 。"; 
return 0; 
} 
bfs(); 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : "<<bestp<<endl; 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 序号 为 :"; 
// 输出 最 优 解 
for (int 1=1; i<=n; i++) 
{ 
if (bestx[i]) 
соці<<1і<<" 1; 
} 


return 0; 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
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(2) 输入 


请 输入 物品 的 个 数 n: 4 

请 输入 购物 车 的 容量 W: 10 

请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 v， 用 空格 分 开 : 
26534524 


(3) 输出 


| 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : 15 
放 入 购物 车 的 物品 序号 为 : 1 3 4 


626 ”算法 解析 


(1) 时 间 复 杂 度 

算法 的 运行 时 间 取 决 于 它 在 搜索 过 程 中 生成 的 结 点 数 , 而 限界 函数 可 以 大 大 减少 所 生成 
的 结 点 个 数 ， 避 免 无 效 搜索 ， 加 快 搜索 速度 。 

左 孩子 需要 判断 约束 函数 ， 右 孩子 需要 判断 限界 函数 ， 那 么 最 坏 有 多 少 个 左 孩 子 和 右 孩 
子 呢 ?我 们 看 规模 为 n 的 子 集 树 ， 最 坏 情况 下 的 状态 如 图 6-22 所 示 。 


深度 为 0 ”2" 个 结 点 






深度 为 1 2! 个 结 点 


深度 为 2 2? 个 结 点 





深度 为 x 2" 个 结 点 


Н 6-22 АНИ (РЯ 


总 的 结 点 个 数 有 L +22 =2 一 1, 减 去 树 根 结 点 再 除 2 就 得 到 了 左右 孩子 结 点 的 个 
数 ， 左 右 孩子 结 点 的 个 数 = (2"”1-1—-1) /2=2"-1. 

约束 函数 时 间 复 杂 度 为 0(1)， 限 界 函 数 时 间 复 杂 度 为 0(1)。 最 坏 情 况 下 有 ONNE 
子 结 点 调用 约束 函数 ， 有 0O(2”) 个 右 孩 子 结 点 需要 调用 限界 函数 ， 故 计算 购物 车 问题 的 分 支 
限界 法 的 时 间 复 杂 度 为 O(02”)。 

(2) 空间 复杂 度 

空间 主要 耗费 在 Node 结 点 里 面 存 储 的 变量 和 解 向 量 ， 因 为 最 多 有 ONAA, mE 


356 | 分 支 限界 法 


个 结 点 的 解 向 量 需 要 O(n) 个 空间 ， 则 空间 复杂 度 为 O(n*2”)。 其 实 每 个 结 点 都 记录 解 向 量 
的 办 法 是 很 笨 的 噢 ， 我 们 可 以 用 指针 记录 当前 结 点 的 左右 孩子 和 父亲 ， 到 达 叶 子 时 逆向 找 其 
父亲 结 点 , 直到 根 结 点 , 就 得 到 了 解 向 量 , 这 样 空间 复杂 度 降 为 O(n), 大 家 不 妨 动手 写 写 看 。 


6.27 算法 优化 拓展 一 一 优先 队列 式 分 支 限 界 法 


优先 队列 优化 ， 简 单 来 说 就 是 以 当前 结 点 的 上 界 为 优先 值 ， 把 普通 队列 改 成 优先 队列 ， 
这 样 就 得 到 了 优先 队列 式 分 支 限界 法 。 

1. 算法 设计 

优先 级 定义 为 活 结 点 代表 的 部 分 解 所 描述 的 装 入 的 物品 价值 上 界 ， 该 价值 上 界 越 大 ， 优 
先 级 越 高 。 活 结 点 的 价值 上 界 ир = 活 结 点 的 cp+ 剩 余 物 品 装 满 购物 车 剩余 容量 的 最 大 价值 ғр’. 


约束 条 件 : 
wx <W 
限界 条 件 : 
ир=ср+тр' > Бер 
2. 完美 图 解 


假设 我 们 现在 有 4 个 物品 和 购物 车 的 容量 ， 每 个 物品 的 重量 w 为 《2，5，4，2)， 价 值 
у (6, 3, 5, 4), МИН 10 (W=10), WA 6-23 所 示 。 求 在 不 超过 购物 车 容量 
的 前 提 下 ， 把 哪些 物品 放 入 购物 车 ， 才 能 获得 最 大 价值 。 

(1) 初始 化 

sumw 和 ѕиту 分 别 用 来 统计 所 有 物品 的 总 重量 和 总 价值 。sumw=13，sumy=18，sumw>W， 
因此 不 能 全 部 装 完 ， 需 要 搜索 求解 。 

(2) 按 价值 重量 比 非 递增 排序 

把 序号 和 价值 重量 比 存储 在 辅助 数组 中 , 按 价 值 重量 比 非 递 增 排序 , 排序 后 的 结果 如 图 6-24 
所 示 。 


1 2 3 4 1 4 3 2 


“e 5 we [ee s 1s 
В 6-23 ”物品 的 重量 和 价值 6-24 ”物品 的 重量 和 价值 (排序 后 ) 


为 了 程序 处 理 方便 ， 把 排序 后 的 数据 存储 在 w[] 和 v[] 数 组 中 。 后 面 的 程序 在 该 数组 上 操 
作 即 可 ， 如 图 6-25 所 示 。 
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(3) 创建 根 结 点 А 

初始 化 当前 放 入 购物 车 的 物品 重量 cp=0; 当前 价值 上 界 wp=sumv; 当前 剩余 容量 rw=W; 
当前 处 理 物品 序号 为 1: 当前 最 优 值 bestp=0。 最 优 解 初始 化 为 x[]= (0, 0, 0, 0), @J#— 
个 根 结 点 Моде (cp，up，rw，id)， 标 记 为 A， 加 入 优先 队列 q 中 ， 如 图 6-26 所 示 。 





1 2 3 4 
中 (paprwid 
юу 6 Га [5 [5 ао @ «ГР 
Р 6-25 物品 的 重量 和 价值 图 6-26 ”搜索 过 程 及 优先 队列 状态 
(4) 扩展 A 结 点 


队 头 元 素 A 出 队 ， 该 结 点 的 up2bestp, НЕВЫ, ВИЗ Е. rw=10>w[1]=2, PRE 
量 大 于 1 号 物品 重量 , 满足 约束 条 件 , 可 以 放 入 购物 车 , 生成 左 孩 子 , 令 cp=0+6=6, rw=10-2=8。 

那么 上 界 怎 么 算 呢 ? wp=cp+ps=cp+ 剩 余 物 品 装 满 购物 车 剩余 容量 的 最 大 价值 рр". RR 
容量 还 有 8， 可 以 装 入 2、3 号 物品 ， 装 入 后 还 有 剩余 容量 2， 只 能 装 入 4 号 物品 的 一 部 分 ， 
装 入 的 价值 为 剩余 容量 * 单 位 重量 价值 ， 即 2X3/5=1.2，P 二 4+5+1.2=10.2，MPp= cp+rp'=16.2, 
在 此 需要 注意 ， 购 物 车 问题 属于 0-1 背包 问题 ， 物 品 要 么 装 入 ， 要 么 不 装 入 ， 是 不 可 以 分 割 ， 
这 里 为 什么 还 会 有 部 分 装 入 的 问题 呢 ? 很 多 同学 看 到 这 里 都 有 这 样 的 疑问 , 我 们 在 此 不 是 真 
的 部 分 装 入 了 ， 只 是 算 上 界 而 已 。 (cp.up.rw.id) 


Node(0.18.10.1) 


令 =2, x[1]=1, 解 向 量 更 新 为 x[]= (1, x[]=(0.0.0.0) 






0，0，0)， 创 建新 结 点 B， 加 入 q 队列 ， х=] 
更 新 bestp=6， 如 图 6-27 所 示 。 № 42(6,16.2,8,2) 06 aje] | [| 
x[]=(1.0.0.0) > 
再 扩展 右 分 支 ， ср=0, ги=10, 剩余 容 
量 可 以 装 入 2、3 号 物品 ,， 装 入 后 还 有 剩余 Te 


容量 4, 只 能 装 入 4 号 物品 的 一 部 分 , 装 入 的 价值 为 剩余 容量 * 单 位 重量 价值 , 即 4X3/5=2.4， 
гр'=4+5+2.4=11.4, up=cp+rp'=11.4, up>bestp, Їй Е ЖА, Z 二 2，x[1]=0， 解 向 量 更 新 
为 x[]= “0，0，0，0)， 生 成 右 孩子 C， 加 入 q 队列 ， 如 图 6-28 所 示 。 

(cp.up.rw, id) 


М№ 4е(0,18.10,1) À 
040000). А 





Node(6,16.2,8,2) Node(0,11.4,10,2) 
x[]=(1,0,0,0) x[]=(0,0,0,0) s COED 


图 6-28 ”搜索 过 程 及 优先 队列 状态 
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(5) 扩展 B 结 点 
队 头 元 素 В 出 队 , 该 结 点 的 up 宇 bestp, 满 足 限界 条 件 , 可 以 扩展 ,剩余 容量 rw=8>w[2]=2， 
大 于 2 号 物品 重量 , 满足 约束 条 件 , 令 ср=6+4=10, rw=8-2=6, ир=ер+тр'=10+5+2Х 3/5=16.2, 
大 3，x[2]=1， 解 向 量 更 新 为 x[]= (1，1，0，0)， 生 成 左 孩 子 D， 加 入 q 队列 ， 更 新 bestp=10。 
再 扩展 右 分 支 ，cp=6，ry=8， 剩 余 容 量 可 以 装 入 3 号 物品 ，4 号 物品 部 分 装 入 ， 
ир=ер+тр'=6+5+3 X 4/5=13.4, up>bestp, WERFF $ 13, x[2]=0, НИЕ х[= (1, 
0, 0, 0), EREZTE, WA q 队列 。 注 意 : q 为 优先 队列 ， 其 实 是 堆 实 现 的 ， 如 果 不 想 
搞 清楚 ， 只 需要 知道 每 次 up 值 最 大 的 结 点 出 队 即 可 ， 如 图 6-29 所 示 。 
(cp.up.rw.id) 
Node(0,18,10,1 
x[]=(0,0,0,0) 
ж=1 х1=0 


М№ае(6,16.2,8,2) am 
x[]=(1,0,0,0) в, 










М№ае(0,11.4,10,2) 
х[]=(0,0,0,0) 


М№оае(10,16.2,6,3) №оае(6,13.4,8,3) 
х1]=(1,1,0,0) “ x[]=0,0,0,0) g [plcls| | 
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х2=1 





(6) 扩展 D 结 点 


队 头 元 素 D 出 队 ， 该 结 点 的 wp 三 bestp, 满足 限界 条 件 ， 可 以 扩展 。 剩余 容量 rw=6>w[3]=4， 
大 于 3 号 物品 重量 , 满足 约束 条 件 , $ ср=10+5=15, rw=6-4=2, ир=ер+ир'=10+5+2 X 3/5=16.2, 
三 4，x[3]=1， 解 向 量 更 新 为 x[]= (1，1，1，0)， 生 成 左 孩子 F， 加 入 q 队列 ， 更 新 bestp=15。 

再 扩展 右 分 支 ，cp=10，rw=8,， 剩余 容量 可 以 装 入 4 号 物品 , ир=ср+тр'=10+3=13, up<bestp， 
不 满足 限界 条 件 ， 舍 弃 右 孩子 ， 如 图 6-30 所 示 。 

(cp,up.rw,id) 


Node(0,18,10,1 
x[]=0,0,0,0) 2 


x =1 










XI =0 
Node(6,16.2,8,2) 
x[]=(1.0.0.0) 
Node(0,11.4,10,2) 
х[]=(0,0.0,0) 
Node( 10,16.2,6,3 
x[]=(1,1,0,0) 


x[]=01,1,1,0) - е [се| 


图 6-30 ”搜索 过 程 及 优先 队列 状态 
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(7) 扩展 F 结 点 

队 头 元 素 F 出 队 ， 该 结 点 的 wp 宇 bestp， 满足 限界 条 件 ， 可 以 扩展 。 剩余 容量 rw=2<w[4]=5， 
不 满足 约束 条 件 ， 舍 弃 左 孩子 。 

再 扩展 右 分 支 ，cp=15，rw=2， 虽 然 有 剩余 容量 ， 但 物品 已 经 处 理 完毕 ， 已 没有 物品 可 
ИЖ №, up=cp+rp'=15+0=15, up2bestp, 满足 限界 条 件 ， 令 六 5$，x[4]=0， 解 癌 量 为 x[]= (1, 
1，1，0)， 生 成 右 孩 子 G， 加 入 9g 队列 ， 如 图 6-31 所 示 。 

(cp.up,rw,id) 


Node(0,18,10.1) 
x[]=(0.0.0,0) 











Node(6,16.2,8,2) 
x[]=(1,0,0,0) 


ху=1 
М№оае(10,16.2,6,3), 
х[]=(1,1,0,0) 


Node(0,11.4,10,2) 
gro x[]=(0.0.0.0) 


Node(6.13.4.8,3) 


х3=1 x[]=(1 :0,0,0) 


Node(15,16.2,2,4) 
x[]=(1,1,1,0) 


NAGLI ¿[s[e|*1 | 
图 6.31 搜索 过 程 及 优先 队列 状态 


(8) 扩展 G 结 点 

队 头 元 素 G НИ, 该 结 点 的 wp 三 bestp， 满足 限界 条 件 ， 可 以 扩展 。 酉 5， 已 经 处 理 完毕 ， 
bestp=cp=15， 是 最 优 解 ， 解 向 量 (1，1，1，0)。 注 意 : 虽然 解 是 (1，1，1，0)， 但 对 应 的 
物品 原来 的 序号 是 1、4、3。G 出 队 后 队列 ， 如 图 6-32 所 示 。 alela 

(9) 队 头 元 素 卫 出 队 ， 该 结 点 的 wp<bestp， 不 满足 限界 条 件 ， SURE 
不 再 扩展 。 图 6-32 ”优先 队列 状态 

(10) 队 头 元 素 C 出 队 ， 该 结 点 的 wp<bestp， 不 满足 限界 条 件 ， 不 再 扩展 。 

(11) 队列 为 空 ， 算 法 结束 。 


3. 伪 码 详解 
(1) 定义 结 点 和 物品 结构 体 
struct Node // 定 义 结 点 , 记录 当前 结 点 的 解 信息 


{ 
int ср; //ср 装 入 购物 车 的 物品 价值 
double up; // 价 值 上 界 
int rw; // 背 包 剩余 容量 
int id; // 物 品 号 
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bool х[ м]; 

Node() { memset (bestx, 0, sizeof (bestx)); } 
Node (int _cp, double ир, int _rw int іа) 
{ 


ср = -BY 
úp = ир; 
гм = гм; 
id = іа; 


} 
}; 
struct Goods // 定 义 物品 结构 体 ， 包 含 物品 重量 、 价 值 
{ 
int weight; 
int value; 
}goods [N] ; 


(2) 定义 辅助 结构 体 和 排序 优先 级 〈 从 大 到 小 排序 
struct Object // 包 含 物品 序号 和 单位 重量 价值 ， 用 于 按 单位 重量 价值 (价值 /重量 比 ， 排序 


{ 
int id; ”// 物 品 序号 
double d; // 单 位 重量 价值 
}$ [№]; 
// 定 义 排 序 优先 级 按照 物品 单位 重量 价值 由 大 到 小 排序 
bool cmp (Object al,Object a2) 
{ 





return а1.а>а2.а; 





} 


(3) 定义 队列 的 优先 级 
以 ир МАМ, ир 值 越 大 ， 越 优先 。 


bool operator <(const Node &а, const Node &b) 
{ 

return а.пр<Ь.ир; 
} 


(4) 计算 结 点 的 上 界 


double Bound (Node tnode) 
{ 
double maxvalue=tnode .cp;// 已 装 入 购物 车 物品 价值 
int t=tnode.id;// 排 序 后 序号 
double left=tnode.rw;// 剩 余 容量 
while (t<=n&&w[t]<=left) 
{ 
maxvalue+=v[t]; 
left-=w[t]; 
) 
if (t<=n) 
maxvalue+=1.0*v[t]/w[t] *left; 
return maxvalue; 
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(5) 优先 队列 分 支 限 界 法 搜索 函数 


int Priorbfs() 
{ 
int 6, Еср, tup, trw; // 当 前 处 理 的 物品 序号 七 ， 当 前 装 入 购物 车 物品 价值 tcp， 
// 当 前 装 入 购物 车 物品 价值 上 界 tup， 当 前 剩余 容量 trw 
priority аџеџе<Моде> q; // 创 建 一 个 优先 队列 ， 优 先 级 为 装 入 购物 车 的 物品 价值 上 界 up 
qd.push(Node(0，sumv，W，1));//V 初 始 化 ， 根 结 点 加 入 优先 队列 
while(!q.empty()) 
{ 
Node livenode，lchild，rchild;// 定 义 3 个 结 点 型 变量 
livenode=q.top(); // 取 出 队 头 元 素 作 为 当前 扩展 结 点 livenode 
а.рор(); // 队 头 元 素 出 队 
{=11уепоае.1а; // 当 前 处 理 的 物品 序号 
// 搜 到 最 后 一 个 物品 的 时 候 不 需要 往 下 搜索 。 
// 如 果 当 前 的 购物 车 没有 剩余 容量 (已 经 装 满 ) 了 ， 不 再 扩展 。 
if(t>n||livenode.rw==0) 
{ 
if (1іуеподе.ср>=реѕір) // 更 新 最 优 解 和 最 优 值 
{ 
for(int 1=1; і<=п; 1++) 
{ 
реѕіх [1] =1іуеподе.х [1]; 
} 
реѕір=1іуеподе.ср; 
} 


continue; 


) 
// 判 断 当 前 结 点 是 否 满足 限界 条 件 ， 如 果 不 满足 不 再 扩展 
if(livenode.up <БезЕр) 
continue; 
// 扩 展 左 孩子 
tcp=livenode.cp;  ”// 当 前 购物 车 中 的 价值 
trw=livenode.rw; / /购物 车 剩余 容量 
if (trw>=w[t]) // 满 足 约束 条 件 ， 可 以 放 入 购物 车 
{ 
lchild.cp=tcp+v[t]; 
lchild.rw=trw-w[t]; 
lëeb3 la. La=t-+l; 
tup=Bound (1child); // 计 算 左 孩子 上 界 
lchild=Node (lchild.cp,tup,lchild.rw,t+1);// 传 递 参数 
for(int i=1l»;i<t;i++) 
{ 
lchild.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 以 前 的 解 向 量 
} 
lchild.x[t]=true; 
if (lchild.cp>bestp)// 比 最 优 值 大 才 更 新 
bestp=lchild.cp; 
q.push (lchild);// 左 孩子 入 队 


} 
// 扩 展 右 孩子 
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rchild.cp=tcp; 
rchild.rw=trw; 
rchild.id=t+1; 
tup=Bound (rchild);  // 右 孩子 计算 上 界 
if (tup>=bestp) /7 满足 限界 条 件 ， 不 放 入 购物 车 
{ 
rchild=Node (tcp, tup, Е ги, (+1); / 164290 
for(int i=l;i<t;i++) 
{ 
l 
rchild.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 以 前 的 解 向 量 
} 
rchild.x[t]=false; 
q.push (rchild);// 右 孩子 入 队 
} 
} 


return bestp; // 返 回 最 优 值 





} 
4. 实战 演练 


//program 6-1-1 
#include <iostream> 
#include <algorithm> 
#include <cstring> 
#include <cmath> 
#include <queue> 
using namespace std; 
const int N 10; 


| bool pasta DN // 记 录 最 优 解 
int w[N],v[N]; // 辅 助 数组 ， 用 于 存储 排序 后 的 重量 和 价值 


struct Моде // 定 义 结 点 ， 记 录 当 前 结 点 的 解 信息 
{ 
int ср; / / cp 装 入 购物 车 的 物品 价值 
double чр; /1 价值 上 界 
int ги; // 背 包 剩 余 容 量 
int id; // 物 品 号 
bool х[ м]; 


Моае() { memset (х, 0, sizeof (x)); } 
Моде (int _ср, double up, int рм, int _19) 


{ 


ср = _cp; 
МЕ = _up; 
rw = _rw; 
id = _id; 
| } 
| }; 
| struct Соодз /7 定义 物品 结构 体 ， 包 含 物品 重量 、 价 值 


{ 
int weight; 
int value; 
}goods [№]; 
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struct Object// 定 义 辅助 物品 结构 体 ， 包 含 物品 序号 和 单位 重量 价值 ， 用 于 按 单位 重量 价值 (价值 /重量 比 ) 排序 
{ 

int id; // 物 品 序号 

double d;// 单 位 重量 价值 
ISIN]; 


/7 定义 排序 优先 级 按照 物品 单位 重量 价值 由 大 到 小 排序 
bool cmp (Object al,Object а2) 
{ 
return al.d>a2.d; 
) 


// 定 义 队列 的 优先 级 。 以 up 为 优先 级 ，up 值 越 大 ， 也 就 越 优先 
bool operator <(const Node &а, const Node &b) 
{ 
return a.up<b.up; 
} 


int реѕір, Й, п, эшти, sumy; 
/* 

bestv 用 来 记录 最 优 解 

W 为 背包 的 最 大 容量 

n 为 物品 的 个 数 

sumw 为 所 有 物品 的 总 重量 


sumv 为 所 有 物品 的 总 价值 
*/ 


double Bound (Node tnode) 
{ 
double maxvalue=tnode .cp;// 已 装 入 购物 车 物品 价值 
int t=tnode.id;y// 排 序 后 序号 
double left=tnode .rw;// 剩 余 容 量 
while (t<=n&&w[t]<=left) 
{ 
maxValue+=V[ 七 ] 
left-=w[t]; 
) 
if (t<=n) 
maxvalue+=1.0*v[t]/w[t] *left; 
return maxvalue; 
} 
//priorbfs 为 优先 队列 式 分 支 限界 法 搜索 
int priorbfs() 
{ 
int t,tcp,tup,trw; // 当 前 处 理 的 物品 序号 七， 当前 装 入 购物 车 物品 价值 tcp， 
// 当 前 装 入 购物 车 物品 价值 上 界 tup， 当 前 剩余 容量 trw 
priority_queue<Node> а; // 创 建 一 个 优先 队列 , 优先 级 为 装 入 购物 车 的 物品 价值 上 界 up 
q.push (Моде (0，sumv，W，1));// 初 始 化 , 根 结 点 加 入 优先 队列 
whilel(l!q.empty()) 
{ 
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Node livenode，1lchild，rchild;// 定 义 3 个 结 点 型 变量 


livenode=q.top(); // 取 出 队 头 元 素 作 为 当前 扩展 结 点 1ivenode 
а.рор(); // 队 头 元 素 出 队 
t=livenode.id; // 当 前 处 理 的 物品 序号 


// 搜 到 最 后 一 个 物品 的 时 候 不 需要 往 下 搜索 。 
// 如 果 当 前 的 购物 车 没有 剩余 容量 (已经 装 满 ) 了 ， 不 再 扩展 
if(t>n||livenode.rw==0) 
{ 
if (livenode.cp>=bestp) / /更 新 最 优 解 和 最 优 值 
{ 
for (int 1=1; і<=п; i++) 
{ 
bestx[i]=livenode.x[i]; 
} 
bestp=livenode.cp; 
} 


continue; 


} 
// 判 断 当前 结 点 是 否 满足 限界 条 件 ， 如 果 不 满足 不 再 扩展 


1Е(11уепоае.пр <bestp) 


continue; 
// 扩 展 左 孩子 
tcp=livenode.cp; // 当 前 购物 车 中 的 价值 
trw=livenode.rw; // 购 物 车 剩余 容量 
if (Е ги>=м [Е] ) // 满 足 约束 条 件 ， 可 以 放 入 购物 车 


{ 
lchild.cp=tcp+v[t]; 
lchild.rw=trw-w[t]; 
Léhild.id=t+1; 
tup=Bound (1сћі1а); // 计 算 左 孩 子 上 界 
lchild=Node (lchild.cpytup,lchild.rw,t+1);// 传 递 参 数 
for(int i=1;i<t;i++) 
{ 
lchild.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 以 前 的 解 向 量 
} 
lchild.x[t]=true; 


if (lchild.cp>bestp) // 比 最 优 值 大 才 更 新 
bestp=lchild.cp; 
q.push (1сһі1а); // 左 孩子 入 队 
} 
// 扩 展 右 孩 子 


rchild.cp=tcp; 
rchild.rw=trw; 
rchild.id=t+1; 
tup=Bound (гсһі1а); // 右 孩子 计算 上 界 
if (tup>=bestp) /7 满足 限界 条 件 ， 不 放 入 购物 车 
{ 
rchild=Node (tcp, tup, trw, +1) ; // 0% 
for (int i=l;i<t;i++) 
{ 
rchild.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 以 前 的 解 向 量 
} 








} 
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rchild.x[t]=false; 


int main() 


{ 


q.push (rchild); // 右 孩子 入 队 
} 
} 
return bestp; // 返 回 最 优 值 。 
bestp=0; //bestv 用 来 记录 最 优 解 
sumw=0; / / sumw 为 所 有 物品 的 总 重量 
зиту=0; //sum 为 所 有 物品 的 总 价值 


cout << "请 输入 物品 的 个 数 n: "; 

сій >> üz 

cout << "请 输入 购物 车 的 容量 W: "; 

сіп >> W; 

cout << "请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 vy， 用 空格 分 开 : "; 
for(int 1=1; i<=n; 1++) 


{ 


cin >> goods [і] .weight >> goods [i] .value;// 输 入 第 і 件 物品 的 体积 和 价值 。 


sumw+= goods[i].weight; 
sumv+= дооаѕ [і] .value; 
5[1-1].іа=і; 
5 [1-1] .9=1.0*дооаѕ [i] .value/goods [1] .weight; 
} 
if (sumw<=W) 
{ 
bestp=sumv; 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : "<<реѕір<<епа1; 
cout<<" 所 有 的 物品 均 放 入 购物 车 。"; 
return 0; 
} 
sört (5, Ѕ+п, стр); // 按 价值 重量 比 非 递增 排序 
cout<<" 排 序 后 的 物品 重量 和 价值 : "<<endl; 
for(int 1=1;1<=0;1++) 


{ 


w[i]=goods[S[i-1] .id] .weight;// 把 排序 后 的 数据 传递 给 辅助 数组 


v[i]=goods[S[i-1].id].value; 


cout<<w[i]<<" "<<у[1]<<епа1; 
) 
priorbfs(); // 优 先 队列 分 支 限界 法 搜索 
// 输出 最 优 解 


cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : "<<bestp<<endl; 
cout<<" 放 入 购物 车 的 物品 序号 为 : "; 
// 输 出 最 优 解 
for(int 1=1;1<=0;1++) 
{ 

if (bestx[i]) 

cout<<S[i-1].id<<" ";// 输 出 原 物 品 序号 (排序 前 的 ) 

} 


return 0; 
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算法 实现 和 测试 

(1) 运行 环境 

Code::Blocks 

(2) 输入 

请 输入 物品 的 个 数 n: 4 

请 输入 购物 车 的 容量 W: 10 

请 依次 输入 每 个 物品 的 重量 w 和 价值 v， 用 空格 分 开 : 
26534524 

(3) 输出 

排序 后 的 物品 重量 和 价值 : 


53 
放 入 购物 车 的 物品 最 大 价值 为 : 15 
| 放 入 购物 车 的 物品 序号 为 : 1 4 3 
5. 算法 复杂 度 分 析 
虽然 在 算法 复杂 度数 量 级 上 ， 优 先 队列 的 分 支 限 界 法 算法 和 普通 队列 的 算法 相同 ， 
但 从 图 解 可 以 看 出 ， 优 先 队列 式 的 分 支 限 界 法 算法 生成 的 结 点 数 更 少 ， 找 到 最 优 解 的 速 
度 更 快 。 


6.3 EDADE YE 


终于 有 一 个 盼望 已 久 的 假期 ! 立马 拿 出 地 图 ， 标 出 最 想 去 的 n 个 
景点 ,以 及 两 个 景点 之 间 的 距离 dp 为 了 节省 时 间 ， 我 们 希望 在 最 短 
的 时 间 内 看 遍 所 有 的 景点 ,而且 同 一 个 景点 只 经 过 一 次 。 怎么 计划 行 
程 ， 才 能 在 最 短 的 时 间 内 不 重复 地 旅游 完 所 有 景点 回 到 家 呢 ? 


6.3.1 问题 分 析 


现在 我 们 从 1 号 景点 出 发 , 游览 其 他 3 个 景点 , 先 给 景点 编号 1 一 
4， 每 个 景点 用 一 个 结 点 表示 ， 可 以 直接 到 达 的 景点 有 连 线 ， 连 线 上 
的 数字 代表 两 个 景点 之 间 的 路 程 〈 时 间 )。 那 么 要 去 的 景点 地 图 就 转 。 图 6.33 旅游 景点 地 图 
化 成 了 一 个 无 向 带 权 图 ， 如 图 6-34 所 示 。 
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在 无 向 带 权 图 G= (V, E) 中 ， 结 点 代表 景点 ， 连 线 上 的 数字 代表 景点 之 间 的 路 径 长 度 。 
我 们 从 1 号 结 点 出 发 ， 先 走 哪些 景点 ， 后 走 哪些 景点 呢 ? 只 要 是 
可 以 直接 到 达 的 ， 即 有 边 相 连 的 ， 都 是 可 以 走 的 。 问 题 就 是 要 找 
出 从 出 发 地 开始 的 一 个 景点 排列 ， 按 照 这 个 顺序 旅行 ， 不 重复 地 

走 遍 所 有 景点 回 到 出 发 地 ， 所 经 过 的 路 径 长 度 最 短 。 
因此 ， 问 题 的 解 空 间 是 一 棵 排列 树 。 显 然 ， 对 于 任意 给 定 的 
Hen ЗЕ 一 个 无 向 带 权 图 ， 存 在 某 两 个 景点 之 间 没 有 直接 路 径 的 情况 。 也 
就 是 说 ， 并 不 是 任何 一 个 景点 排列 都 是 一 条 可 行路 径 〈 问 题 的 可 
行 解 )， 因 此 需要 设置 约束 条 件 ， 判 断 排列 中 相 邻 的 两 个 景点 之 间 是 否 有 边 相 连 ， 有 边 的 则 
可 以 走 通 ; 反之 ， 不 是 可 行路 径 。 另 外 ， 在 所 有 的 可 行路 径 中 ， 要 求 找 出 一 条 最 短路 径 ， 因 

此 需要 设置 限界 条 件 。 


6.3.2 算法 设计 


(1) 定义 问题 的 解 空 间 

奇妙 之 旅 问 题解 的 形式 为 n 元 组 : {x1，x2，…，xi， "…，xn}， 分 量 x 表 示 第 i 个 要 去 的 旅 
游 景 点 编号 ， 景 点 的 集合 为 5={1，2，…，n}。 因 为 景点 不 可 重复 走 ， 因 此 在 确定 x; 时， 前 面 
走 过 的 景点 {x1，x2，…，xi1} 不 可 以 再 走 ，x; 的 取 值 为 S-fxi，z，…，xP， 关 1，2，…，71。 

(2) 解 空间 的 组 织 结构 e 

问题 解 空 间 是 一 棵 排列 树 ， 树 的 深度 为 
n=4， 如 图 6-35 所 示 。 

(3) 搜索 解 空间 

° 约束 条 件 

用 二 维 数组 8g[D 存 储 无 向 带 权 图 的 邻接 矩 з Z ` 






阵 ， 如 果 8 四 四 夭 ce 表示 城市 二 和 城市 有 边 相 

连 ， 能 走 通 。 x=4 
° 限界 条 件 | 
cl<bestl, cl КН 0, bestl 始 值 为 +ce , Н 6-35 解 空间 树 ( 排 列 树 ) 


сі: 当前 已 走 过 的 城市 所 用 的 路 径 长 度 。 

bestl: 表示 当前 找到 的 最 短路 径 的 路 径 长 度 。 

。 搜索 过 程 

如 果 采 用 普通 队列 (先进 先 出 ) 式 的 分 支 限界 法 ， 那 么 除了 最 后 一 层 外 ， 所 有 的 结 点 都 
会 生成 ， 这 显然 不 是 我 们 想 要 的 ， 因 此 解决 该 问题 ， 普 通 队列 式 的 分 支 限 界 法 是 不 可 行 的 。 
那么 可 以 使 用 优先 队列 式 分 支 限界 法 ， 加 速算 法 的 搜索 速度 。 
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设置 优先 级 ， 当 前 已 走 过 的 城市 所 用 的 路 径 长 度 cl. cl 越 小 ， 优 先 级 越 高 。 

从 根 结 点 开始 ， 以 广度 优先 的 方式 进行 搜索 。 根 节点 首先 成 为 活 结 点 ， 也 是 当前 的 扩展 结 点 。 
一 次 性 生成 所 有 孩子 结 点 ， 判 断 孩 子 结 点 是 否 满足 约束 条 件 和 限界 条 件 ， 如 果 满 足 ， 则 将 其 加 入 队 
列 中 ; 反之 , 舍弃。 然后 再 从 队列 中 取出 一 个 元 素 ， 作 为 当前 扩展 结 点 ， 搜 索 过 程 队列 为 空 时 为 止 。 


6.3.3 ”完美 图 解 


例如 ， 一 个 景点 地 图 就 转化 成 无 向 带 权 图 后 ， 如 图 6-36 所 示 。 

(1) 数据 结构 

设置 地 图 的 带 权 邻接 矩阵 为 g[][]， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 7 有 边 ,就 让 [< > 
的 权 值 ， 否 则 eye EAK), wE 6-37 所 示 。 


<> 15 30 5 
15 ©; 6 512 
30 6 = 3 
Si, 12-8: ¿= 


图 6-36 无 向 带 权 图 图 6-37 邻接 和 矩阵 


(2) 初始 化 


当前 已 走 过 的 路 径 长 度 cl=0， 当前 最 优 值 bestl. 初始 化 解 向 量 x 中 和 最 优 解 bestx[， 
如 图 6-38 和 图 6-39 所 示 。 





1 2 3 4 1 2 3 4 
Ti [+ [о 
Н 6-38 ЖЕЕ x[;] 6-39 ”最 优 解 bestx[i] 


(3) 创建 A 节点 
Ao 作 为 初始 结 点 ， 因 为 我 们 是 从 1 号 结 点 出 发 ， 
因此 x[1]=1, 生成 A 结 点 ,创建 A 结 点 Node (cl, id), 





(cl, id) 
cl=0, id=2; сІ 表示 当前 已 走 过 的 城市 所 用 的 路 径 长 度 ， ло) Э 
这 表示 层 号 ; 解 向 量 x[]= (1, 2, 3, 4), А 加 入 优先 f ) | 
队列 g 中， 如 图 6-40 所 示 。 图 6-40 ”搜索 过 程 及 优先 队列 状态 


(4) 扩展 A 结 点 
队 头 元 素 A 出 队 ， 一 次 性 生成 A 结 点 的 所 有 孩子 ， 用 t 记 录 A 结 点 的 id, t2. 
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搜索 A 结 点 的 所 有 分 支 ，for(j=t;j<=n; j++)。 对 每 一 个 j， 判 断 x[ 汪 1] 结 点 和 x 四 结 点 是 否 有 
边 相 连 ， 且 cltg[x[ 汪 1]][[xW]]<best1?， 即 判定 是 否 满足 约束 条 件 和 限界 条 件 。 如 果 满 足 则 生成 新 
结 点 Node (cl, id), 新 结 点 的 cl=cl+g[x[t-1]][[x[/]], ЕН id=t+1， 复 制 父 结 点 A 的 解 向 量 ， 
并 执行 交换 操作 swap (x 团 ，x 四 )， 刚 生成 的 新 结 点 加 入 优先 队列 ;如果 不 满足 ， 则 舍弃 。 
° j=2: 因为 x[1] 结 点 和 x[2] 结 点 有 边 相 连 ， 且 с/+2[1][2]=0+15=15<Беѕ=оо, ўй д.2) 
条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 B 结 点 Node (15，3)。 复 制 父 结 点 A 的 解 向 量 x[]= (1, 2, 
3，4)， 并 执行 交换 操作 swap ОИ, ХЛ), BD x[2] 和 x[2] 交 换 ， 解 向 量 x[]= (1, 2, 
3，4)。B 加 入 优先 队列 。 
° j=3: 因为 x[1] 结 点 和 x[3] 结 点 有 边 相 连 ， 且 сН#[1][3]=0+30=30<фези=оо, 满足 约束 
条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 C 结 点 Node (30，3)。 复 制 父 结 点 A 的 解 向 量 x[]= (1, 2, 
3，4)， 并 执行 交换 操作 swap ОЙ, х2, Вр x[2] 和 x[3] 交 换 ， 解 向 量 x[]= (1，3， 
2，4)。C 加 入 优先 队列 。 
° =4: 因为 x[1] 结 点 和 x[ 利 结 点 有 边 相 连 ， 且 сн [1] [4] =0+5=5<БезИ=<о, ЖЕНЯ 
件 和 限界 条 件 ， 生 成 D 结 点 Node (8，3)。 复 制 父 结 点 A 的 解 向 量 x[]= (1, 2, 3, 
4)， 并 执行 交换 操作 swap ОЙ, x[]), BD x[2] 和 x[4] 交 换 ， 解 向 量 x[]= (1, 4, 3, 
2)。D 加 入 优先 队列 。 
结果 如 图 6-41 所 示 。 
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图 6-41 搜索 过 程 及 优先 队列 状态 





(5) 队 头 元 素 D 出 队 
一 次 性 生成 D 结 点 的 所 有 孩子 ，x[]= (1, 4, 3, 2), Ніс р 结 点 的 id, =3, BR 
D 结 点 的 所 有 分 支 ，for(j=t; j<=n; j++)。 
° j=3: 因为 x[2] 结 点 和 x[3] 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+tsg[4][3]=5+3=8<best=<， 满 足 约 束 条 
件 和 限界 条 件 ， 生 成 EE A Node(8，4)。 复 制 父 结 点 DD 的 解 向 量 x[]= (1，4，3， 
2)， 并 执行 交换 操作 swap ОИ, x[]), EB x[3] 和 x[3] 交 换 ， 解 向 量 x[]= (1, 4, 3, 
2)。E 加 入 优先 队列 。 
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° j=4: 因为 x[2] 结 点 和 x[4] 结 点 有 边 相 连 ， 且 с/+2[41[2]=5+12=17<реѕ=оо, 满足 约 束 
条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 F 结 点 Node (17，4)。 复 制 父 结 点 D 的 解 向 量 x[]= (1, 4, 
3，2)， 并 执行 交换 操作 swap ОА, ХЛ», BD x[3] 和 x[4] 交 换 ， 解 向 量 x[]=(1，4，3， 
2). F 加 入 优先 队列 。 

结果 如 图 6-42 所 示 。 
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图 6-42 搜索 过 程 及 优先 队列 状态 





(6) 队 头 元 素 E 出 队 

х[]= (1, 4, 3, 2), Наж E HAH id, 4. 

° =n， 立 即 判 断 因为 x[3]=3 结 点 和 x[4]=2 结 点 有 边 相 连 ， 以 及 х 4] =2 结 点 和 x[1]=1 
结 点 有 边 相 连 ， 如 果 满 足 ， 则 判断 ctg[3][2]+g[2][1]=8+6+15=29<besW=-c<e， 立 即 更 
新 最 优 值 best!=29， 更 新 最 优 解 向 量 x[]= (1, 4, 3, 2). 

当前 优先 队列 元 素 ， 如 图 6-43 所 示 。 ITU 

(7) 队 头 元 素 B 出 队 图 6-43 ”优先 队列 状态 

一 次 性 生成 B 结 点 的 所 有 孩子 ，x[]= (1，2，3，4)， 用 t 记 录 B 结 点 的 id, 3. BR 

В 结 点 的 所 有 分 支 ，for(j=t; j<=n; j++). 

° j=3: 因为 x[2] 结 点 和 x[3] 结 点 有 边 相 连 ， 且 ci+g[2][3]=15+6=21<best/=29， 满足 约束 
条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 G 结 点 Node (21，4)。 复 制 父 结 点 B 的 解 向 量 x[]= (1, 2, 
3，4)， 并 执行 交换 操作 swap СИ, xU]), ËB x[3] 和 x[3] 交 换 ， 解 向 量 x[]= (1, 2, 
3，4)。G 加 入 优先 队列 。 

° j=4: 因为 x[2] 结 点 和 x[4] 结 点 有 边 相 连 ， 且 с/+2[2][4]=15+12=27<Беѕ1=29, їй Е 2) 
束 条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 HH 结 点 Node (17, 4)。 复 制 父 结 点 B 的 解 向 量 x[]= (1, 2, 
3，4)， 并 执行 交换 操作 swap ОЙ, ХЛ), Eh x[3] 和 x[4] 交 换 ， 解 问 量 x[]= (1, 2, 
4，3)。H 加 入 优先 队列 。 

结果 如 图 6-44 所 示 。 


6.3.4 
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(8) MATK F 出 队 
х= (1, 4, 2, 3), Нус ЕА 14, #=4, 
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图 6-44 ”搜索 过 程 及 优先 队列 状态 


° =n， 立 即 判 断 因为 x[3]=2 结 点 和 x[4]=3 结 点 有 边 相 连 ， 以 及 x[4]=3 结 点 和 x[1]=1 
结 点 有 边 相 连 ， 如 果 满 足 ， 则 判断 cl+g[2][3]+g[3][1]=17+6+30>best/=29， 不 更 新 。 

当前 优先 队列 元 素 ， 如 图 6-45 所 示 。 

(9) 队 头 元 素 G 出 队 ЕС 

x[]= (1, 2, 3, 4), На G 结 点 的 id, 4. 图 6-45 优先 队列 状态 

° j=n, МНЕ x[3]=3 结 点 和 x[4]=4 结 点 有 边 相 连 ， 以 及 x[4]=4 结 点 和 x[1]=1 
结 点 有 边 相 连 ， 如 果 满 足 ， 则 判断 citg[3][4]+g[4][1]=21+3+5=best1=29， 不 更 新 。 

(10) MATK H 出 队 

x[]= (1, 2, 4, 3), H tEUR HAM id, #4. 

° 广 2， 立 即 判断 因为 x[3]=4 结 点 和 x[4]=3 结 点 有 边 相 连 ， 以 及 x[4]=3 结 点 和 x[1]=1 
结 点 有 边 相 连 ， 如 果 满 足 ， 则 判断 citg[4][3]+g[3][1]=27+3+30>best=29， 不 更 新 。 

(11) 队 头 元 素 C 出 队 


C 结 点 的 cl=30>bestl=29, АЕ. Я, НЕ. 
伪 代 码 详解 

(1) 定义 结 点 结构 体 

struct Node // 定 义 结 点 ， 记 录 当 前 结 点 的 解 信息 


{ 
double cl; // 当 前 已 走 过 的 路 径 长 度 
int id; // 景 点 序号 
int x[N]; // 记 录 当 前 路 径 


372 | [= 分 支 限界 法 


Моде () {} 

Node (double _cl,int іа) 
{ 

ol = -cilz 

id = _id; 





}; 


(2) 定义 优先 队列 的 优先 级 
以 cl 为 优先 级 ，c! 值 越 小 ， 越 优先 。 


bool operator <(сопзЕ Node &a, const Node &b) 
{ 

return а.с1>.с1; 
} 


(3) 优先 队列 式 分 支 限界 法 搜索 函数 


//Travelingbfs 为 优先 队列 式 分 支 限界 法 搜索 
double Travelingbfs() 


{ 
inte 6; // SERAS t 
Node livenode,newnode; // 定 义 当 前 扩展 结 点 livenode, 生成 新 结 点 newnode 
priority_queue<Node> а; // 创 建 优 先 队 列 ， 优 先 级 为 已 经 走 过 的 路 径 长 度 cl1，cl 值 越 小 ， 越 优先 
newnode=Node (0,2); // 创 建 根 节点 
for (int i=l;i<=n;i++) 
{ 
пемподе.х [і] =і; // 初 时 化 根 结 点 的 解 向 量 
} 
q.push (пеипоае) ; // 根 结 点 加 入 优先 队列 
while(!q.empty()) 
{ 


livenode=q.top(); // 取 出 队 头 元 素 作 为 当前 扩展 结 点 1ivenode 


а.рор(); // 队 头 元 素 出 队 
t=livenode.id; // 当 前 处 理 的 景点 序号 

// 搜 到 倒数 第 2 个 结 点 时 个 景点 的 时 候 不 需要 往 下 搜索 
if (t==n) /7 立即 判断 是 否 更 新 最 优 解 ， 


// 例 如 当前 找到 一 个 路 径 (1243) ， 到 达 4 号 结 点 时 ， 立 即 判断 g[41] [3] 和 g[3] [1] 是 
否 有 边 相 连 ， 如 果 有 边 则 判断 当前 路 径 长 度 cl+g[4] [3]+g[3] [1]<best1， 满 足 则 更 新 最 优 值 和 最 优 解 
{ 


// 说 明 找到 了 一 条 更 好 的 路 径 ， 记 录 相 关 信息 
if (g[livenode.x[n-1]] [11 уеподе .х [п] ] !=INF&&g [11уепоае.х [п] ] [1] !=ТМЕ) 


if (1іуеподе.с1+9 [1іуеподе.х [п-1] ] [1іуеподе.х [п] ] +9 [11уепоае 
.х[п]] [1] <5ез+1) 


{ 


рез 1=11уепоае.с1+4 [11уепоае.х [п-1]] [11 уепоае.х [п] ] +9 [1 
1уепоае.х[п]] [1]; 


for(int і=1;і<=п;і++) 
{ 

bestx[i]=livenode.x[i];// 记 录 最 优 解 
} 
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continue; 
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} 
// 判 断 当前 结 点 是 否 满 足 限界 条 件 ， 如 果 不 满 足 不 再 扩展 


if (livenode.cl>=bestl) 


continue; 


// 扩 展 


// 没 有 到 达 叶 子 结 点 
for(int j=t; j<=n; j++) // 搜 索 扩 展 结 点 的 所 有 分 支 


{ 


if (9 [11 уепоае .х [4-11] [livenode.x[j]] !=ТМЕ) // 如 果 x[t-1] 景 点 与 x[j] 


景点 有 边 相连 


{ 


元 素 的 值 


return bestl; 


} 


实战 演练 


//program 6-2 
#include <iostream> 
#include <algorithm> 
#include <cstring> 
#include <cmath> 
#include <queue> 
using namespace std; 
const int INF=1e7; 
const int N=100; 
double g[N] [N]; 
int bestx[N]; 
double bestl; 
int п,м; 
struct Node 
{ 

double cl; 

int id; 

int х[м]; 

Node () {} 


double cl=livenode.cl+tg[livenode.x[t-1]] [livenode.x[j]]; 


if (cl<best1) // 有 可 能 得 到 更 短 的 路 线 


{ 


newnode=Node (cl,t+1); 
for(int i=l;i<=n;i++) 
{ 
newnode.x[i]=livenode.x[i]l;// 复 制 以 前 的 解 向 量 
} 
swap (newnode.x[t], newnode.x[j]);// 交 换 х[ Е], х[ 31 两 个 


q.push (newnode) ;// 新 结 点 入 队 


// 返 回 最 优 值 


// 设 置 无 穷 大 的 值 为 10^7 


// 景 点 地 图 邻接 矩阵 
// 记 录 当 前 最 优 路 径 
// 当 前 最 优 路 径 长 度 
// 景 点 个 数 n, 边 数 m 
// 定 义 结 点 ， 记 录 当 前 结 点 的 解 信息 


// 当 前 已 走 过 的 路 径 长 度 
// 景 点 序号 
// 记 录 当 前 路 径 
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Node (double _cl,int _id) 
t 

ol = €L} 

іа = іа; 


} 


}; 
// 定 义 队列 的 优先 级 。 以 cl ЖЖ, cl 值 越 小 ， 越 优先 
bool operator <(const Node &a, const Node &b) 
{ 
return а.с1>р.с1; 
} 
//Travelingbfs 为 优先 队列 式 分 支 限界 法 搜索 
double TravelLingbfs() 
{ 





int t; // 当 前 处 理 的 景点 序号 t 
Node 1іуеподе, пеипоае; // 定 义 当前 扩展 结 点 11уепоае, 生成 新 结 点 пемпойе 
priority_queue<Node> а; // 创 建 一 个 优先 队列 ， 优 先 级 为 已 经 走 过 的 路 径 长 度 c1, c1 值 


越 小 ， 越 优先 

newnode=Node (0,2); /7 创建 根 节 点 

for(int 1=1;і<=п;і++) 

{ 

пеиподе.х[1]=1; // 初 时 化 根 结 点 的 解 向 量 

} 

q.push (пемподе) ; // 根 结 点 加 入 优先 队列 

while(!q.empty()) 

{ 
livenode=q.top(); // 取 出 队 头 元 素 作 为 当前 扩展 结 点 1ivenode 
а.рор(); // 队 头 元 素 出 队 
t=livenode.id; // 当 前 处 理 的 景点 序号 
// 搜 到 倒数 第 2 个 结 点 时 个 景点 的 时 候 不 需要 往 下 搜索 
ЇҒ (ё==п) // 立 即 判断 是 否 更 新 最 优 解 


// 例 如 当前 找到 一 个 路 径 (1243) ， 到 达 4 号 结 点 时 ， 立 即 判断 g[41[3] 和 gf[3] [1] 是 
否 有 边 相连 ， 如 果 有 边 则 判断 当前 路 径 长 度 cl+g[4] [3]+9[3] [1]<best1， 满 足 则 更 新 最 优 值 和 最 优 解 
{ 
// 说 明 找到 了 一 条 更 好 的 路 径 ， 记 录 相 关 信 息 
if (а [1іуеподе.х[п-1] ] [1іуеподе.х [п] ] !=ТМЕ&&9 [11уепоае .х[п]] [1] !=ТМЕ) 


if (1іуеподе.с1+9 [11уепоае.х[п-1]] [11уепоае .х [п] ] +9 [11уепоа 
е.х[п]] [1] <Без%1) 


{ 


Без{1=11уепоае.с1+4 [11уепоае .х[п-1]] [11уепоае.х [п] ] +9 [1 
1уепоае .х [п]] [1]; 


сои <<епа1; 
// 记 录 当 前 最 优 的 解 向 量 
for(int 1=1;1<=п;1++) 
{ 
Безёх[1]=11уепоае.х[1]; 
} 
} 


continue; 


) 
// 判 断 当前 结 点 是 否 满足 限界 条 件 ， 如 果 不 满足 不 再 扩展 


if (livenode.cl>=best1) 
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continue; 
// 扩 展 
// 没 有 到 达 叶 子 结 点 
for(int j=t; j<=n; ј++) // 搜 索 扩 展 结 点 的 所 有 分 支 
{ 
if (g[livenode.x[t-1]] [livenode.x[j]] !=ТМЕ) // 如 果 x[t-1] 景 点 与 x[j] 
景点 有 边 相 连 
{ 
double cl=livenode.cl+g[livenode.x[t-1]] [livenode.x[j]]; 
if(cl<best1)// 有 可 能 得 到 更 短 的 路 线 
{ 
newnode=Node (c1,t+1); 
for(int і=1;і<=п;і++) 
{ 
newnode.x[i]=livenode.x[i];// 复 制 以 前 的 解 向 量 
} 
swap (newnode .x[t], newnode.x[j]);// 交 换 x[t]、x[j] 两 个 
元 素 的 值 
q.push (newnode);// 新 结 点 入 队 


return best1;// 返 回 最 优 值 


void init()// 初 始 化 


bestl=INF; 

for(int 1=0; i<=n; i++) 

{ 
bestx[i]=0; 

} 

for(int i=l;i<=n;i++) 
for(int j=i;j<=n;j++) 


gli] [了 ]=g[j] [i]=INF;// 表 示 路 径 不 可 达 
void print()// 打 印 路 径 


cout<<endl; 
cout<<" 最 短路 径 : "; 
for(int 1=1;1<=п;1++) 
cout<<bestx [1]<<"--->"; 
cout<<"1"<<endl; 
cout<<" 最 短路 径 长 度 : "<<bestl; 
} 


int main() 
{ 
int u, у, w;//u,v 代表 城市 ，w 代表 u # 城市 之 间 路 的 长 度 
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} 


cout << "请 输入 景点 数 n〈 结 点 数 ) : "; 

сіп >> п; 

ІАЕ (УР 

cout << "请 输入 景点 之 间 的 连 线 数 〈 边 数 ) : "ú; 


сіп >> п; 


cout << "请 依次 输入 两 个 景点 上 A v 之 间 的 距离 w， 格 式 : 景点 u RA v 距离 w: 


for(int i=l;i<=m;i++) 
{ 

cin>>u>>v>>w; 

g[u] [v]=g[v] [u]=w; 
} 
Travelingbfs(); 
print(); 
return 0; 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 景点 数 n 〈 结 点 数 ) : 4 
请 输入 景点 之 间 的 连 线 数 〈 边 数 ) : 6 
请 依次 输入 两 个 景点 u 和 v 之 间 的 距离 w， 格 式 : 景点 u 景点 v 距离 w 


1 


(Q) N N P = 


2 


3 
4 
3 
4 
4 


1.5 
30 


12 


(3) 输出 


| 最 短路 径 ，1--->4--->3--->2--->1 
| 最 短路 径 长 度 : 29 


6.36 ”算法 解析 


(1) 时 间 复 杂 度 
最 坏 情 况 下 ， 如 图 6-46 所 示 。 除 了 最 后 一 层 外 ， 有 1+ntn(n-1) +++ (n—1)(n—2):::2<n 
(и-1) ! 个 结 点 需要 判断 约束 函数 和 限界 函数 ， 判 断 两 个 函数 需要 O(1) 的 时 间 ， 因 此 耗 时 
O(n!)， 时 间 复 杂 度 为 О(п!). 
(2) 空间 复杂 度 
程序 中 我 们 设置 了 每 个 结 点 都 要 记录 当前 的 解 向 量 x[] 数 组 ， 占 用 空间 为 O(n)， 结 点 的 
个 数 最 坏 为 O(n!)， 所 以 该 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n*n!)。 


"<<епа1; 
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Ф 深度 为 0 1 个 结 点 





W 深度 为 2 (п) АА 


Or-DOr-2)…2 个 
—— 深度 为 x 。 (mn-D)! 个 


图 6-46 解 空间 树 〈 排 列 树 ) 





6.3.7 ”算法 优化 拓展 


1. 算法 设计 

算法 开始 时 创建 一 个 用 于 表示 活 结 点 优先 队列 。 每 个 结 点 的 费用 下 界 zehr 值 作为 优 
先 级 。cl 表示 已 经 走 过 的 路 径 长 度 ，rl 表示 剩余 路 径 长 度 的 下 界 ，rl 用 剩余 每 个 结 点 的 最 小 
出 边 之 和 来 计算 。 初 始 时 先 计算 图 中 每 个 顶点 i 的 最 小 出 边 并 用 тіпои[ 210.3, тіпѕит 
记录 所 有 结 点 的 最 小 出 边 之 和 。 如 果 所 给 的 有 向 图 中 某 个 顶点 没有 出 边 ， 则 该 图 不 可 能 有 回 
路 ， 算 法 立即 结束 。 

(1) 约束 条 件 

用 二 维 数组 g[][] 存 储 无 向 带 权 图 的 邻接 矩阵 ， 如 果 8 由 和 ce 表示 城市 上 和 城市 / 有 边 
相连 ， 能 走 通 。 

(2) 限界 条 件 

zl<bestl。 

zlł=cl+rl. 

ch: 当前 已 走 过 的 城市 所 用 的 路 径 长 度 。 

ri: 当前 剩余 路 径 长 度 的 下 界 。 

bestl: 当前 找到 的 最 短路 径 的 路 径 长 度 。 


(3) 优先 级 

设置 优先 级 : zl 指 已 经 走 过 的 路 径 长 度 + 剩 余 路 径 长 度 的 下 界 。z1 越 小 ， 优 先 级 越 高 。 
2. 完美 图 解 

例如 ， 一 个 景点 地 图 就 转化 成 无 向 带 权 图 后 ， 如 图 6-47 所 示 。 

(1) 数据 结构 


设置 地 图 的 带 权 邻接 矩阵 为 g[][]， 即 如 果 从 顶点 i 到 顶点 j 有 边 ， 就 让 giysi > 
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权 值 ， 否 则 gey EAK). 1 6-48 所 示 。 


о 15 30 5 
15 S 6 12 
30 6 = 3 
5 123 œ 


Я 6-47 无 向 带 权 图 图 6-48 ”邻接 矩阵 


(2) 初始 化 
当前 已 走 过 的 路 径 长 度 cI=0, ri=minsum=17=cl+rl=minsum, HAI RIRE bestl =. HAR 
化 解 向 量 xli RHE pestx[ 四 和 最 小 出 边 тои НЙ, Е 6-49 — 6-51 所 示 。 


1 2 3 4 1 2 3 4 
чи о о S 


Е 6-49 ЖЕ x[i] Я 6-50 ”最 优 解 bestx[;] 


G) 创建 A 节点 

Ао 作为 初始 结 点 ， 因 为 我 们 是 从 1 号 结 点 出 发 ， 因 此 x[1]=1， 生 成 A 结 点 。 创 建 A 结 
点 Node (21, cl, rl, id), clI=0, rl=minsum=17, zl=cl+rl=17, id=2; cl 表示 当前 已 走 过 的 城 
市 的 路 径 长 度 , rl 表示 剩余 路 径 长 度 的 下 界 ，zl=cl+trl 作为 优先 级 ，id 表示 层 号 ; 解 向 量 x[]= 
(1, 2, 3, 4), A 加 入 优先 队列 q F, WE 6-52 所 示 。 





1 2 3 4 (21, сі, rl, id) 





Node(17,0,17,2) дать 
wt |=] в АР dT 
Р 6-51 最 小 出 边 minout|i] 图 6-52 ”搜索 过 程 及 优先 队列 状态 
(4) 扩展 A 结 点 


队 头 元 素 A 出 队 ， 一 次 性 生成 A 结 点 的 所 有 孩子 ，A 的 解 向 量 x[]= (1, 2, 3, 4), 用 
1 记录 A 结 点 的 id, t20 

搜索 A 结 点 的 所 有 分 支 ，for0= j<=n; ++). Хр НМ x[r-1]#5 Fa ха Fa 
BALIE, Н. cl=cl+Hg[x[ 太 1]][[x[ 丫 ，r=7 玉 minoxt[x[ 门 ，zEczH，z<pes， 即 判定 是 否 满 
足 约 束 条 件 和 限界 条 件 ,， 如 果 满 足 则 生成 新 结 点 NodeNode (zl, cl, rl, id), 新 结 点 的 id=t+1, 
复制 父 结 点 A 的 解 向 量 ， 并 执行 交换 操作 swap ОЙ, xU, RERI НЕЕ ВА 1]; 
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如 果 不 满足 ， 则 舍弃 。 

° j=2: 因为 x[1] 结 点 和 x[2] 结 点 有 边 相 连 , H citg[1][2]=0+15=15, rl=rl-minout[2]=11, 
zl=cltr!=26，zl<bestl= 吕 ， 满 足 约束 条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 B 结 点 Node (26, 15, 
11，3)。 复 制 父 结 点 A КЕ х= (1，2，3，4)， 并 执行 交换 操作 swap ОЙ, 
x 四 )， 即 x[2] 和 x[2] 交 换 ， 解 向 量 x[]= “1，2，3，4)。B 加 入 优先 队列 。 

° j=3: 因为 x[1] 结 点 和 x[3] 结 点 有 边 相 连 , E. с/+2[1][3]=0+30=30, rl=rl-minout[3]=14, 
zl=clt+r1=44，zl<bestl= 吕 ， 满 足 约 束 条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 C 结 点 Node (44, 30, 
14，3)。 复 制 父 结 点 A 的 解 向 量 x[]= (1，2，3，4)， 并 执行 交换 操作 swap ОЙ, 
х2), 80 x[2] 和 x[3] 交 换 ， 解 向 量 x[]= (1，3，2，4)。C 加 入 优先 队列 。 

° j=4: 因为 x[1] 结 点 和 x[4] 结 点 有 边 相 连 ， 且 cl+g[1][4]=0+5=5，rl=rl-minout[4]=14， 
zl=cl+ri=19, zl<best]i=so, 满足 约束 条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 DD 结 点 Node (19, 5, 14, 
3)。 复 制 父 结 点 A 的 解 向 量 x[]= (1，2，3，4)， 并 执行 交换 操作 swap ОИ, ХЛ), 
即 x[2] 和 x[4] 交 换 ， 解 向 量 x[]= (1，4，3，2)。D 加 入 优先 队列 。 

结果 如 图 6-53 所 示 。 






(21, cl, rl, id) | х=1 





д a. 


(В c р) 
CH р 
№4е(26,15,11,2) Node(44.30,14.2) Node( 1 


x[]=01,23;4)” х[]=а.3.2.4) 3 » plslc|l | 


图 6-53 ”搜索 过 程 及 优先 队列 状态 


(5) 队 头 元 素 D 出 队 
一 次 性 生成 D 结 点 的 所 有 孩子 ，D 的 解 向 量 x[]= (1，4，3，2)， 用 上 记录 D 结 点 的 id, 
上 =3。 搜 索 D 结 点 的 所 有 分 支 ，for(j=t; j<=n; j++)。 

° j=3: 因为 x[2]=4 结 点 和 x[3]=3 结 点 有 边 相 连 , H. clitg[4][3]=5+3=8, rl=rl-minout[3]= 
11，zl=cltrl=19，zl<bestl= 吕 ,满足 约束 条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 EE 结 点 Node (19, 8, 
11，4)。 复 制 父 结 点 D 的 解 向 量 x[]= (1，4，3，2)， 并 执行 交换 操作 swap ОИ, 
xI, ЕР x[3] 和 x[3] 交 换 ， 解 向 量 x[]= (1, 4, 3, 2). E 加 入 优先 队列 。 

° =4: 因为 x[2]=4 结 点 和 x[4]=2 结 点 有 边 相 连 ， 且 сН#[4][2]=5+12=17, rl=rl-minout[2]= 
8，z=cl+HrE=25，z1<pesl 记 <， 满足 约束 条 件 和 限界 条 件 ， 生 成 F 结 点 Node (25, 17, 
8，4)。 复 制 父 结 点 D 的 解 向 量 x[]= (1，4，3，2)， 并 执行 交换 操作 swap ОЙ, 
x[]), 80 x[3]#1 x[4] 交 换 ， 解 向 量 x[]j= (1, 4, 2, 3), F 加 入 优先 队列 。 
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结果 如 图 6-54 所 示 。 






|] (p Node(19,5,14,2) 
= vé SR х=(1.43.2) 

Node(26,15,1 1,2) Node 

х]=1.2,30) 20324) x=3 


Node(198,11,4) мо 2517.84 
2) ) xt 1,4,2,3) ) Ч ЕЕ в| с) 
Е 6-54 ”搜索 过 程 及 优先 队列 状态 


(6) MATR Е HKM 

E 的 解 向 量 x[]= (1, 4, 3, 2), HWRE HAN] id, 4. 

° =n， 立 即 判断 x[3]=3 结 点 和 x[4]=2 结 点 有 边 相 连 ， 以 及 x[4]=2 结 点 和 x[1]=1 结 点 
有 边 相 连 ， 如 果 满 足 ， 则 判断 ci+g[3][2]+g[2][1]=8+6+15=29<best=c<， 立 即 更 新 最 
优 值 best=29， 更 新 最 优 解 向 量 x[]= (1，4，3，2)。 

当前 优先 队列 元 素 ， 如 图 6-55 所 示 。 

(7) МЖ Е 出 队 

F 的 解 向 量 x[]= (1，4，2，3)， 用 t+ 记录 玉 结 点 的 i4，f=4。 

° =n， 立 即 判 断 x[3]=2 结 点 和 x[4]=3 结 点 有 边 相 连 ， 以 及 x[4]=3 结 点 和 x[1]=1 结 点 有 
边 相 连 ， 如 果 满 足 ， 则 判断 cl+g[2][3]+g[3][1]=17+6+30=53>best1=29， 不 更 新 最 优 解 。 

当前 优先 队列 元 素 ， 如 图 6-56 所 示 。 


«Т2 | «(21| 
图 6-55 ”优先 队列 状态 图 6-56 ”优先 队列 状态 


(8) 队 头 元 素 B 出 队 
一 次 性 生成 B 结 点 的 所 有 孩子 ，B 的 解 向 量 x[]=〈(1，2,，3，4)， 用 1 记录 В 结 点 的 іа, 
t=3. BR B 结 点 的 所 有 分 支 ，for(j=t; j<=n; ++). 
° j=3: 因为 x[2] 结 点 和 xf[3] 结 点 有 边 相 连 ， 且 сН#[2][3]=15+6=21, rl=rl-minout[3]=8, 
zl=cl+rl=29, zi=besti=29, WERAK EF- 
° j=4: 因为 x[2] 结 点 和 x[4] 结 点 有 边 相 连 , B. ci+g[2][4]=15+12=27, rl=rl-minout[4]=8, 
zl=cl+rl=35，zl>best1=29， 不 满足 限界 条 件 ， 舍 弃 。 
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(9) 队 头 元 素 C 出 队 
С 结 点 的 cl=30>pest=29， 不 再 扩展 。 队 列 为 空 ， 算 法 结束 。 


3. 伪 码 详解 
(1) 定义 结 点 结构 体 
struct Node // 定 义 结 点 ,记录 当前 结 点 的 解 信息 
{ 
double cl; // 当 前 已 走 过 的 路 径 长 度 
double г1; / /剩余 路 径 长 度 的 下 界 
double 21; // 当 前 路 径 长 度 的 下 界 zl=rl+cl 
int id; // 景 点 序号 
int x[N]; // 记 录 当 前 解 向 量 


}; 


(2) 定义 队列 优先 级 
// 定 义 队列 的 优先 级 。 以 z1 为 优先 级 ，z1 值 越 小 ， 越 优先 


bool operator <(сопзЕ Node &a, const Node &b) 
{ 
return а.21>Ь.21; 


} 


(3) 计算 下 界 


bool Bound () // 计 算 下 界 〈 即 每 个 景点 最 小 出 边 权 值 之 和 ) 
{ 
for(int і=1;і<=п;і++) 
{ 
double minl=INF; // 初 时 化 景点 点 出 边 最 小 值 
for(int j=1;j<=n; j++) // 找 每 个 景点 的 最 小 出 边 
if (9[1] [3] !=ІМЕ&&9[1] [5 ] <тіп1) 
тіп1=9 [1] [j]; 
if (мтіп1==ІМЕ) 
return false; // 表 示 无 回路 


minout [i]=minl; // 记 录 每 个 景点 的 最 少 出 边 
cout<<" 第 "<<i<z<" 个 景点 的 最 少 出 边 :"<<minout [1]<<" "<<епа1; 
minsum+=minl; // 记 录 所 有 景点 的 最 少 出 边 之 和 


} 
cout<<" 每 个 景点 的 最 少 出 边 之 和 :""minsum= "<<minsum<<endl; 
return true; 


} 
4. 实战 演练 


//program 6-2-1 
#include <iostream> 
#include <algorithm> 
#include <cstring> 
#include <cmath> 
#include <queue> 
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using namespace std; 


const int ІМЕ=1е7; // 设 置 无 穷 大 的 值 为 107 
const int №100; 
double g[N] [N]; // 景 点 地 图 邻接 矩阵 
double minout [№]; // 记 录 每 个 景点 的 最 少 出 边 
double minsum; // 记 录 所 有 景点 的 最 少 出 边 之 和 
int bestx[N]; // 记 录 当 前 最 优 路 径 
double bestl; // 当 前 最 优 路 径 长 度 
int п,т; // 景 点 个 数 n 边 数 m 
struct Node // 定 义 结 点 ,记录 当前 结 点 的 解 信 息 
{ 
double с1; // 当 前 已 走 过 的 路 径 长 度 
double г1; / /剩余 路 径 长 度 的 下 界 
double zl; /7/ 当 前 路 径 长 度 的 下 界 zl=rl+cl 
int id; // 景 点 序号 
int x[N]; // 记 录 当 前 解 向 量 
Моае() {} 


Node (double _cl,double _rl,double _zl,int _19) 
{ 


СІ: = _ el; 
ті = 1; 
zl =. 21; 
іа = іа; 


}; 


// 定 义 队列 的 优先 级 。 以 z1 为 优先 级 ，z1 值 越 小 ， 越 优先 
bool operator < (сопзі Node &а, const Node &b) 
{ 

return а.21>р.21; 


} 


bool Bound () // 计 算 下 界 〈 即 每 个 景点 最 小 出 边 权 值 之 和 ) 
{ 
for (int 1=1;1<=0;1++) 
{ 
double minl=INF; // 初 时 化 景点 的 出 边 最 小 值 
for(int j=1;j<=n; j++) // 找 每 个 景点 的 最 小 出 边 
1Е(9[1] [j] !=ТМЕ&&а [1] [51 <тіп1) 
п111=9 [1] [j]; 
if (minl==INF) 
return false; // 表 示 无 回路 


minout[i]=min1l; // 记 录 每 个 景点 的 最 少 出 边 
minsum+=minl; // 记 录 所 有 景点 的 最 少 出 边 之 和 


} 
return true; 


} 


//Travelingbfsopt 为 优化 的 优先 队列 式 分 支 限 界 法 
double Travelingbfsopt () 


{ 
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if (!Bound()) 


return -1; // 表 示 无 回路 
Node livenode,newnode; // 定 义 当 前 扩展 结 点 11уепоае, 生成 新 结 点 newnode 
priority_queue<Node> а; // 创 建 一 个 优先 队列 ,优先 级 为 当前 路 径 长 度 的 下 界 


zl=rl+cl, zl 值 越 小 ， 越 优先 
newnode=Node (0,minsum,minsum,2);// 创 建 根 节点 
for(int i=l;i<=n;i++) 


{ 


newnode.x[i]=i; // 初 时 化 根 结 点 的 解 向 量 
} 
q.push (newnode); // 根 结 点 加 入 优先 队列 
while (!q.empty ()) 
{ 
livenode=q.top(); // 取 出 队 头 元 素 作 为 当前 扩展 结 点 livenode 
а.рор(); // 队 头 元 素 出 队 
int Е=11уепоае.1а; // 当 前 处 理 的 景点 序号 
// 搜 到 倒数 第 2 个 结 点 时 个 景点 的 时 候 不 需要 往 下 搜索 
ЇҒ (Е==п) // 立 即 判 断 是 否 更 新 最 优 解 ， 


/7 例如 当前 找到 一 个 路 径 (1243) ， 到 达 4 号 结 点 时 ， 立 即 判断 g[4] [3] 和 g[3] [1] 是 否 
有 边 相 连 ， 如 果 有 边 则 判断 当前 路 径 长 度 cl+g[4] [3] +g[3] [1]<best1， 满 足 则 更 新 最 优 值 和 最 优 解 
{ 


// 说 明 找到 了 一 条 更 好 的 路 径 ， 记 录 相 关 信息 
if(g[livenode.x[n-1]][livenode.x[n]]!=INF&&g[livenode.x[n]][1]!=INF) 


if (livenode.cl+g[livenode.x[n-1]] [livenode.x[n]]+g[livenode 
.x[n]] [1]<best1) 


{ 


bestl=livenode.cl+g[livenode.x[n-1]][livenode.x[n]]+g[1 


// 记 录 当 前 最 优 的 解 向 量 :"， 
for(int 1=1;і<=п;і++) 
{ 

резЕх [1] =11уепоае.х[1]; 


} 


1уепоае.х[п])] [1]; 


} 


continue; 


) 
// 判 断 当 前 结 点 是 否 满足 限界 条 件 ， 如 果 不 满 足 不 再 扩展 
if (1іуепоае.с1>=реѕі1) 
continue; 
// 扩 展 
// 没 有 到 达 叶 子 结 点 
for(int j=t; j<=n; j++)// 搜 索 扩 展 结 点 的 所 有 分 支 
{ 
if (g[livenode.x[t-1]] [livenode.x[j]]!=INF) // 如 果 x[t-1] 景 点 与 
x[] 景 点 有 边 相 连 
{ 
double с1=11уепоае.с1+9 [1іуепоае.х [1-1] ] [11уепоае.х[)]]; 
double rl=livenode.rl-minout [livenode.x[j]]; 
double zl=cl+r1; 
if (zl<best1) // 有 可 能 得 到 更 短 的 路 线 
{ 
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void 


void 


) 


{ 





пемпоае=Моае (c1,r1,z1,t+1); 
for(int 1=1;1<=п;1++) 


{ 


пемпоае.х [1] =11уепоае.х [1]; // Я thi] LABI HI НЕ 


} 


swap (newnode.x[t]，newnode.x[j]);// 交 换 两 个 元 素 的 值 


q.push (newnode);// 新 结 点 入 队 


} 
} 
return bestl;// 返 回 最 优 值 


init () // 初 始 化 


реѕї1=ІМЕ; 

minsum=0; 

Ғог (ipt 1=0; і<=п; 1++) 

{ 
резех[1]=0; 

} 

for (int 1=1;і<=п;і++) 
for(int j=i;j<=n;j++) 


gli] [j]=g [j] [i]=INF;// 表 示 路 径 不 可 达 
print () // 打 印 路 径 


cout<<endl; 

cout<<" 最 短路 径 : "; 

for (int і=1;і<=п; i++) 
сопЕ<<БезіЕх [1]<<"--->"; 

соџЕ<<"1"<<епа1; 


cout<<" 最 短路 径 长 度 : "<<bestl; 


int main() 


int u, v, w;//u,v 代表 城市 ，w 代表 u 和 v 城市 之 间 路 的 长 度 
cout << "请 输入 景点 数 n〈 结 点 数 ) : "; 

cin >> ny 

ЗАТЕЯ 

cout << "请 输入 景点 之 间 的 连 线 数 OAO : "; 


сіп >> й; 


cout << "请 依次 输入 两 个 景点 u 和 v 之 间 的 距离 w， 格 式 : 景点 u 景点 v 距离 w: 


for(int i=1;i<=m;i++) 
{ 
cin>>u>>v>>w; 
g[u] [v]=g[v] [u]=w; 
} 
Travelingbfsopt (); 


"<<endl; 
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print(); 
return 0; 


) 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 景点 数 n〈 结 点 数 ) : 4 

请 输入 景点 之 间 的 连 线 数 〈 边 数 ) : 6 

请 依次 输入 两 个 景点 u 和 v 之 间 的 距离 w， 格 式 : 景点 u 景点 v 距离 w: 
1 2 15 

30 


(3) 输出 

最 短路 径 : 1--->4--->3--->2--->1 

最 短路 径 长 度 : 29 

5. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 此 算法 的 时 间 复 杂 度 最 坏 为 O(nn!)。 

(2) 空间 复杂 度 : 程序 中 我 们 设置 了 每 个 结 点 都 要 记录 当前 的 解 向 量 x[] 数 组 ， 占 用 空 
间 为 O(n)， 结 点 的 个 数 最 坏 为 O(nn!)， 所 以 该 算法 的 空间 复杂 度 为 O(n”*(n+1)!), 

虽然 在 算法 复杂 度数 量 级 上 ，cl! 优先 队列 的 分 支 限 界 法 算法 和 zl 优先 队列 的 算法 相同 ， 
但 从 图 解 我 们 可 以 看 出 ,zi 优先 队列 式 的 分 支 限界 法 算法 生成 的 结 点 数 更 少 ,找到 最 优 解 的 
速度 更 快 。 


6.4 EEE Pm 


在 实际 工程 中 ， 铺 设 电缆 等 设施 时 ， 既 考虑 障碍 物 的 问题 ， 又 要 考虑 造价 最 低 。 随 着 电 
子 设备 的 普及 ， 工 程 中 需要 大 量 的 电路 板 。 每 个 电路 板 上 有 很 多 线路 ， 我 们 在 设计 电路 时 ， 
尽 可 能 地 节约 成 本 ， 如 果 一 个 电路 板 省 下 一 分 钱 ， 也 将 是 一 笔 很 大 的 财富 。 布 线 问 题 就 是 在 
mxn 的 方 格 阵列 中 ， 指 定 一 个 方 格 的 中 点 a， 另 一 个 方 格 的 中 点 b， 问 题 要 求 找 出 a 到 bb 的 
最 短 布线 方案 。 布线 时 只 能 沿 直 线 或 直角 ， 不 能 走 斜 线 。 为 了 避免 线路 相交 ， 已 布 过 线 的 方 
格 做 了 封锁 标记 (灰色 )， 其 他 线路 不 允许 穿 过 被 封锁 的 方 格 。 
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图 6-57 最 优 工程 布线 


6.4.1 问题 分 析 


如 图 6-58 所 示 ，3x3 的 方 格 阵列 ， 其 中 灰色 方 格 表示 封锁 ， 不 能 通过 。 将 每 个 方 
格 抽象 为 一 个 结 点 ， 方 格 和 相 邻 4 个 方向 (上 、 下 、 左 、 右 ) 中 能 通过 的 方 格 用 一 条 边 
连 起 来 ,不 能 通过 的 方 格 不 连 线 。 这 样 ， 可 以 把 问题 的 解 空间 定义 为 一 个 图 ， 如 图 6-59 
所 示 。 





图 6-58 3х3 的 方 格 阵列 Е 6-59 МНН 


该 问题 是 特殊 的 最 短路 径 问题 ， 特 殊 之 处 在 于 用 布线 走 过 的 方 格 数 代表 布线 的 长 度 , 布 
线 时 每 布 一 个 方 格 ， 布 线 长 度 累加 1。 我 们 可 以 从 图 中 看 出 ， 从 a 到 b 有 多 种 布线 方案 ， 最 
短 的 布线 长 度 即 从 a 到 的 最 短路 径 长 度 为 4。 

既然 只 能 朝 上 、 下 、 左 、 右 4 个 方向 进行 布线 ， 也 就 是 说 如 果 从 树 型 搜索 的 角度 来 看 ， 
我 们 把 它 看 作 m 叉 树 ， 又 如 何 ? 那么 问题 的 解 空间 就 变 成 了 一 棵 m 叉 树 ，m=4。 
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(1) 定义 问题 的 解 空 间 
可 以 把 最 优 工 程 布线 问题 解 的 形式 为 n 元 组 {x1，x2，…，xXi,，"…，xXw}， 分 量 x 表 示 最 
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优 布 线 方案 经 过 的 第 i 个 方 格 ， 而 方 格 也 可 以 用 (x，y) 表示 第 x 行 第 y 列 。 因 为 方 格 不 可 
重复 布线 , 因此 在 确定 x; 时, 前 面 走 过 的 方 格 {x1, x2,…, xi1} 不 可 以 再 走 , x; 的 取 值 为 S— (xi. 
Xx2，“…，Xi-1}，5S 为 可 布线 的 方 格 集合 。 

特别 注意 : 和 前 面 的 问题 不 同 ， 因 为 不 知道 最 优 布线 的 长 度 ， 因 此 и 是 未 知 的 。 

(2) 解 空间 的 组 织 结构 

问题 的 解 空间 是 一 棵 m 叉 树 ，m=4。 树 的 深度 n 是 未 知 的 。 如 图 6-60 所 示 。 





图 6-60 解 空间 树 (т XH 


(3) 搜索 解 空间 
搜索 从 起 始 结 点 a 开始 ， 到 目标 结 点 b 结束 。 
° 约束 条 件 : 非 障碍 物 或 边界 且 未 曾 布线 。 
° 限界 条 件 ， 最 先 碰 到 的 一 定 是 距离 最 短 的 ， 因 此 无 限界 条 件 。 
。 搜索 过 程 : 从 a 开始 将 其 作为 第 一 个 扩展 结 点 ， 沿 a 的 右 、 下 、 左 、 上 4 个 方向 的 
相 邻 结 点 扩展 。 判 断 约 束 条 件 是 否 成 立 ， 如 果 成 立 ， 则 放 入 活 结 点 表 中 ， 并 将 这 个 
方 格 标记 为 1。 接 着 从 活 结 点 队列 中 取出 队 首 结 点 作为 下 一 个 扩展 结 点 ， 并 沿 当前 
扩展 结 点 的 右 、 下 、 左 、 上 4 个 方向 的 相 邻 结 点 扩展 ， 将 满足 约束 条 件 的 方 格 记 为 
2。 依 此 类 推 ， 一 直 继 续 搜索 到 目标 方 格 或 活 结 点 表 为 空 为 止 目标 方 格 里 的 数据 就 
是 最 优 的 布线 长 度 。 
构造 最 优 解 过 程 从 目标 结 点 开始 ， 沿 着 右 、 下 、 左 、 上 4 个 方向 。 判 断 如 果 某 个 方向 方 
格 里 的 数据 比 扩展 结 点 方 格 里 的 数据 小 1， 则 进入 该 方向 方 格 ， 使 其 成 为 当前 的 扩展 结 点 。 
依 此 类 推 ， 搜 索 过 程 一 直 持 续 到 起 始 结 点 结束 。 


6.4.3 TRR 


在 实现 该 问题 时 ， 需 要 存储 方 格 阵 列 、 封 锁 标 记 、 起 点 、 终 点 位 置 4 个 方向 的 相对 位 置 、 
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边界 。 用 二 维 数组 grid 表示 给 定 的 方 格 ，-1 表示 未 布线 ，-2 表示 封锁 围墙 (或 者 障碍 物 )， 
大 于 0 表示 已 布线 。 

如 图 6-61 所 示 ， 以 此 图 为 例 。 

(1) 数据 结构 及 初始 化 

设置 方 格 阵列 为 二 维 数组 grid[][]， 我 们 对 其 四 周 封锁 ， 并 将 封锁 和 障碍 物 标记 为 -2， 
未 布线 标记 为 -1。 对 应 的 数值 如 图 6-62 所 示 。 





图 6-61 最 优 工程 布线 图 6-62 最 优 工程 布线 封锁 围墙 


(2) 创建 并 扩展 A 结 点 

初始 结 点 a 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (2，1)， 标 记 初 始 结 点 的 grid (2, 1) =0。 我 们 
从 当前 结 点 出 发 ， 按 照 顺 行进 行 扩展 ， 左 侧 是 封锁 状态 不 可 行 ， 右 、 下 、 上 3 个 方向 可 行 ， 因 此 
生成 B、C、D 这 3 个 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 g， 如 图 6-63 所 示 ， 对 应 的 数值 如 图 6-64 所 示 。 


here=(2,1) Zü, 
grid(2,1)=0Í_A À) 


< 







< B Э 4 个 y) 
U 1 < 
{=(2,2 1=(3,1 t=(1,1 
ga grida D1 grid( KRI q [elclpl | 
图 6-63 ”搜索 过 程 及 队列 状态 


(3) 扩展 B 结 点 

B 结 点 出 队 ，B 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (2, 2), grid (2, 2) =1。 我 们 从 当前 
结 点 出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 右 侧 是 障碍 物 不 可 行 ， 左 侧 是 初始 状态 不 
可 行 ， 下 面 和 上 面 可 行 ， 因 此 生成 E、F 两 个 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 9， 如 图 6-65 所 示 ， 
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对 应 的 数值 如 图 6-66 所 示 。 





图 6-64 最 优 工程 布线 方案 
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В 6-65 “搜索 过 程 及 队列 状态 
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图 6-66 最 优 工程 布线 方案 





(4) 扩展 C 结 点 
C 结 点 出 队 ，C 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (3, 1), grid (3, 1) =1。 我 们 从 当前 
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结 点 出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 右 侧 已 布线 ， 左 侧 是 封锁 ， 上 面 是 初始 状 
态 不 可 行 ， 只 有 下 面 可 行 ， 因 此 生成 G 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 g， 如 图 6-67 所 示 。 对 
应 的 数值 如 图 6-68 所 示 。 


here=(2, 1) =, 








ne: 
grid(1, 1)= 1 


пе; De ,2) ө 2) пехі(4,1) 4 оер с 
grid(3.2)=2 grid(1,2)=2 grid(4,1)=2 


图 6-67 搜索 过 程 及 队列 状态 


”回回 加 加 
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图 6-68 最 优 工程 布线 方案 





(5) 扩展 DD 结 点 

D 结 点 出 队 ，D 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (1, 1), grid (1，1) =1。 我 们 从 当前 
结 点 出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 右 侧 已 布线 ， 上 面 是 初始 状态 ， 左 侧 上 面 
是 封锁 ，4 个 方向 都 不 可 行 ， 因 此 不 生成 结 点 。 

(6) ЖЕ 

E 结 点 出 队 ，E 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (3, 2), grid (3，2) =2。 我 们 从 当前 结 点 出 
发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 左 侧 上 面 已 布线 ， 下 面 是 封锁 ， 不 可 行 ， 只 有 右 侧 可 
行 ， 因 此 生成 HH 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 g， 如 图 6-69 所 示 ， 对 应 的 数值 如 图 6-70 所 示 。 

(7) 扩展 F 结 点 

F 结 点 出 队 ，F 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here=〈1，2)，grid(1，2) =2。 我 们 从 当前 结 点 出 
发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 左 侧 下 面 已 布线 ， 上 面 是 封锁 ， 不 可 行 ,~ 只 有 右 侧 可 
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行 ， 因 此 生成 I 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 4， 如 图 6-71 所 示 ， 对 应 的 数值 如 图 6-72 所 示 。 
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图 6-71 搜索 过 程 及 队列 状态 
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图 6-72 最 优 工程 布线 方案 


(8) 扩展 G 结 点 

G 结 点 出 队 ，G 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (4, 1), grid (4，1) =2。 我 们 从 当前 结 点 出 
发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 右 侧 是 障碍 物 ， 左 侧 是 封锁 ， 上 面 已 布线 ， 不 可 行 ， 只 
有 下 面 可 行 , 因此 生成 J 结 点 , 并 加 入 先进 先 出 队列 q, 如 图 6-73 所 示 , 对 应 的 数值 如 图 6-74 所 示 。 
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图 6-73 ”搜索 过 程 及 队列 状态 


(9) J EE H #8 A 

H 结 点 出 队 ，H 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (3, 3), grid (3, 3) =3。 我 们 从 当前 结 点 
出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 右 侧 上 面 是 障碍 物 ， 左 侧 已 布线 ， 不 可 行 ， 只 有 下 
面 可 行 ， 因 此 生成 及 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 q, АЛЕЯ 6-75 所 示 ， 对 应 的 数值 如 图 6-76 所 示 。 

(10) 扩展 工 结 点 

I 结 点 出 队 , I 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (1, 3), grid (1, 3) =3. 我 们 从 当前 结 点 出 发 ， 
按照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 上 面 封锁 ， 下 面 是 障碍 物 ， 左 侧 已 布线 ， 不 可 行 ， 只 有 右 侧 
可 行 ， 因 此 生成 工 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 q, ВР 6-77 所 示 ， 对 应 的 数值 如 图 6-78 所 示 。 
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图 6-75 ”搜索 过 程 及 队列 状态 
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图 6-76 最 优 工程 布线 方案 


394 | 分 支 限界 法 


here=(2,1) «0 
A PN n а 












; 1=(3.1) ORY 
8712.2) ТУ (в) 
пехЕ=(1,1) 
grid(1,1)=1 
next=(3.2) 人 ext=(4.1) 
grid(3,2)=2- (12) grid(4,1)=2 


grid(1,2)=2 
右 





next=(3,3 
У 15 


Dar 


R 6-77 搜索 过 程 及 队列 状态 
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图 6-78 最 优 工程 布线 方案 


(11) 扩展 J 结 点 


J 结 点 出 队 ，J 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (5, 1), grid (5, 1) =3。 我 们 从 当前 结 点 
出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 上 面 已 布线 ， 左 侧 下 面 封锁 ， 
可 行 ， 因 此 生成 M 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 g， 如 图 6-79 所 示 ， 对 应 的 数值 如 图 6-80 所 示 。 


(12) 扩展 K 结 点 


K 结 点 出 队 ，K 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (4, 3), grid (4, 3) =4。 我 们 从 当前 
结 点 出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 上 面 已 布线 ， 左 侧 是 障碍 物 ， 不 可 行 ， 
有 右 侧 和 下 面 可 行 ， 因 此 生成 N、O 两 个 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 4， 如 图 6-81 所 示 ， 对 


应 的 数值 如 图 6-82 所 示 。 





Е 


不 可 行 ， 只 有 右 侧 
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图 6-79 ”搜索 过 程 及 队列 状态 





Н 6-80 ”最 优 工程 布线 方案 
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图 6-81 搜索 过 程 及 队列 状态 
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图 6-82 “最 优 工程 布线 方案 


(13) Ем 
结 点 出 队 ，L 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (1, 4), grid (1, 4) =4。 我 们 从 当前 结 点 出 
发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 左 侧 已 布线 ， 上 面 是 封锁 ， 不 可 行 ， 只 有 右 侧 和 下 面 可 
行 ， 因此 生成 P、Q 两 个 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 g， 如 图 6-83 所 示 ， 对 应 的 数值 如 图 6-84 所 示 。 
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图 6-83 ”搜索 过 程 及 队列 状态 
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(14) 扩展 M 结 点 
结 点 出 队 ，M 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (5, 2), grid (5, 2) =4。 我 们 从 当前 
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结 点 出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ,左右 侧 已 布线 ， 上 面 障 碍 物 ， 下 面 是 封锁 ， 
4 个 方向 都 不 可 行 ， 因 此 不 生成 结 点 。 





图 6-84 最 优 工程 布线 方案 


(15) 扩展 NN 结 点 
N 结 点 出 队 ，N 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (4, 4), grid (4，4) =5。 我 们 从 当前 
т H 


点 出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 左 侧 已 布线 ， 上 面 是 障碍 物 ， 不 可 行 ， 只 
有 右 侧 和 下 面 可 行 ， 因 此 生成 R、S 两 个 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 9， 如 图 6-85 所 示 ， 对 


应 的 数值 如 图 6-86 所 示 。 
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图 6-85 ”搜索 过 程 及 队列 状态 
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图 6-86 最 优 工程 布线 方案 





(16) 扩展 O 结 点 
O 结 点 出 队 ，O 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (5, 3), grid (5, 3) =5。 我 们 从 当前 
出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 左 右 侧 及 上 面 已 布线 ， 下 面 是 封锁 ，4 个 


方向 都 不 可 行 ， ТИТЕ 
(17) 扩展 P 结 

结 点 出 队 ， ~ 即 当前 位 置 here= (1, 5), grid (1，5) =5。 我 们 从 当前 结 点 出 

发 ， el 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 右 侧 障碍 物 ， 左 侧 已 布线 ， 上 面 是 封锁 ， 不 可 行 ， 只 有 

下 面 可 行 ， 因 此 生成 工 结 点 ， 并 加 入 先进 先 出 队列 q, WE 6-87 所 示 ， 对 应 的 数值 如 图 6-88 所 示 。 
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图 6-87 搜索 过 程 及 队列 状态 
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(18) 扩展 Q 结 点 
Q 结 点 出 队 ， Q 所 在 的 位 置 ， a арчи 9 Z 


небо 因此 不 生成 结 点 

(19) 扩展 R 结 点 

R 结 点 出 队 ，R 所 在 的 位 置 ， 即 当前 位 置 here= (4, 5), grid (4, 5) =6。 我 们 从 当前 
结 点 出 发 ， 按 照 右 、 下 、 左 、 上 的 顺序 进行 扩展 ， 右 侧 位 置 next= (4, 6), grid (4, 6) =7, 
此 位 置 正好 是 终点 b 的 位 置 ， 算 法 结束 ， 最 优 布线 长 度 为 7。 如 图 6-89 所 示 ， 逆 向 求 路 径 即 可 。 


Hadi 
JUDE 





图 6-88 ”最 优 工 程 布 线 方案 图 6-89 ”最 优 工程 布线 方案 


6.4.4” 伪 代码 详解 
(1) 根据 算法 设计 中 的 数据 结构 ， 首 先 定义 一 个 结构 体 Position 


typedef struct 
| { 
| іп х; 
| Зав у 
| } Position;// 位 置 


(2) 再 定义 一 个 方向 数组 


Position DIR[4] ,here,next;// 定义 方向 数组 DIR[4] ， 当 前 格 here, 下 一 格 next; 
| DIR[0] .x=0; 
| DIR[0] .y=1; 
| 218[1].х=1; 
| DIR[1] .y=0; 
”рІК[2].х=0; 
DIR[2].y=-1; 
рІк[3].х=-1; 
DIR[3].y=0; 
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(3) 按 4 个 方向 进行 搜索 


for(;;) 


{ 


} 





for(int 1=0; 1<4; 4++)// 四 个 方向 的 前 进 , 右 下 左上 
{ 
next .x=here.x+DIR[i] .x; 
next .y=here.y+DIR[i].y; 
if (grid[next.x] [next .y]==-1) // 尚 未 布线 
{ 
grid[next.x] [next.y]=grid[here.x] [here.y]+1; 
Q.push (next); 
} 
if ( (next.x==e.x) && (next .y==e.y))break;// 找 到 目标 
} 
if( (next.x==e.x)&& (next .y==e.y))break;// 找 到 目标 
if (Q.empty()) return false; 
else 
{ 
here=0.front(); 
О.рор(); 


(4) 逆向 找 回 最 短 布 线 方案 


{ 





} 


PathLen=grid[e.x] [e.y];// 首 向 找 回 最 短 布线 方案 
path=new Position[PathLen]; 
Һеге=е; 
for(int ј=Раёћеп-1; ј>=0; ј--) 


раһ [5 ]=һеге; 
for(int 1=0; 1<4; i++)// 沿 四 个 方向 寻找 , 右 下 左上 
{ 
next .x=here.x+DIR[i] .x; 
next .y=here.y+DIR[i] .y; 
if (grid[next.x] [next.y]==j)break;// 找 到 相同 数字 
} 


here=next; 


6.4.5 “实战 演练 


{ 





//program 6-3 

#include <iostream> 

#include<queue> 

#include <iomanip>//I/O 流 控制 头 文件 ,就 像 C 里 面 的 格式 化 输出 一 样 


using namespace std; 
typedef struct 


ЗЫ. X? 
int y; 
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} Position;// 位 置 
int grid[100] [100];// 地 图 
bool findpath (Position s,Position e,Position *&path,int &PathLen) 
{ 
іЁ((5.х==е.х) &&(5.у==е.у))  // 判 定 开始 位 置 是 否 就 是 目标 位 置 
{ 
PathLen=0; 
return true; 
) 
Position DIR[4],here,next; // 定 义 方向 数组 DIR[4] ， 当 前 格 here, Е next; 
DIR[0] .x=0; 
DIR[0] .y=1; 
DIR[1] .x=1; 
DIR[1] .y=0; 
DIR[2] .x=0; 
DIR[2] .y=-1; 
DIR[3] .x=-1; 
DIR[3] .y=0; 
here=s; 
grid[s.x] [s.y]=0; / /标记 初始 为 0， 未 布线 -1， 墙 壁 -2 
queue<Position>Q; 
for(;;) 
{ 
for(int i=0; 1<4; i++) //4 个 方向 的 前 进 ， 右 下 左上 
{ 
next .x=here.x+DIR[i] .x; 
next .y=here.y+DIR[i] .y; 
if (grid[next.x] [next .y]==-1) // 尚 未 布线 
{ 
grid[next.x] [next.y]=grid[here.x] [Һеге.у]+1; 
Q.push (next); 
) 
if( (next .x==e.x) && (next .y==e.y) )break;// 找 到 目标 
} 
if ( (next .x==e.x) && (next .y==e.y) )break;// 找 到 目标 
if (Q.empty()) return false; 
else 
{ 
here=Q.front(); 
О.рор(); 
} 
} 
PathLen=grid[e.x] [e.y];// 逆 向 找 回 最 短 布线 方案 
path=new Position[PathLen]; 
Һеге=е; 
for(int j=PathLen-1; ј>=0; ј--) 
{ 
раһ [ј ] =ћеге; 
for(int 1=0; 1<4; i++)// 沿 4 个 方向 寻找 ， 右 下 左上 
{ 
next.x=here.x+DIR[i].x; 
next.y=here.y+DIR[i].y; 
if (grid[next.x] [next.y]==j)break;// 找 到 相同 数字 
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here=next; 
) 
return true; 


) 


void init(int m,int n)// 初 始 化 地 图 ， 标 记 大 于 0 表示 已 布线 ， 未 布线 -1， 墙 壁 -2 
{ 
for(int 1=1; i<=m; i++) // 方 格 阵 列 初始 化 为 -1 
for(int ј=1; j<=n; j++) 
9гіа[1] [51=-1; 
for(int 1=0; і<=п+1; i++) // 方 格 阵列 上 下 围墙 
grid[0] [i]=grid[m+1] [1] =-2; 
for(int i=0; i<=m+1; i++) // 方 格 阵列 左 右 围墙 
grid[i] [0]=grid[i] [n+1]=-2; 
} 
int main() 
{ 
Position a,b, *мау; 
int Len,m,ns 
cout<<" 请 输入 方 阵 大 小 M，N"<<endl; 
cin>>m>>n; 
init (ms nm)'y 
while (! (m==0&&n==0)) 
{ 
cout<<" 请 输入 障碍 物 坐 标 x, у (输入 0 0 结束 ) "<<endl; 
cin>>m>>n; 
grid[m] [п]=-2; 
} 
cout<<" 请 输入 起 点 坐标 : "<<епа1; 
сіп>>а.х>>а.у; 
cout<<" 请 输入 终点 坐标 : "<<епа1; 
cin>>b.x>>b.y; 
if (findpath(a,b,way,Len)) 
{ 
cout<<" 该 条 最 短路 径 的 长 度 的 为 : "<<Len<<endl; 
cout<<" 最 佳 路 径 坐 标 为 : "<<endl; 
for(int i=0;i<Len;i++) 
cout<<setw (2)<<way [i] .x<<setw (2)<<way[i].y<<endl;//setw(n) W 


域 宽 为 n 个 字符 
} 
else cout<<" 任 务 无 法 达成 "<<endl; 





} 

算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 方 阵 大 小 M，N 
5 6 


请 输入 障碍 物 坐 标 x，y (输入 0 
清 输入 障碍 物华 标 x，y (输入 0 
| ели, y ало 

请 输入 障碍 物 坐 标 x, у (输入 0 
| И (输入 0 
请 输入 障碍 物华 标 x，y (输入 0 
请 输入 起 点 从 标 ， 


21 

请 输入 终点 坐标 : 
4 6 

(3 六 输出 


| 该 条 最 短路 径 的 长 度 的 为 : 7 
| 最 佳 路 径 坐 标 为 : 





£ PD Pp Б PD Pp OQ 
Oy Q P. Q N нн 


0 结束 ) 
0 结束 ) 
0 结束 ) 
0 结束 ) 


0 结束 ) 


0 结束 ) 
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1. 算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 度 
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分 支 限 界 法 求 布线 问题 ， 按 照 т 叉 树 (m=4) 的 分 析 ， 空 间 树 最 坏 情况 下 的 结 点 为 4 
个 ,而 空间 树 的 深度 n 却 是 未 知 的 ， 因 此 通过 这 种 方法 很 难 确定 该 算法 的 时 间 复 杂 度 。 那 怎 


么 办 呢 ? 我 们 要 看 看 到 底 生成 了 多 少 个 结 点 。 


实际 上 ， 每 个 方 格 进入 活 结 点 队列 最 多 1 次 ， 不 会 重复 进入 ， 因 此 对 于 mxn 的 方 格 阵 
列 ， 活 结 点 队列 最 多 处 理 O(mn) 个 活 结 点 ， 生 成 每 个 活 结 点 需要 0(1) 的 时 间 ， 因 此 算法 时 间 
复杂 度 为 O(mn)。 构 造 最 短 布线 路 径 需 要 O(L) 时 间 ， 其 中 工 为 最 短 布线 路 径 长 度 。 


(2) 空间 复杂 度 
空间 复杂 度 为 O(n)。 
2. 算法 优化 拓展 


大 家 可 以 动手 写 写 ， 如 果 不 用 分 支 限界 法 ， 而 是 按照 求 特殊 的 最 短路 径 问 题 ， 算 法 的 复 
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杂 度 如 何 呢 ? 是 不 是 比 单 源 最 短路 径 Dijkstra 算法 简单 多 了 ? 


6.5 ЕЕ 


回溯 法 与 分 支 限 界 法 的 比较 如 下 。 

1. 相同 点 

(1) 均 需 要 先 定义 问题 的 解 空间 ， 确 定 的 解 空间 组 织 结构 一 般 都 是 树 或 图 。 

(2) 在 问题 的 解 空 间 树 上 搜索 问题 解 。 

(3) 搜索 前 均 需 确定 判断 条 件 ， 该 判断 条 件 用 于 判断 扩展 生成 的 结 点 是 否 为 可 行 结 点 。 

(4) 搜索 过 程 中 必须 判断 扩展 生成 的 结 点 是 否 满足 判断 条 件 ， 如 果 满 足 ， 则 保留 该 扩展 
生成 的 结 点 ， 否 则 舍弃 。 

2. 不 同 点 

(1) 搜索 目标 : 回溯 法 的 求解 目标 是 找 出 解 空间 树 中 满足 约束 条 件 的 所 有 解 ， 而 分 支 限 
界 法 的 求解 目标 则 是 找 出 满足 约束 条 件 的 一 个 解 , 或 是 在 满足 约束 条 件 的 解 中 找 出 在 某 种 意 
义 下 的 最 优 解 。 

(2) 搜索 方式 不 同 : 回溯 法 以 深度 优先 的 方式 搜索 解 空间 树 ， 而 分 支 限 界 法 则 以 广度 优 
先 或 以 最 小 耗费 优先 的 方式 搜索 解 空间 树 。 

(3) 扩展 方式 不 同 : 在 回溯 法 搜索 中 ， 扩 展 结 点 一 次 生成 一 个 孩子 结 点 ， 而 在 分 支 限 界 
法 搜索 中 ， 扩 展 结 点 一 次 生成 它 所 有 的 孩子 结 点 。 
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在 科学 研究 、 工 程 设 计 、 经 济 管理 等 方面 ， 我 们 都 会 碰 到 最 优化 决策 的 实际 问题 ， 而 解 
决 这 类 问题 的 理论 基础 是 线性 规划 。 利 用 线性 规划 研究 的 问题 ， 大 致 可 归纳 为 两 种 类 型 : 第 
一 种 类 型 是 给 定 一 定数 量 的 人 力 、 物 力 资源 ， 求 怎样 安排 运用 这 些 资源 ， 能 使 完成 的 任务 量 
最 大 或 效益 最 大 ; 第 二 种 类 型 是 给 定 一 项 任务 , 求 怎 样 统筹 安排 , 能 使 完成 这 项 任务 的 人 力 、 
物力 资源 量 最 小 。 


7.1 线性 规划 问题 


线性 规划 (Linear programming, LP) 是 运筹 学 中 研究 较 早 、 发 展 较 快 、 应 用 广泛 、 方 
法 较 成 熟 的 一 个 重要 分 支 ， 它 是 辅助 人 们 进行 科学 管理 的 一 种 数学 方法 ， 是 研究 线性 约束 条 
件 下 线性 目标 函数 的 极 值 问 题 的 数学 理论 和 方法 。 线 性 规划 广泛 应 用 于 军事 作战 、 经 济 分 析 、 
经 营 管理 和 工程 技术 等 方面 。 为 合理 地 利用 有 限 的 人 力 、 物 力 、 财 力 等 资源 做 出 最 优 决 策 ， 
提供 了 科学 的 依据 。 在 企业 的 各 项 管理 活动 中 ,例如 计划 、 和 生产、 运输 、 技 术 等 问题 ， 线 性 
规划 是 指 从 各 种 限制 条 件 的 组 合 中 ， 选 择 出 最 为 合理 的 计算 方法 ， 建 立 线性 规划 模型 ， 从 而 
求 得 最 佳 结果 。 

遇 到 一 个 线性 规划 问题 ， 该 如 何 解 决 呢 ? 

(1) 确定 决策 变量 。 即 哪些 变量 对 决策 目标 有 影响 。 

(2) 确定 目标 函数 。 把 目标 表示 为 含有 决策 变量 的 线性 函数 ， 通 常 目标 函数 是 求 最 大 值 
或 最 小 值 。 

(3) 找 出 约束 条 件 。 将 对 决策 变量 的 约束 表示 为 线性 方程 或 不 等 式 〈 冬 ，=， 三 )。 

(4) 求 最 优 解 。 求 解 的 方法 有 很 多 ， 例 如 图 解法 、 单 纯 形 法 。 

例如 ， 某 木器 厂 生 产 圆 桌 和 衣柜 两 种 产品 ， 现 有 两 种 木料 ， 第 一 种 有 72m ， 第 二 种 有 
56m:  。 假 设 生产 每 种 产品 都 需要 用 两 种 木料 ， 生 产 一 张 圆桌 和 一 个 衣柜 分 别 所 需 木 料 如 
K 7-1 所 示 。 每 生产 一 张 圆桌 可 获 利 6 元 ， 生 产 一 个 衣柜 可 获 利 10 元 。 木 器 厂 在 现 有 木料 
条 件 下 ， 圆 桌 和 衣柜 各 生产 多 少 ， 才 使 获得 利润 最 多 ? 


表 7-1 产品 需要 的 木料 
Ж Сё. т 





f REMAR x 张 ， 生 产 衣柜 y 个， 利润 总 额 为 z 元 。 
(1) 确定 决策 变量 : x. y 分 别 为 生产 圆桌 、 衣 柜 的 数量 。 
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(2) 明确 目标 函数 : 获 利 最 大 ， 即 求 6x+10 最 大 值 。 
(3) 找 出 约束 条 件 : 
0.18х + 0.09у < 72 
0.08х + 0.28 у < 56 
x 宇 0 
у20 
如 果 采 用 画图 求解 法 : 首先 画 出 x. y 坐标 ， 再 画 出 两 条 
HER 0.18х +0.09у < 72 和 0.08x+0.28y < 56 ， 这 两 条 直线 和 





N М 0.08z+0. 28y=56 





x 之 0、y 之 0 构成 了 可 行 解 区 间 ， 如 图 7-1 阴影 部 分 所 示 。 к 
然后 画 出 目标 函数 6x+10y=0， 使 其 从 原点 开始 平移 ， 直 到 直 SDT р 
线 与 阴影 区 域 恰好 不 再 有 交点 为 止 ， 此 时 目标 函数 达到 最 大 人 


值 ， 如 图 7-1 所 示 。 
这 个 交点 正好 是 两 条 直线 0.18x+0.097 和 72 和 
0.08х +0.28у 三 56 的 交叉 点 M， 解 方程 组 : 
0.18х + 0.09у = 72 
i +0.28y=56 


得 M 点 坐标 350，100)。 因 此 应 生产 圆桌 350 张 ， 生 产 衣柜 100 个 ， 能 使 利润 总 额 达 
到 最 大 。 
一 般 线 性 规划 问题 可 表示 为 如 下 形式 。 


n 
目标 函数 :max(min)z = c, + c,x, + сх, + +с,х, = max 》 сух, 


= 


图 7-1 图 解法 平移 线 


a, x, +арх, + +a Xx, < (=, 2) b, 
a, x, +а»х, +---+a, x, <(=, 2) b, 

约束 条 件 : 

ах tasx, +: +а, х, (=, 2) b, 

х,20(х<0, EAR), і=1, 2,- п 

。 变量 满足 约束 条 件 的 一 组 值 (ху, x, ` x,) 称 为 线性 规划 问题 的 一 个 可 行 解 。 

° 所 有 可 行 解 构成 的 集合 称 为 线性 规划 问题 的 可 行 区 域 。 

° 使 目标 函数 取得 极 值 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 

° 在 最 优 解 处 目标 函数 的 值 称 为 最 优 值 。 

线性 规划 问题 解 的 情况 : 

。 有 唯一 最 优 解 。 

。 有 无 数 多 个 最 优 解 。 
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。 没有 最 优 解 ( 问 题 根本 无 解 或 者 目标 函数 没有 极 值 ， 即 无 界 解 )。 
7.1.1 线性 规划 标准 型 


图 解法 只 能 解决 简单 的 线性 规划 问题 ,因为 二 维 图 形 很 容易 画 出 来 ， 三维 就 需要 一 定 空 
间 想 象 能 力 了 ， 四 维 以 上 就 很 难 用 图 形 表 达 ， 因 此 图 解法 只 能 解决 一 些 简单 的 低 维 问题 ， 复 
杂 的 线性 规划 问题 还 需要 更 好 的 办 法 来 解决 。 

首先 我 们 要 把 一 般 的 线性 规划 问题 转化 为 如 下 线性 规划 标准 型 。 

目标 函数 :maxz =c, + сх 十 co ++ + C, X, 
ax, + ax, 十 … 十 Ga = b, 
G, X, + G,,X, ++ a, х, = b, 


约束 条 件 : 


а Ë Gn2X2 We G,,X, = b, 


x, Z= 0(i=1, 2, ..., n) 


标准 型 4 要 求 : 


最 大 值 
apan Q =C) +X HCX, ++ CX, 


pesn, 








ах + G,,X, + + G,,X, ! 


V 洋 
о =, 


ах + а,,х; Е ЫЕ Ы ах, = 
约束 条 件 : | 
аах + apa% +5: + a, X, = 
x 20 =, 2; ..., 
决策 变量 非 负 约束 全 部 为 等 式 约束 
线性 规划 标准 型 转化 方法 : 
(1) 一 般 线 性 规划 形式 中 目标 函数 如 果 求 最 小 值 ， 即 minz= > cx 那么 ， 令 z'=-z， 





则 z=—z', minz=min(—z') = —max z' o 求解 maxz'=-》 cixi ， 得 到 最 优 解 后 ， 加 负 号 


minz= 一 maxz' 即 可 。 

(2) 右 端 常数 项 小 于 零 时 ， 则 不 等 式 两 边 同 乘 以 -1， 将 其 变 成 大 于 零 ; 同时 改变 不 等 号 
的 方向 ， 保 证 恒 等 变 形 。 例 如 2х1+022—5, —2х1-х›<5. 

(3) 约束 条 件 为 大 于 等 于 约束 时 ， 则 在 不 等 式 左边 减 去 一 个 新 的 非 负 变量 将 不 等 式 约束 
改 为 等 式 约束 。 例 如 2х,-3х.210, 2х1-3х:-х3=10, xsZ0; 
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і 

(4) 约束 条 件 为 小 于 等 于 约束 时 ， 则 在 左边 加 上 一 个 新 的 非 负 变量 将 不 等 式 约束 改 为 等 
WAR. Я 31-5259, 3xi—5xx+xs=9, хз0; 

(5) 无 约束 的 决策 变量 x， 即 可 正 可 负 的 变量 ， 则 引入 两 个 新 的 非 负 变量 w 和 x, < 
х=х'-х", Ж x'20, х">20, + x 代入 线性 规划 模型 。 例 如 2x1-3xztx3 宇 10，x 无 约束 ， 令 
Xx3=X4-Xs，X4 宇 0，xs 宇 0， 代 入 方程 ，2x1 一 3x2tx4-xs 宇 10，xa 宇 0，xs 宇 0。 

(6) 决策 变量 x 小 于 等 于 0 时， 令 x 二 -x， 显 然 x 宇 0， 将 x 代入 线性 规划 模型 。 例 如 
2х1-3х›25, х›<0, $ 3=-x2， 将 =-x3 代 入 线性 方程 ，2x1+3x3 宇 5，x3 宇 0。 

Же: 引入 的 新 的 非 负 变量 称 为 松弛 变量 。 

以 一 般 的 线性 规划 问题 为 例 ， 

min z = x, 一 32 + 2x, 
х +30 — X; + 2x, = 7 
—2x, +4х, < 12 
—4x, +3х, +8x, < 10 
x > 0(¿=1, 2, 3, 4) 
将 其 转化 为 线性 规划 标准 型 ，z'= -z 。 
шах 2'=-х, +3х, — 2x, 
X, +3X; -х+2х, = 7 
—2х, + 4x, + x, =12 
—4x, + 3x, + 8x, + x, =10 
x, Z= 0(i=1, 2, 3, 4, 5, 6) 


7.1.2 单纯 形 算法 图 解 


单纯 形 法 是 1947 年 数学 家 乔治 : 丹 捷 格 (George Dantzing) 发 明 的 一 种 求解 线性 规划 模 
型 的 一 般 性 方法 。 

为 了 便于 讨论 ， 先 考查 一 类 特殊 的 标准 形式 的 线性 规划 问题 。 在 这 类 问题 中 ， 每 个 等 式 
约束 条 件 中 均 至 少 含有 一 个 正 系 数 的 变量 ， 且 这 个 变量 只 出 现在 一 个 约束 条 件 中 。 将 每 个 约 
束 条 件 中 这 样 的 变量 作为 非 0 变量 来 求解 该 约束 方程 ， 这 类 特殊 的 标准 形式 线性 规划 问题 称 
为 约束 标准 型 线性 规划 问题 。 

首先 介绍 一 些 基 本 概念 。 

° 基本 变量 : 每 个 约束 条 件 中 的 系数 为 正 且 只 出 现在 一 个 约束 条 件 中 的 变量 。 

° 非 基本 变量 ， 除 基本 变量 外 的 变量 全 部 为 非 基 本 变量 。 

° 基本 可 行 解 : 满足 标准 形式 约束 条 件 的 可 行 解 称 为 基本 可 行 解 。 由 此 可 知 ， 如 果 令 
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п-т 个 非 基本 变量 等 于 0， 那么 根据 约束 条 件 求 出 т 个 基本 变量 的 值 ， 它 们 组 成 的 
一 组 可 行 解 为 一 个 基本 可 行 解 。 
。 检验 数 ， 目标 函数 中 非 基 本 变量 的 系数 。 
线性 规划 基本 定理 如 下 。 
° 定理 1: 最 优 解 判 别 定理 
若 目标 函数 中 关于 非 基本 变量 的 所 有 系数 〈 检 验 数 5) 小 于 等 于 0， 则 当前 基本 可 行 解 
就 是 最 优 解 。 
° 定理 2: 无 穷 多 最 优 解 判 别 定理 
若 目标 函 数 中 关于 非 基 本 变量 的 所 有 检验 数 小 于 等 于 0， 同 时 存在 某 个 非 基本 变量 的 检 
验 数 等 于 0， 则 线性 规划 问题 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 
° 定理 3: 无 界 解 定 理 
如 果 某 个 检验 数 5 大 于 0， 而 c 所 对 应 的 列 向 量 的 各 分 量 ау, aj v a, 都 小 于 等 于 
0， 则 该 线性 规划 问题 有 无 界 解 。 
约束 标准 型 线性 规划 问题 单纯 形 算法 步骤 如 下 。 
(1) 建立 初始 单纯 形 表 
找 出 基本 变量 和 非 基 本 变量 ， 将 目标 函数 由 非 基 本 变量 表示 ， 建 立 初始 单纯 形 表 。 
注意 : 如 果 目 标 函 数 含 有 基本 变量 ， 要 通过 约束 条 件 方程 转换 为 非 基本 变量 。 
例如 : 
тах 2'=-—х, +3х, – 2х, 
x, +3x, — X; 2х, T 
—2х, +4х, +х, = 12 
—4х, + 3x, + 8х, + x, =10 
x, Z 0 (i =1, 2, 3, 4, 5, 6) 
基本 变量 (系数 为 正 且 只 出 现在 一 个 约束 条 件 中 的 变量 ) 为 x1、xs、x6。 
注意 :基本 变量 的 系数 要 转化 为 1， 否则 不 能 按 下 面 计算 方法 ， 其 余 的 хо, хз. xa 都 是 
非 基 本 变量 。 基 本 变量 做 行 ， 非 基本 变量 做 列 ， 检 验 数 放 第 一 行 ， 常 数 项 放 第 一 列 ， 约 束 条 
件 中 非 基 本 变量 的 系数 作为 值 ， 构 造 初始 单纯 形 表 ， 如 图 7-2 所 示 。 
(2) 判断 是 否 得 到 最 优 解 
判别 并 检查 目标 函数 的 所 有 系数 ， 即 检验 数 c, G=1, 2, +, п). 
° 如 果 所 有 的 e 季 0， 则 已 获得 最 优 解 ， 算 法 结束 。 
° 若 在 检验 数 中， 有 些 为 正 数 ， 但 其 中 某 一 正 的 检验 数 所 对 应 的 列 向 量 的 各 分 量 均 
小 于 等 于 0， 则 线性 规划 问题 无 界 ， 算 法 结束 。 
° 若 在 检验 数 c rh, 有 些 为 正 数 且 它 们 对 应 的 列 向 量 中 有 正 的 分 量 , 则 转 到 第 (3) 步 。 
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(3) 选 入 基 变 量 


选取 所 有 正 检验 数 中 最 大 的 一 个 ， 记 为 cc， 其 对 应 的 非 基本 变量 为 xe 称 为 入 基 变 量 ，xe 
对 应 的 列 向 量 [qj6， Ga, a ame] 为 入 基 列 。 


在 图 7-2 中 ， 正 检验 数 中 最 大 的 一 个 为 3， 其 对 应 的 非 基 本 变量 为 x3 称 为 入 基 变 量 。x 
对 应 的 列 向 量 为 入 基 列 ， 如 图 7-3 所 示 。 


非 基本 变量 























图 7-2 初始 单纯 形 表 
(4) 选 离 基 变量 


选取 “常数 列 元 素 /入 基 列 元 素 ” 正 比值 的 最 小 者 ， 所 对 应 的 非 基 本 变量 xx 为 离 基 变 量 。 
作对 应 的 行 向 量 [ou，aa，…，qu] 为 离 基 行 。 


在 图 7-3 中 ,“ 常 数列 元 素 / 入 基 列 元 素 ” 正 比值 的 最 小 者 ， 所 对 应 的 基本 变量 xs 为 入 基 
变量 。xs 对 应 的 行 向 量 为 离 基 行 ， 如 图 7-4 所 示 。 
(5) 换 基 变换 


在 单纯 形 表 上 将 入 基 变 量 和 离 基 变 量 互 换 位 置 ， 即 хз 和 xs 交换 位 置 ， 换 基 变 换 之 后 如 
图 7-5 所 示 。 


图 7-3 МА ОВЛ 


.. 入 基 列 

















“下 交叉 位 


图 7-4 单纯 形 表 《〈 选 离 基 行 ) 


图 7-5 МА (ИЖ) 
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(6) 计算 新 的 单纯 形 表 
按 以 下 方法 计算 新 的 单纯 形 表 ， 转 第 (2) zh. 
4 个 特殊 位 置 如 下 : 
° 入 基 列 =- 原 值 /交叉 位 值 〈 不 包括 交叉 位 )。 
° 离 基 行 = 原 值 /交叉 位 值 〈 不 包括 交叉 位 )。 
° 交叉 位 = 原 值 取 倒数 。 
e° co 位 = 原 值 + 同行 入 基 列 元 素 * 同 列 离 基 行 元 素 / 交 叉 位 值 。 
如 图 7-6 所 示 。 
co 位 
= 原 值 + 同行 入 
基 列 元 素 * 同 `、、 


列 离 基 行 元 素 。 
/交叉 位 值 


离 基 行 = 原 值 “ 
/交叉 位 值 





图 7-6 单纯 形 表 (4 个 特殊 位 置 ) 


一 般 位 置 元 素 = 原 值 -同行 入 基 列 元 素 * 同 列 离 基 行 元 素 / 交 叉 位 值 ， 如 图 7-7 所 示 。 
计算 后 得 到 新 的 单纯 形 表 ， 如 图 7-8 所 示 。 





























b № X4 

一 般 位 置 = 原 值 — P 
同行 入 基 列 元 素 * 同 с 0 -1 =? 

列 离 基 行 元 素 / ` 

交叉 位 值 2 м 

4 加 

х6 10 | -4 8 х6 

图 7-7 单纯 形 表 (一 般 位 置 ) 图 7-8 新 的 单纯 形 表 


(7) 判断 是 否 得 到 最 优 解 ， 如 果 没 有 ， 继 续 第 (3) — (6) 步 ， 直 到 找到 最 优 解 或 判定 
无 界 解 停止 。 
再 次 选 定 基 列 变量 x, 和 离 基 变量 zi， 将 入 基 变 量 和 离 基 变 量 互 换 位 置 ， 重 新 计算 新 的 
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单纯 形 表 ， 如 图 7-9 所 示 。 

判断 是 否 得 到 最 优 解 ， 因 为 检验 数 全 部 小 于 0， 因此 得 到 с 
最 优 解 。co 位 就 是 我 们 要 的 最 优 值 11， 而 最 优 解 是 由 基本 变 
量 对 应 的 常数 项 组 成 的 ， 即 x2=4、x3=5、xe=11， 非 基本 变量 № 
全 部 置 零 ， 得 到 唯一 的 最 优 解 向 量 (0, 4, 5, 0, 0, 11). 

以 上 算法 获得 最 优 值 是 max z'， 而 本 题 要 求 的 是 min z ， 





z=-z'， 因 此 本 题 的 最 优 值 为 -11。 x 
7.1.3 ЕЕ 图 7-9 新 的 单纯 形 表 
一 般 线性 规划 问题 的 解 题 秘诀 : 


(1) 首先 把 原 问题 表示 为 一 般 线性 规划 表达 式 。 

(2) 转化 为 线性 规划 标准 型 。 

(3) 利用 单纯 形 算法 求解 。 

在 单纯 形 算法 中 ， 建 立 初始 单纯 形 表 时 ， 要 注意 找 出 基本 变量 和 非 基 本 变量 , 将 目标 函 
数 由 非 基 本 变量 表示 。 计 算 单纯 形 表 时 ， 要 注意 4 个 特殊 位 置 的 计算 方法 ， 以 及 最 优 解 、 无 
界 解 的 判定 方法 。 


7.1.4 练习 
利用 单纯 形 算法 ， 练 习 下 面 这 道 题 : 


max z = 2% =% +х, 
Зх +х, + x, = 60 
x, —х, +2х, <10 
x, + x, — x, < 20 
x, Z= 0(i=1, 2, 3) 


参考 答案 

Е 单纯 形 表 如 下 : ---------- 
b x1 x2 x3 

с 0 2 = 1 

х4 60 3 1 1 

x5 10 1 -1 2 

x6 20 1 T: sT 

基 列 变量 : х1 离 基 变量 : x5 

| 单纯 形 表 如 下 : ---------- 

b x5 x2 x3 

с 20 = 1 =3 


414 | 线性 规划 网 络 流 


ХТ 10 1 =1 2 
хб 10 -~1 2 "3 

| 基 列 变量 ，x2 离 基 变量 : хб 
====-==--= 单纯 形 表 如 下 : ---------- 

b x5 x6 x3 

€ 25 全 一 全 =], 
x4 10 —1 =2 1 

| х1 15 0:.5 0.5 0.5 
x2 5 =0 „8 0.5 a 
获得 最 优 解 : 25 


7.2 工厂 最 大 效益 一 一 单纯 形 算法 


某 食品 加 工厂 一 共有 三 个 车 间 ， 第 一 А ла EA yp 

品 A 或 2 个 单位 的 产品 B.。 产 品 A 如 果 直 接 售 出 ， 
售 价 为 10 元 ， 如 果 在 第 二 车 间 继 续 加 工 ， 则 需要 
额外 加 工 费 5 元 ， 加 工 后 售 价 为 19 元 。 产 品 B 如 
果 直 接 售 出 ， 售 价 16 元 ， 如 果 在 第 三 车 间 继 续 加 
工 , 则 需要 额外 加 工 费 4 元 , 加 工 后 售 价 为 24 元 。 
原材料 N 的 单位 购 入 价 为 5 元， 每 工时 的 工资 是 
15 元 ， 第 一 车 间 加 工 一 个 单位 的 N， 需 要 0.05 个 
第 二 车 间 加 工 一 个 单位 需要 0.1 工时 , 第 三 








车 间 加 工 一 个 单位 需要 0.08 工时 。 每 个 月 最 多 能 图 7-10 工厂 最 大 效益 问题 
得 到 12000 单位 的 原材料 N， 工 时 最 多 为 1000 工时 。 如 何 安排 生产 ， 才 能 使 工厂 的 效益 
最 大 呢 ? 


7.2.1 问题 分 析 


很 明显 ， 这 是 一 个 资源 有 限 求 最 大 效益 问题 ， 是 典型 的 线性 规划 问题 ， 我 们 先 假设 几 个 
变量 。 

xi: 产品 А 的 售 出 量 。 

хо: 产品 A 在 第 二 车 间 加 工 后 的 售 出 量 。 

хз: 产品 B 的 售 出 量 。 

x4: 产品 B 在 第 三 车 间 加 工 后 的 售 出 量 。 

х: 第 一 车 间 所 用 原材料 数量 。 

那么 收益 怎么 计算 呢 ? 
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就 是 产品 的 售 价 减 去 成 本 ， 成 本 除了 原材料 ， 还 有 人 工 工资 费用 。 

о 第 一 车 间 所 有 原材料 费 和 人 工 费 为 ，S$xs+0.05x15xs=5.75Sxs， 下 面 计 算 和 恒利 时 ， 均 已 
除去 第 一 车 间 的 材料 和 人 工 费 。 

° АНН, ЯМ]: 10x 

° A 加 工 后 售 出 , 因为 有 额外 加 工 费 、 人 工 费 : 5+0.1x15=6.5， 售 价 -额外 成 本 =19-6.5， 
AF): 12.5x2。 

° ВНЕ, MA: 16хз. 

° B 加 工 后 售 出 , 因为 有 额外 加 工 费 、 人 工 费 : 4+0.08x15=5.2, 售 价 - 额 外 成 本 =24--5.2， 


ЖЖ]: 18.8x4。 
ВЯ: 2=10х +12.5х, +16х, +18.8х, – 5.75х, o 
目标 函数 和 约束 条 件 如 下 : 
max z=10x +12.5х, +16х, +18.8х, — 5.75х, 
х +х, = Sx; =0 
жж 2х, =0 
x, < 12000 
0.1х, + 0.08x, + 0.05х, = 1000 
х 20 (i=l, 2, 3, 4, 5) 
7.2.2 完美 图 解 


首先 将 线性 规划 形式 转化 为 标准 型 : 把 两 个 不 等 式 增加 两 个 非 负 变量 ， 转 化 为 等 式 。 
тах z =10х, +12.5х, +16х, +18.8х, – 5.75х; 
x, +X, —Sx; = Ü 
X, -2х; = 0 
х; + x, =12000 
0.1х, + 0.08x, + 0.05х, + х, =1000 
x, 20 (1=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 


然后 使 用 单纯 形 算法 求解 。 

(1) 建立 初始 单纯 形 表 

找 出 基本 变量 和 非 基 本 变量 ， 将 目标 函数 由 非 基本 变量 表示 ， 建 立 初始 单纯 形 表 。 
基本 变量 : Х1; Хз) Хб» X7o 

非 基 本 变量 : х, хо, х5. 

将 目标 函数 由 非 基本 变量 表示 ， 目 标 函 数 里 面 含 有 基本 变量 xm 、x3， 因 此 利用 约束 条 件 
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的 1、2 式 蔡 换 ， 将 下 面 两 个 公式 代入 目标 函数 : 
ЭМ, X; =2Xs X. 
目标 函数 : 
2=10(5х, — x,) +12.5х, +16 (2х, – х,) +18.8х, —5.75х, 
=2.5х, + 2.8x, + 76.25х, 

基本 变量 做 行 ， 非 基本 变量 做 列 ， 检 验 数 放 第 一 行 ， 常 数 项 放 第 一 列 ， 非 基本 变量 的 系数 
作为 值 ， 构 造 初始 单纯 形 表 ， 如 图 7-11 所 示 。 

(2) 判断 是 否 得 到 最 优 解 


非 基 本 变量 


判别 并 检查 目标 函数 的 所 有 系数 ， 即 检 Re 
Вс ET 2, =, и). 常数 项 . 
。 如 果 所 有 的 cj<0, 则 已 获得 最 优 解 ， x 

算法 结束 。 E 非 基本 变 

。 若 在 检验 数 c 中 ， 有 些 为 正 数 ， 但 。 变量 "= 


其 中 某 一 正 的 检验 数 所 对 应 的 列 向 
量 的 各 分 量 均 小 于 等 于 0, 则 线性 规 。。 ”| 并 
划 问 题 无 界 ， 算 法 结束 。 
。 若 在 检验 数 o 中 ， 有 些 为 正 数 且 它 
们 对 应 的 列 向 量 中 有 正 的 分 量 ， 则 继续 计算 。 
(3) 选 入 基 变量 
正 检验 数 中 最 大 的 一 个 76.25 对 应 的 非 基 本 变量 为 xs 为 入 基 变 量 ，xs 对 应 的 列 为 入 
基 列 。 
(4) 选 离 基 变 量 
选取 “常数 列 元 素 /入 基 列 元 素 ”正比 值 的 最 小 者 ， 所 对 应 的 非 基本 变量 хо 为 离 基 变 量 ， 
x 对 应 的 行为 离 基 行 。 
(5) 换 基 变 换 
在 单纯 形 表 上 将 入 基 变量 xs 和 离 基 变 量 zw 互 换 位 置 ， 换 基 变换 后 如 图 7-12 所 示 。 
(6) 新 的 单纯 形 表 
按 以 下 方法 计算 新 的 单纯 形 表 ， 转 第 (2) 步 。 
4 个 特殊 位 置 如 下 : 
。 入 基 列 - - 原 值 /交叉 位 值 〈 不 包括 交叉 位 )。 
。 离 基 行 - 原 值 /交叉 位 值 (不 包括 交叉 位 )。 
。 交叉 位 - 原 值 取 倒数 。 
。 位 - 原 值 + 同行 入 基 列 元 素 * 同 列 离 基 行 元 素 / 交 叉 位 值 。 





图 7-11 初始 单纯 形 表 
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如 图 7-13 所 示 。 





eo= 原 值 + 同行 
入 基 列 元 素 * 、、 b x x4 № | 
同 列 离 基 行 元 Ая 
素 /交叉 位 值 е7 
叉 位 值 
x 
x 
离 基 行 = 所 交叉 位 值 
ж за 取 倒 数 
值 





图 7-13 单纯 形 表 (4 个 特殊 位 置 ) 


一 般 位 置 元 素 = 原 值 -同行 入 基 列 元 素 * 同 列 离 基 行 元 素 / 交 叉 位 值 ， 如 图 7-14 所 示 。 
计算 后 得 到 新 的 单纯 形 表 ， 如 图 7-15 所 示 。 


- 般 位 置 

= 原 值 一 
同行 入 基 列 с 
元 素 * 同 列 “~、、、~ 
离 基 行 元 素 
/交叉 位 值 





图 7-14 单纯 形 表 (一般 位 置 》 图 7-15 新 的 单纯 形 表 


b х2 X4 х, 
915000 -76.25 
|. 
eh 


(7) 判断 是 否 得 到 最 优 解 ， 若 没有 ， 则 继续 第 (3) ~ 
(6) 步 

再 次 选 定 基 列 变量 x, 和 离 基 变 量 x KASEM | 
离 基 变量 互 换 位 置 ， 重 新 计算 新 的 单纯 形 表 ， 如 图 7-16 
所 示 。 

判断 是 否 得 到 最 优 解 ， 因 为 检验 数 全 部 小 于 0， 因此 得 ©“ 
到 最 优 解 ,co 位 就 是 最 优 值 929000,， 而 最 优 解 是 由 基本 变量 xs 


[i | | 
对 应 的 常数 项 组 成 的 ， 即 x= ` = s х4=5000. 
т ” | e [e [ee ae 


(60000, 0, 19000, 5000, 12000, 0, 0). 图 7-16 新 的 单纯 形 表 
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产品 А 的 售 出 量 : xi=60000。 

产品 A 在 第 二 车 间 加 工 后 的 售 出 量 : xz=0。 

产品 В 的 售 出 量 : xs=19000。 

产品 В 在 第 三 车 间 加 工 后 的 售 出 量 : х.=5000. 

第 一 车 间 所 用 原材料 数量 : xs=12000。 

从 最 优 解 可 以 看 到 x=0， 也 就 是 说 产品 A 在 第 二 车 间 加 工 后 的 售 出 量 为 0, 显然 产品 A 
在 第 二 车 间 加 工 后 再 售 出 赚 取 的 效益 不 大 ， 也 是 不 划算 的 ， 可 以 取消 第 二 车 间 加 工 对 产品 A 
的 再 加 工 ， 其 他 的 按 最 优 解数 量 生产 ， 工 厂 即 可 获得 最 大 效益 。 


7.2.3 ” 伪 代 码 详解 


(1) 找 入 基 列 


检验 数 是 在 第 0 行 , 第 1—m 列 的 元 素 ， 先 令 тах1=0, 然后 用 for 循环 查找 所 有 的 检验 
数 ， 找 到 最 大 的 正 检验 数 ， 并 用 e 记录 该 列 ， 即 入 基 列 。 


for (j=1;j<=m; j++) // 找 入 基 列 (最 大 正 检验 数 对 应 的 列 ) 
| 
if (пах1<Кегпе1 [0] [j]) 
{ 
пах1=Кегпе1 [0] [j]; 
е=ј; 


} 





} 


(2) 找 离 基 行 


找 常数 列 / 入 基 列 正比 值 最 小 对 应 的 行 ， 即 离 基 行 。 在 找 离 基 行 循环 里 ， 检 查 入 基 列 中 
除 检 验 数 外 所 有 元 素 是 否 都 小 于 0， 如 果 是 ， 则 线性 规划 问题 有 无 界 解 。 


for (i=1;i<=n;i++) // 找 离 基 行 (常数 列 / 入 基 列 正比 值 最 小 对 应 的 行 ) 
{ 
if (max2<kernel [i] [е]) 
{ 
max2=kernel [і] [е]; 
} 
float temp=kernel[i][0]/kernel[i] [e]; // 常 数 项 在 前 , temp=fabs (temp); 
if (temp>0&&temp<min) // 找 离 基 变量 
{ 
min=temp; 
К=1; 
} 
} 
if (max2==0) 
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cout<<" 解 无 界 "<<endl; 
break; 


} 


(3) 换 基 变换 
换 基 变换 《转轴 变换 )， 即 将 入 基 变 量 和 离 基 变 量 交换 位 置 。 


char temp=FJL[e]; 
FJL[e]=JL[k]; 
L[k]=temp; 


(4) 计算 单纯 形 表 
计算 4 个 特殊 位 〈 入 基 列 、 离 基 行 、co 位 、 交 叉 位 )， 其 余 的 一 般 位 采用 十 字 交 叉 计算 
新 值 。 


for (i=0;i<=n; i++) /7 计算 除 入 基 列 和 离 基 行 的 所 有 位 置 的 元 素 
{ 
if (i!=k) 
{ 
| for (j=0;j<=m;j++) 
if (ј!=е) 
t 
if (i==0&&j==0)  // 计 算 特殊 位 со 位 , 即 目标 函数 的 值 
Кегпе1 [1] [j]=kernel[i] [)] +Кегпе1 [1] [е] *Кегпе]1 [К] [5 1 /Кегпе1 
[k] [е]; 
else /7 一般 位 置 
| kernel [1] [j]=kernel[i] [3] -Кегпе1 [1] [е] *кегпе1 [К] [53] /Кегпе1 
| [k] [e]; 


} 
} 
for (i=0; i<=n; i++) // 计 算 特 殊 位, 离 基 行 的 元 素 
{ 
1Е(1!=К) 
Кегпе! [і] [е] =-кегпе1 [1] [е] /Кегпе] [К] [e]; 
} 
for (j=0;j<=m;j++) // 计 算 特 殊 位 ,入 基 列 的 元 素 
{ 
if(j!=e) 
kernel[k] [j]=kernel[k] [j]/kernel[k] [e]; 


} 
// 计 算 特殊 位 , 交叉 位 置 
kernel [К] [e]=1/kernel[k] [e]; 
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7.24 ”实战 演练 


根据 以 上 的 算法 设计 步骤 ， 可 以 编写 程序 。 在 该 程序 中 ， 用 kernel[][] 记 录 存 储 的 单纯 
形 表 值 ， 用 FILU FERRE TFR, H FL[] 记 录 基 本 变量 下 标 。 


//program 7-1 
#include <iostream> 
#include<math.h> 
#include<iomanip> 
#include<stdio.h> 
using namespace std; 


float kernel[100] [100]; // 存 储 非 单纯 形 表 

char FJL[100]=(); // 非 基本 变量 

char JL[100]=(); // 基 本 变量 

int п,т,і,ј; 

void print() // 输 出 单纯 型 表 

{ 
cout<<endl; 
RU 单纯 形 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 
cout<<" Mis 


cout<<setw(7)<<"b "; 
for (1=1;і<=п;і++) 
cout<<setw(7)<<"x"<<FJL[i]; 
cout<<end1; 
cout<<"c "; 
for(i=0;i<=n;i++) 
{ 
1Е(1>=1) 
соџЕ<<"х"<<7Ј1 [1]; 
for (j=0;j<=m; j++) 
cout<<setw (7)<<kernel[i][j]<<" "; 
cout<<end1; 


void ОСХА () 


float maxl; //тах1 用 于 存放 最 大 的 检验 数 

float max2; //тах2 用 于 存放 最 大 正 检 验 数 对 应 的 基本 变量 的 最 大 系数 
int е=-1; // 记 录入 基 列 

int k=-1; // 记 录 离 基 行 


float min; 
// 循 环 和 迭代 ， 直 到 找到 问题 的 解 或 无 解 为 止 
while(true) 
{ 
пах1=0; 
пах2=0; 
min=100000000; 
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for(j=1;j<=m;j++)  // 找 入 基 列 〈 最 大 正 检验 数 对 应 的 列 ) 
{ 
if (мах1<Кегпе1 [0] [j]) 
{ 
пах1=Кегпе1 [0] [j]; 


е=); 
} 

} 
if (пах1<=0) // 最 大 值 <=0， 即 所 有 检验 数 <=0， 满 足 获 得 最 优 解 的 条 件 
{ 

cout<<end1; 

cout<<" 获 得 最 优 解 : "<<kernel[0] [0]<< endl; 

print (); 

break; 


) 
for(i=l;i<=n;i++)  // 找 离 基 行 ( 常 数列 /入 基 列 正比 值 最 小 对 应 的 行 ) 
{ 
if (max2<kernel [1] [е]) 
{ 
пах2=Кегпе] [і] [e]; 
} 
float temp=kernel [i] [0] /кехпе1 [1] [e]; // 常 数 项 在 前 , temp=fabs (temp); 
if (temp>0&&temp<min) // 找 离 基 变量 
{ 
min=temp; 
k=i; 
) 
) 
cout<<" 基 列 变量 : "<<"x"<<FJL[e]<<" "; 
cout<<" 离 基 变 量 : "<<"x"<<JL[k]<<endl; 
if (max2==0) 
{ 
cout<<" 解 无 界 "<<endl; 
break; 


} 
// 变 基 变 换 (转轴 变换 ) 
char temp=FJL[e]; 
FJL[e]=JL[k]; 
JL[k]=temp; 
for(i=0;i<=n;i++) // 计 算 除 入 基 列 和 出 基 行 的 所 有 位 置 的 元 素 
{ 
if (i!=k) 
{ 
for (3=0;ј<=т;ј++) 
{ 
if (j !=e) 
{ 
if (i==0&&j==0) // 计 算 特 殊 位 c0， 即 目标 函数 的 值 
kernel [1] [j]=kernel[i] [j]+kernel [1] [e]*kernel 
[k] [3] /Кегпе1 [К] [e]; 
е1зе // 一 般 位 置 


kernel [1] [j]=kernel[i] [5 ]-кегпе1 [1] [е] *Кегпе1 
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[k] [j] /kernel[k] [е]; 





} 
} 


for (i=0;i<=n;i++) // 计 算 特殊 位 ， 离 基 行 的 元 素 


{ 
if (i!=k) 


kernel[i] [e]=-kernel[i] [e]/kernel[k] [e]; 


} 


for (j=0;j<=m; j++) // 计 算 特殊 位 ， 入 基 列 的 元 素 


{ 
if (j !=e) 


kernel[k] [j]=kernel[k] [j]/kernel[k] [е]; 


} 


kernel[k] [e]=1/kernel[k] [e]; // 计 算 特殊 位 ， 交 叉 位 置 


print(); 
) 


int main() 
{ 

ipt ijr 
cout<<" 输 入 非 基 本 变量 个 数 和 非 基 本 变量 下 标 : "<< endl; 
cin>>m; 
for (i=l; i<=m; i++) 

cin>>FJL[i] ; 
cout<<" 输 入 基本 变量 个 数 和 基本 变量 下 标 : "<<епа1;; 
сіп>>п ; 
for (1=1;і<=п;і++) 

с1п>>91 [1]; 
cout<<" 输 入 约束 标准 型 初始 单纯 形 表 参 数 : "<<endl;; 
for (i=0;i<=n;i++) 
{ 

for (j=0;j<=m;j++) 
cin>>kernel[i] [j]; 

} 
print}; 
ОСХА (); 
return 0; 


} 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


输入 非 基 本 变量 个 数 和 非 基本 变量 下 标 : 
3 





ra. 


245 
输入 基本 变量 个 数 和 基本 变量 下 标 : 
4 


1367 
输入 约束 标准 型 初始 单纯 形 表 参数 : 
0 2.5 2,8 76.25 


0 10 =5 

001 -2 

12000 0 0 1 

1000 0.1 0.08 0.05 

(3) 输出 

---------- 单纯 形 表 如 下 ，---------- 
b x2 x4 x5 

€ 0 2.5 2.8 76.25 

xL 0 1 0 =5 

х3 0 0 L -2 

x6 12000 0 0 1 

х7 1000 0.1 0.08 0.05 

基 列 变量 : х5 离 基 变 量 : хб 

---------- 单纯 形 表 如 下 : ---------- 
b х2 х4 x6 

c 915000 2.5 2.8 -76.25 

x1 60000 1 0 5 

x3 24000 0 1 2 

х5 12000 0 0 + 

x7 400 0.1 0.08 -0.05 

基 列 变量 : ха AERE: x7 

ажынын 单纯 形 表 如 下 ;，---------- 
b x2 ху x6 

c 929000 =L -35 -74:5 

х1 60000 1 =0 5 

x3 19000 -1.25 -12.5 2.625 

х5 12000 0 =0 1 


х4 5000 1.25 12.5 -0.625 
获得 最 优 解 : 929000 


算法 解析 及 优化 拓展 
1. 算法 复杂 度 分 析 
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(1) 时 间 复 杂 度 : 在 输入 基本 变量 和 非 基 本 变量 中 用 了 инт 的 循环 次 数 ， 在 输入 单纯 形 表 
时 有 n*m 次 循环 ， 在 打印 最 优 解 时 有 ntn*m 次 的 时 间 打 印 结果 ， 在 寻找 入 基 列 和 离 基 行 中 ， 最 
坏 的 情况 下 有 Oo) 次 循环 ， 在 循环 迭代 中 最 坏 情况 下 需要 2 人 迭代 ， 则 时 间 复 杂 度 为 0(2”)。 

(2) 空间 复杂 度 : 计算 空间 复杂 度 时 只 计算 辅助 空间 ， 在 该 程序 中 kernel[][] 用 来 记录 
输入 的 单纯 形 表 ， 用 FJL[] 来 记录 输入 的 非 基 本 变量 的 值 ， 用 JLI) sc ЛЖ 
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量 的 值 ， 辅 助 空间 为 一 些 变量 和 换 基 变 换 时 的 辅助 变量 ， 所 以 空间 复杂 度 为 0(1)。 
2. 算法 优化 拓展 
想 一 想 ， 还 有 没有 更 好 的 算法 呢 ? 





7.3 最 大 网 络 流 短 增 广 路 算法 


在 日 常生 活 中 有 大 量 的 网 络 ， 如 电网 、 水 管 网 、 交 通 运输 网 、 通 信 网 及 生产 管理 网 等 ， 
网 络 流 正 是 从 这 些 实际 问题 中 提炼 出 来 的 ， 目 的 是 求 网 络 最 大 流 。 
si 








图 7-17 管道 网 络 


7.3.1 问题 分 析 


无 论 是 电网 、 水 管 网 、 交 通 运输 网 ， 还 是 其 他 的 一 些 网 络 ， 都 有 一 个 共同 点 : 在 网 络 中 
传输 都 是 有 方向 和 容量 的 。 所 以 设 有 向 带 权 图 G= (V, E), V={s; vo vo v v 0). 在 
G 中 有 两 个 特殊 的 结 点 s fll z, s 称 为 源 点 , t 称 为 汇 点 。 图 中 各 边 的 方向 表示 允许 的 流向 ， 
边 上 的 权 值 表示 该 边 允 许 通过 的 最 大 可 能 流量 сар, E. cap 宇 0， 称 它 为 边 的 容量 。 而 且 如 果 
边 集合 已 含有 一 条 边 〈zx，y)， 必 然 不 存在 反方 向 的 边 〈v，zD)， 我 们 称 这 样 的 有 向 带 权 图 为 
网 络 。 

网 络 是 一 个 有 向 带 权 图 ， 包 含 一 个 源 点 和 一 个 汇 点 ， 没 有 反 平 行 边 。 

反 平 行 边 如 图 7-18 所 示 。 就 是 说 如 果 H уз AA, EAE vi 一 v3， 要 么 是 v 
但 两 个 不 会 同时 存在 。 

例如 : 一 家 郑州 电子 产品 制造 公司 要 把 一 批 货物 从 工厂 Св) BERCE (г), RE 
一 家 货运 代理 公司 ， 代 理 公司 安排 了 若干 货车 和 运输 线路 ， 中 间 要 经 过 若干 个 城市 ， 边 上 
的 数值 代表 两 个 城市 之 间 每 天 最 多 运送 的 产品 数量 。 电 子 公司 不 管 货运 代理 是 怎么 运输 
的 ， 只 需要 知道 每 天 从 工厂 最 多 发 出 去 多 少 货 。 而 且 从 工厂 发 出 多 少 货物 , -在 北京 仓库 就 
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要 收 到 多 少 货 物 ， 否 则 由 货运 代理 照 价 赔 偿 ， 因 此 中 间 的 城市 是 没有 存货 的 ， 该 运输 网 络 
如 图 7-19 所 示 。 
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Е 7-18 RFT 图 7-19 运输 网 络 


这 就 像 一 个 地 下 水 管 网 络 , 我 们 看 不 到 水 在 地 下 管道 内 是 怎么 流动 的 , 但 是 知道 从 进 水 
口 流 进去 多 少 水 ， 就 从 出 水 口 流出 来 多 少 水 ， 如 图 7-20 所 示 。 

网 络 流 : 网 络 流 即 网 络 上 的 流 ， 是 定义 在 网 络 边 集 E 上 的 一 个 非 负 函 数 JHow={flow (u, 
у) 1, Лом (и, v) 是 边 上 的 流量 。 

可 行 流 : 满足 以 下 两 个 性 质 的 网 络 流 flow 称 为 可 行 流 。 

(1) 容量 约束 

每 个 管道 的 实际 流量 low 不 能 超过 该 管道 的 最 大 容量 cap。 每 个 管道 粗细 不 同 ， 因 此 管 
道 的 最 大 容量 也 是 不 同 的 。 例 如 : MAA u 到 结 点 v 的 管道 容量 是 10， 那 么 从 结 点 u 到 结 
ду 的 实际 流量 不 能 大 于 10， 如 图 7-21 所 示 。 

对 所 有 的 结 点 & 和 wv， 满足 容量 约束 : 0< Домхх, у) < сар(х,у) ° 

(2) 流量 守恒 

除了 源 点 s 和 汇 点 上 之 外 ， 所 有 内 部 结 点 流入 量 等 于 流出 量 。 即 : 

У; Лом(х,и)= У, Лоиқи, у) 


(х,и)єЕ (u,y)e E 









7-20 地 下 水 管 网 络 图 7-21 容量 约束 


例如 : 流入 zx 结 点 的 流量 之 和 是 10, BAA u 结 点 流出 的 流量 之 和 也 是 10， 如 图 7-22 
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所 示 。 
° HAS 
源 点 主要 是 流出 ， 但 也 有 可 能 流入 ， 例 如 货物 运 出 后 检测 出 一 些 不 合格 产品 需要 返 厂 ， 
对 源 点 来 说 就 是 流入 量 。 因 此 ， 源 点 的 净 输 出 值 六 流出 量 之 和 -流入 量 之 和 。 即 : 
f= > flows,x)- > flow(y,s) 


(s.x)e E (y.s)e E 


例如 : 源 点 s 的 流出 量 之 和 是 10, 流入 量 之 和 是 2， 那 么 净 输 出 是 8， 如 图 7-23 所 示 。 


) 
е 9) HE 
ow и flow 6 






图 7-22 流量 守恒 (中 间 结 点 》 图 7-23 流量 守恒 OMA) 


• ДЕ 
汇 点 主要 是 流入 , 但 也 有 可 能 流出 , 例如 货物 到 达 仓 库 后 检测 出 一 些 不 合格 产品 需要 返 
厂 ， 对 汇 点 来 说 是 流出 量 。 因 此 ， 汇 点 的 净 输 入 值 三 流入 量 之 和 -流出 量 之 和 。 即 : 
f= У flowx,t)- У Лом, у) 


(x.t)e E (ty)eE 
例如 : 源 点 1 的 流入 量 之 和 是 9， 流出 量 之 和 是 1， 那 么 净 输 入 是 8， 如 图 7-24 所 示 。 
注意 : 对 于 一 个 网 络 可 行 流 fiow， 净 输出 等 于 净 输 入 ， 这 仍然 是 流量 守恒 ， 如 图 7-25 





所 示 。 

网 络 最 大 流 : 在 满足 容量 约束 和 流量 守恒 的 前 提 下 ， 在 流 网 络 中 找到 一 个 净 输 出 最 大 的 
网 络 流 。 

7-24 RETE QCA) 图 7-25 网 络 G 及 其 上 的 一 个 流 flow 


那么 如 何 找到 最 大 流 呢 ? 接 下 来 看 Ford-Fulkerson 方法 。 
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7.3.2 НГ жа 


1957 Æ, Ford 和 Fullkerson 提出 了 求解 网 络 最 大 流 的 方法 。 该 方法 的 基本 思想 是 在 残余 
网 络 中 找 可 增 广 路 ， 然 后 在 实 流 网 络 中 沿 可 增 广 路 增 流 ， 直 到 不 存在 可 增 广 路 为 止 。 

1. 基本 概念 

(1) 实 流 网 络 

为 了 更 清楚 地 表达 ， 我 们 引入 实 流 网 络 的 概念 ， 即 只 显示 实际 流量 的 网 络 。 

例如 : 网 络 G 及 其 上 的 一 个 流 Лом, WE 7-26 所 示 。 

我 们 只 显示 每 条 边 实 际 流量 ， 不 显示 容量 ， 图 7-26 对 应 的 实 流 网 络 如 图 7-27 所 示 。 

容量 "一 、 7 一 流量 


7” 流量 
Jm 





7-26 ”网络 G 及 其 上 的 一 个 流 flow 7-27” 实 流 网 络 G' 


(2) 残余 网 络 

每 个 网 络 G 及 其 上 的 一 个 流 flow， 都 对 应 一 个 残余 网 络 C 。G 和 G 结 点 集 相同 ， 而 网 
络 G 中 的 每 条 边 对 应 G 中 的 一 条 边 或 两 条 边 ， 如 图 7-28 和 图 7-29 所 示 。 

在 残余 网 络 中 ， 与 网 络 边 对 应 的 同 向 边 是 可 增 量 〈 即 还 可 以 增加 多 少 流量 )， 反 向 边 是 
实际 流量 。 


ow 


cap-flow 一 -可 增 量 
6 







4 
и) flow — 流量 
图 7-28 网 络 G 的 边 图 7-29 ”残余 网 络 G 对 应 的 边 


残余 网 络 中 没有 0 流 边 ， 因 此 如 果 网 络 中 的 边 实 际 流量 是 0， 则 在 残余 网 络 中 只 对 应 一 
条 同 向 边 ， 没 有 反 向 边 ， 如 图 7-30 和 图 7-31 所 示 。 

网 络 G 及 可 行 流 如 图 7-32 所 示 ， 对 应 的 残余 网 络 G 如 图 7-33 所 示 。 

可 增 广 路 是 残余 网 络 G 中 一 条 从 源 点 s 到 汇 点 上 的 简单 路 径 。 例 如 : s 一 v1 一 v3 一 t 就 是 
一 条 可 增 广 路 ， 如 图 7-34 所 示 。 
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容量 流量 


cap-flow, 可 增 量 
@ e 


图 7-30 网 络 G 的 边 图 7-31 РЕ G" 对 应 的 边 





tap fog-e- DIE 流量 





图 7-32 网络 G 及 可 行 流 图 7-33 ЖАМ G° 


可 增 广 量 是 指 在 可 增 广 路 p 上 每 条 边 可 以 增加 的 流量 最 小 值 。 那 么 对 于 一 条 可 增 广 路 
5 一 V1 一 V3 一 t+， 可 以 增加 的 最 大 流量 是 多 少 昵 ?”s 一 v1 最 多 可 以 增加 的 流量 为 9, vi 一 v3 最 多 可 
以 增加 的 流量 为 5，vs 一 t 最 多 可 以 增加 的 流量 为 1 2， 如 果 超 出 这 个 值 就 不 满足 流量 约束 了 ， 
因此 这 条 可 增 广 路 最 多 可 以 增加 的 流量 是 5。 

可 增 广 量 4 等 于 可 增 广 路 p 上 每 条 边 值 的 最 小 值 ， 如 图 7-35 所 示 。 

求 网 络 G 的 最 大 流 ， 首 先 在 残余 网 络 中 找 可 增 广 路 ， 然 后 在 实 流 网 络 G' 中 沿 可 增 广 路 
增 流 ， 直 到 不 存在 可 增 广 路 为 止 。 这 时 实 流 网 络 G' 就 是 最 大 流 网 络 。 

2. 可 增 广 路 增 流 

增 流 操作 分 为 两 个 过 程 : 一 是 在 实 流 网 络 中 增 流 ， 二 是 在 残余 网 络 中 减 流 。 因 为 残余 网 
络 中 可 增 广 路 上 的 边 值 表示 可 增 量 ， 在 实 流 网 络 中 流量 增加 了 ， 那 么 可 增 量 就 少 了 。 





图 7-34 ЖАР С 图 7-35 ЖАР G 


(1) 实 流 网 络 增 流 | 
仍 以 图 7-35 为 例 ， 我 们 已 经 找到 一 条 可 增 广 路 s—v vt 并 且 知 道 可 增 广 量 455. 
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那么 首先 在 实 流 网 络 中 沿 着 可 增 广 路 增 流 : 可 增 广 路 上 同 向 边 增加 流量 4， 反 向 边 减 少 流量 
d。 本 例 中 都 是 和 可 增 广 路 同 向 的 边 ， 因 此 每 条 边 上 增加 流量 5， 增 流 前 后 的 实 流 网 络 如 
图 7-36 和 图 7-37 所 示 。 





2) 5 E 
图 7-36” 实 流 网 络 G'〈 增 流 前 ) 7-37” 实 流 网 络 E OHJE) 


(2) 残余 网 络 减 流 

在 残余 网 络 中 沿 着 可 增 广 路 减 流 : 可 增 广 路 上 的 同 向 边 减 少 流量 d, 反 向 边 增加 流量 d. 
沿 着 可 增 广 路 зу МИРО (可 增 量 ) 减少 流量 5， 反 向 边 增加 流量 5。 如 果 一 条 边 
流量 为 0， 则 删除 这 条 边 。 减 流 后 vi 一 v; 流量 为 0， 删 除 这 条 边 ， 减 流 前 后 的 残余 网 络 如 
图 7-38 和 图 7-39 所 示 。 

3. 增 广 路 算法 

增 广 路 定理 : W flow 是 网 络 G 的 一 个 可 行 流 ， 如 果 不 存在 从 源 点 s 到 汇 点 t XF flow 
的 可 增 广 路 p， 则 Лом 是 G 的 一 个 最 大 流 。 

增 广 路 算法 的 基本 思想 是 在 残余 网 络 中 找到 可 增 广 路 , 然后 在 实 流 网 络 中 沿 可 增 广 路 增 
流 ， 在 残余 网 络 中 沿 可 增 广 路 减 流 ; 继续 在 残余 网 络 中 找 可 增 广 路 ， 直 到 不 存在 可 增 广 路 为 
止 。 此 时 ， 实 流 网 络 中 的 可 行 流 就 是 所 求 的 最 大 流 。 





图 7-38 残余 网 络 G”( 减 流 前 ) 7-39 ”残余 网 络 G ( 减 流 后 ) 


增 广 路 算法 其 实 不 是 一 种 算法 , 而 是 一 种 方法 ， 因 为 Ford-Fullkerson 并 没有 说 明 如 何 找 
可 增 广 路 ， 而 找 增 广 路 的 算法 不 同 ， 算 法 的 时 间 复 杂 度 相差 很 大 。 
如 果 采 用 随意 找 可 增 广 路 的 方式 ， 我 们 看 一 个 例子 : 网 络 G 及 可 行 流 如 图 7-40 所 示 。 
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7-40 对 应 的 实 流 网 络 和 残余 网 络 如 图 7-41 和 图 7-42 所 示 。 





7-40 网 络 G 及 可 行 流 图 7-41 З С 图 7-42 жам G 


如 果 我 们 在 残余 网 络 G 中 随意 找 一 条 可 增 广 路 р: s—v vt 如 图 7-42 所 示 。 沿 可 
增 广 路 p 增 流 后 的 实 流 网 络 G' 如 图 7-43 所 示 ， 减 流 后 的 残余 网 络 G 如 图 7-44 所 示 。 





图 7-43” 实 流 网 络 G' 7-44 RRI G 


如 果 我 们 继续 在 残余 网 络 G 中 随意 找 一 条 可 增 广 路 p: s—v— vt, WE 7-44 所 示 。 
沿 可 增 广 路 р 增 流 后 的 实 流 网 络 G 如 图 7-45 所 示 ， 减 流 后 的 残余 网 络 С" 如 图 7-46 所 示 。 





图 7-45” 实 流 网 络 G' 图 7-46 ЖА G 
注意 : 在 实 流 网 络 中 ， 沿 可 增 广 路 p 上 的 边 是 vi 一 v; 的 反 向 边 ， 因 此 ， 减 流 1， 其 他 的 


正 向 边 增 流 1。 
如 果 继 续 在 残余 网 络 G 中 随意 找 一 条 可 增 广 路 p: sv vt 沿 可 增 广 路 p 增 流 ， 
如 此 下 去 ， 每 次 增加 的 流量 为 1， 而 本 题 网 络 最 大 流 值 20000, MWA т 20000 次 增 
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流 操作 ， 每 次 找 可 增 广 路 的 算法 时 间 复 杂 度 为 O0(E)， 如 果 每 次 只 增加 一 个 单位 流量 ， 那 么 
需要 找 可 增 广 路 了 次 ， 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(E/)。 

4. 最 短 增 广 路 算法 

如 何 找到 一 条 可 增 广 路 呢 ? 仁者 见 仁 ， 智 者 见 智 。 可 以 设置 最 大 容量 优先 ， 也 可 以 是 最 
短路 径 〈 广 度 优 先 ) 优先 。Edmonds-Karp 算法 就 是 以 广度 优先 的 增 广 路 算法 ， 又 称 为 最 短 
增 广 路 算法 (Shortest Augument Path, SAP), 

最 短 增 广 路 算法 步 又 : 

采用 队列 q 来 存放 已 访问 未 检查 的 结 点 。 布 尔 数组 vis[] 标 识 结 点 是 否 被 访问 过 ，pre[] 
数组 记录 可 增 广 路 上 结 点 的 前 驱 。pre[v]=u 表示 可 增 广 路 上 у 结 点 的 前 驱 是 и, а КИМЕ 
maxflow=0 。 

(1) 初始 化 可 行 流 flow 为 零 流 ， 即 实 流 网 络 中 全 是 零 流 边 ， 残 余 网 络 中 全 是 最 大 容量 
边 〈 可 增 量 )。 初 始 化 vis[] 数 组 为 false，pre[] 数 组 为 -1。 

(2) 令 vis[s]=true，s 加 入 队列 qo 

(3) 如 果 队 列 不 空 ， 继 续 下 一 步 ， 否 则 算法 结束 ， 找 不 到 可 增 广 路 。 当 前 的 实 流 网 络 就 
是 最 大 流 网 络 ， 返 回 最 大 流 值 maxflow。 

(4) 队 头 元 素 new 出 队 ， 在 残余 网 络 中 检查 new 的 所 有 邻接 结 点 i。 如 果 未 被 访问 ， 则 
访问 之 ， 令 vis[i]=true，pre[i]j=new; 如 果 it#， 说 明 已 到 达 汇 点 ， 找 到 一 条 可 增 广 路 ， 转 向 
第 (5) 步 ， 否 则 结 点 i 加 入 队列 94， 转 向 第 (3) zF. 

(5) 从 汇 点 开始 ， 通 过 前 驱 数 组 pre[l]， 逆 向 找 可 增 广 路 上 每 条 边 值 的 最 小 值 ， 即 可 增 量 q, 

(6) 在 实 流 网 络 中 增 流 ， 在 残余 网 络 中 减 流 ，Maxflow+=d， 转 向 第 (2) 步 。 


7.3.3 ”完美 图 解 


一 般 来 说 , 实际 问题 通常 会 给 出 每 个 结 点 之 间 的 最 大 容量 cap 是 多 少 , 然后 求解 最 大 流 。 
那么 我 们 在 求解 时 需要 先 初始 化 一 个 可 行 流 , 然后 在 可 行 流 上 不 断 找 可 增 广 路 增 流 即 可 。 初 
始 化 为 任何 一 个 可 行 流 都 可 以 , 但 需要 满足 容量 约束 和 平衡 约束 。 为 了 简单 起 见 ， 我 们 通常 
初始 化 可 行 流 为 0 流 ， 这样 肯 定 满足 容量 约束 和 平衡 约束 。 如 图 7-47 所 示 的 网 络 G，1 号 结 
点 为 源 点 ，6 号 结 点 为 汇 点 。 

(1) 数据 结构 

网 络 G 邻接 矩阵 为 g[][]， 即 如 果 从 结 点 i 到 结 点 7 有 边 ， 就 让 gyi 六 的 权 值 ， 否 
则 g 国 四 =< (295 <), 1 7-48 所 示 。 

(2) 初始 化 

初始 化 可 行 流 Лом 为 零 流 ， 即 实 流 网 络 中 全 是 零 流 边 ， 残 余 网 络 中 全 是 最 大 容量 边 〈 可 增 
量 )。 初 始 化 访问 标记 数组 vs[ 为 0 (false)， 前 驱 数 组 pre[] 为 -1， 如 图 7-49 和 图 7-50 所 示 。 
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7-47 网 络 G 图 7-48 ”邻接 矩阵 
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图 7-49 访问 标记 数组 图 7-50 “前 驱 数 组 


初始 化 实 流 网 络 为 0 流 ， 如 图 7-51 所 示 。 
实 流 网 络 G' 对 应 的 残余 网 络 ， 如 图 7-52 所 示 。 


Ө 









w 0 АЕ 
图 7-51 实 流 网 络 G' 图 7-52 ИЯ G* 


(3) 令 vis[1]=true，1 加 入 队列 g， 如 图 7-53 所 示 。 

(4) 队 头 元 素 1 出 队 

在 残余 网 络 G 中 依次 检查 1 的 所 有 邻接 结 点 2 和 3, 两 个 结 点 都 未 被 访问 , 令 vis[2] =true， 
Pre[2]=1， 结 点 2 加 入 队列 g; vis[3]=true，pre[3]=1， 结 点 3 加 入 队列 g， 搜 索 路 径 如 图 7-54 
所 示 。 





` 


图 7-53 Я] 7-54 ”残余 网 络 G* 
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访问 标记 数组 、 前 驱 数 组 及 队列 状态 如 图 7-55$ 一 图 7-57 所 示 。 


1 2 3 4 a 6 1 2 3 4 5 6 
"| m [=] «2200 
图 7-55 访问 标记 数组 图 7-56 前驱 数组 图 7-57 ”队列 


(5) 队 头 元 素 2 出 队 

在 残余 网 络 中 依次 检查 2 的 所 有 邻接 结 点 4, 4 未 被 访问 ， 令 vis[4]= true，pre[4]=2， 结 点 
4 加 入 队列 g， 搜 索 路 径 如 图 7-58 所 示 。 

访问 标记 数组 、 前 驱 数 组 及 队列 状态 如 图 7-59 一 图 7-61 所 示 。 






toa a Е 
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图 7-58 ”残余 网 络 G* 图 7-59 访问 标记 数组 


1 2 3 4 5 6 
ma ТН ‘БЕГ 
7-60 “前驱 数组 图 7-61 队列 


(6) 队 头 元 素 3 出 队 

在 残余 网 络 中 依次 检查 3 的 所 有 邻接 结 点 2 和 5, 2 被 访问 过 ， 什 么 也 不 做 ;5 未 被 访 
问 ， 令 vis[5] =true，pre[5]=3， 结 点 5 加 入 队列 gq， 搜索 路 径 如 图 7-62 所 示 。 

访问 标记 数组 、 前 驱 数组 及 队列 状态 如 图 7-63 一 图 7-65 所 示 。 





1 2 3 4 5 6 
вт ре ео | 


Е 7-62 ”残余 网 络 G* 图 7-63 访问 标记 数组 
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ЧИРЕ РЕГ ЧЩ ИР ë 
sa|-| | 1 31:[-] "ТТ 


Е 7-64 ”前驱 数组 Е 7-65 ”队列 


(7) 队 头 元 素 4 出 队 

在 残余 网 络 中 依次 检查 4 的 所 有 邻接 结 点 3 和 6, 3 被 访问 过 ， 什 么 也 不 做 ; 6 未 被 访 
Я, © vis[6] =true，Ppre[6]=4， 结 点 6 就 是 汇 点 ， 找 到 一 条 增 广 路 。 搜 索 路 径 如 图 7-66 所 示 。 

访问 标记 数组 、 前 驱 数 组 及 队列 状态 如 图 7-67 一 图 7-69 所 示 。 





1 2 3 4 5 6 
“lll | e ЕЗ 


图 7-66 RR G* 图 7-67 访问 标记 数组 
1 2 3 4 5 6 
ra ТТТ] EOT 
7-68 前驱 数 组 图 7-69 队列 


(8) 读 取 图 7-68 中 的 前 驱 数 组 pre[6]=4, pre[4]=2, pre[2]=1, Bl; 1 一 2 一 4 一 6。 找 到 该 
路 径 上 最 小 的 边 值 为 8， 即 可 增 量 d=8， 如 图 7-70 所 示 。 

(9) 实 流 网 络 增 流 

与 可 增 广 路 同 向 的 边 增 流 4， 反 向 的 边 减 流 4， 如 图 7-71 所 示 。 





7-70 “残余 网 络 G# Е 7-71 实 流 网 络 G' 


(10) 残余 网 络 减 流 
与 可 增 广 路 同 向 的 边 减 流 4， 反 向 的 边 增 流 а, 如 图 7-72 所 示 。 
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(11) 重复 第 (2) ~ (10) 步 ， 找 到 第 2 条 可 增 广 路 (1 一 3 一 5 一 6)， 找 到 该 路 径 上 最 
小 的 边 值 为 4， 即 可 增 量 4=4。 增 流 后 的 实 流 网 络 和 残余 网 络 ， 如 图 7-73 和 图 7-74 所 示 。 





图 7-72 残余 网 络 G* 7-73” 实 流 网 络 G' 


(12) 重复 第 (2) ~ (10) 步 ， 找 到 第 3 条 可 增 广 路 (1 一 3 一 5 一 4 一 6)， 找 到 该 路 径 上 
最 小 的 边 值 为 6， 即 可 增 量 4=6。 增 流 后 的 实 流 网 络 和 残余 网 络 ， 如 图 7-75 和 图 7-76 所 示 。 
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7-74 ”残余 网 络 G* 图 7-75” 实 流 网 络 G 


(13) 重复 第 (2) ~ (10) 步 ， 找 不 到 可 增 广 路 ， 算 法 结束 ， 最 大 流 值 为 所 有 的 增 量 q 
之 和 18， 各 边 的 实际 流量 如 图 7-75 所 示 。 
思考 : 为 什么 要 采用 残余 网 络 + 实 流 网 络 ? 
° 为 什么 要 用 残余 网 络 ? 为 什么 要 在 残余 网 络 上 找 可 增 广 路 ， 直 接 在 网 络 及 可 行 流 上 
面 找 可 增 广 路 可 以 吗 ? 请 看 下 面 的 实例 ， 如 图 7-77 所 示 。 
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首先 按照 广度 优先 搜索 策略 ， 从 源 点 开始 ， 沿 着 有 可 增 量 (cap>flow)〉 的 边 搜索 。 源 点 
s ИН и, у, у НЕЕ уз. va n ARR ВЕ, ЗНАНИЕ, F 
达 源 点 ， 找 到 一 条 可 增 广 路 : s 一 v1 一 v3 一 t。 沿 着 可 增 广 路 增 流 ， 增 加 的 流量 为 可 增 广 路 上 
每 条 边 的 可 增 量 (cap-flow) 最 小 值 ， 可 增 量 4=5， 增 流 后 如 图 7-78 所 示 。 

继续 按照 广度 优先 搜索 策略 ， 从 源 点 开始 ， 沿 着 有 可 增 量 (cap>flow) 的 边 搜索 。 源 点 
s 访问 邻接 点 yp， 无 法 再 访问 ww， 因为 s 一 vi 的 边 已 经 没有 可 增 量 。v, 访 问 邻 接点 уз, nE 
法 再 访问 z, 因为 vs 一 t 的 边 已 经 没有 可 增 量 。vw 没有 未 被 访问 的 邻接 点 ， 无 法 到 达 汇 点 ， 找 
不 到 从 源 点 到 汇 点 的 可 增 广 路 。 

但 是 得 到 的 解 并 不 是 最 大 流 ! 

因此 ， 在 网 络 G 及 可 行 流 直接 找 可 增 广 路 ， 有 可 能 得 不 到 最 大 流 。 

° 为 什么 要 用 实 流 网 络 ? 

仍 以 图 7-47 为 例 ， 其 对 应 的 残余 网 络 如 图 7-79 所 示 。 





СУ А 10 <z 
图 7-78 网络 G 及 可 行 流 〈 增 流 后 ) 图 7-79 RRK G* 


首先 按照 广度 优先 搜索 策略 ， 从 源 点 开始 ， 沿 着 有 向 边 搜索 。 源 点 s 访问 邻接 点 vo vo v 
访问 邻接 点 Wy、va， 没有 未 被 访问 的 邻接 点 ，vs 访 问 邻 接点 t， 到 达 源 点 ， 找 到 一 条 可 增 广 路 : 
5s 一 Vi 一 V3 一 t。 增 加 的 流量 为 可 增 广 路 上 每 条 边 的 最 小 值 ， 可 增 量 4=5， 如 图 7-80 所 示 。 

在 残余 网 络 中 ， 可 增 广 路 上 的 同 向 边 减少 流量 4， 反 向 边 增加 流量 4， 如 图 7-81 所 示 。 





) 让 » E T у 
图 7-80 “残余 网 络 G* 图 7-81 残余 网 络 G* 


继续 按照 广度 优先 搜索 策略 ， 从 源 点 开始 ， 沿 着 有 向 边 搜 索 。 源 点 s 访问 邻接 点 у», 
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无 法 再 访问 wm， 因为 s 一 v1 没有 邻接 边 。v, 访 问 邻 接点 уз, уз СРИ АЈ t， 因 为 vt 没 
邻接 边 。 v3 访问 邻接 点 vo vi 访问 邻 接点 vo va ВИЛ в, 到 达 源 点 , 找到 一 条 可 增 广 路 : 
5s 一 Vy 一 V3 一 VI 一 V4 一 t。 增 加 的 流量 为 可 增 广 路 上 每 条 边 的 最 小 值 ， 可 增 量 4=4， 如 图 7-82 
































所 示 。 
在 残余 网 络 中 ， 可 增 广 路 上 的 同 向 边 减少 流量 4， 反 向 边 增加 流量 4， 如 图 7-83 所 示 。 

4 
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Ф 

м с 

2 Р A 

图 7-82 ”残余 网 络 G* Е 7-83 ”残余 网 络 G* 


继续 搜索 ， 找 不 到 从 源 点 到 汇 点 的 可 增 广 路 。 己 经 得 到 最 大 流 ， 最 大 流 值 为 所 有 的 增 量 
之 和 ， 即 5+4=9。 

但 是 ， 从 残余 网 络 图 7-83 中 无 法 判断 哪些 是 实 流 边 ， 哪 些 是 可 增 量 边 。 如 果 想 知道 实 
际 的 网 络 流量 ， 就 需要 借助 于 实 流 网 络 。 

因此 ， 采 用 在 残余 网 络 中 找 可 增 广 路 ， 在 实 流 网 络 中 增 流 相 结 合 的 方式 ， 求 解 最 大 流 。 


7.3.4” 伪 代码 详解 


(1) 找 可 增 广 路 

采用 普通 队列 实现 对 残余 网 络 的 广度 搜索 。 从 源 点 ulu=s) 开始 ， 搜 索 u 的 邻接 点 v. 
WR у 未 被 访问 ， 则 标记 已 访问 ， 且 记录 v 结 点 的 前 驱 为 ;如果 结 点 不 是 汇 点 则 入 队 ; 
如 果 w 绪 点 恰好 是 汇 点 ， 则 返回 ， 找到 汇 点 时 则 找到 一 条 可 增 广 路 。 如 果 队 列 为 空 ， 则 说 明 
已 经 找 不 到 可 增 广 路 。 


| bool БЕЗ (116 з,іпі t) 
| { 
memset (pre,-1,sizeof (рге)); 
memset (vis,false,sizeof(vis)); 
| queue<int>q; 
| vis[s]=true; 
| q.push(s); 
while(!q.empty()) 
{ 
int now=q.front(); 
а.рор(); 
for(int i=l;i<=n; i++) // 寻 找 可 增 广 路 
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{ 
if(!vis[il&&g[now][i]>0) // 未 被 访问 且 有 边 相连 
{ 
vis[i] = true; 
pre[i] = now; 
if(i==t) return true;// 找 到 一 条 可 增 广 路 
q.push (i); 
} 
} 
} 
return false; // 找 不 到 可 增 广 路 
} 


(2) 沿 可 增 广 路 增 流 

根据 前 驱 数 组 ， 从 汇 点 向 前 , 一 直到 源 点 ， 找 可 增 广 路 上 所 有 边 的 最 小 值 ， 即 为 可 增 量 
d。 然 后 从 汇 点 向 前 ， 一 直到 源 点 ， 残 余 网 络 中 同 向 (与 可 增 广 路 同 向 ) 边 减 流 ， 反 向 边 增 
流 ; 实 流 网 络 中 如 果 是 反 向 边 ， 则 减 流 ， 否 则 正 向 边 增 流 。 


int EK(Ant 5, nt ©) 

{ 
int v,w,d,maxflow; 
maxflow = 0; 


while (bfs(s,t)) // 可 以 增 广 
{ 
v=t; 
d=INF; 
while (у!=5) // 找 可 增 量 a 
{ 
w=pre[v]; / Гм За v 的 前 驱 
if(dq>g[w] [v]) 
d=g[w] [у]; 
У=мМ; 


} 
пахЕ1ом+=а; 
v=t; 
while (v!=s) // 沿 可 增 广 路 增 流 
{ 
м=рге [у]; 
giw] [v]-=d; ХАА rh E mA 
giv] [w]+=d; А rB 52 8] Е 
if(f[v] [и] >20) // 实 流 网 络 中 如 果 是 反 向 边 , 则 减 流 , 否则 正 向 边 增 流 
Е [у] [w]-=d; 
е1зе 
Е[м] [v]+=d; 
У=М; 
} 
} 


return maxflow; 





7.3.5 ”实战 演练 


//program 7-2 
#include<iostream> 
#include<queue> 
#include<iomanip> 
#include<cstring> 
using namespace std; 
const int maxn 100; // 最 大 结 点 数 
const int INF (1<<30)-1; 

int g[maxn] [махп]; 
int f[maxn] [maxn] ; 


// 前 驱 数组 
bool vis [махп]; // 访 问 数组 
int n,m; // 结 点 个 数 n 和 边 的 数量 m 

bool БЕЗ (int s,int t) 

{ 


int рге [махп]; 


memset (рге,-1, sizeof (pre)); 
memset (vis, false, sizeof (уіѕ)); 
queue<int>q; 
vis[s]=true; 
q.push (s); 
while (!q.empty ()) 
{ 
int now=q.front(); 
а.рор(); 
for (int 1=1;і<=п; i++) 
{ 
if(!vis[i]&&g[now] [i]>0) 
{ 


vis[i] = true; 
pre[i] = now; 
if (i==t) 
q-push (i); 


} 

return false; 
} 
int ЕК(іпі 3, 
{ 


int + 


int у, м,а, махЕ1ом; 
maxflow 65 

while (bfs(s,t)) 

{ 


// 可 以 增 广 





v=t; 
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// 残 余 网 络 (初始 时 各 边 为 容量 》 
// 实 流 网 络 (初始 时 各 边 为 0 流 ) 


// 寻 找 可 增 广 路 


// 未 被 访问 且 有 边 相 连 


return true;// 找 到 一 条 可 增 广 路 


// 找 不 到 可 增 广 路 
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d=INF; 
while (у! =) // 找 可 增 量 a 
{ 
м=рге [у]; / Гм 记录 的 前 驱 
if(d>g[w][v]) 
d=g[w] [v]; 
V=w; 


) 
| maxflow+=d; 
\=Е; 
while(v!=s) // 沿 可 增 广 路 增 流 
{ 
w=pre[v]; 
g[w] [v] -=d; // 残 余 网 络 中 正 向 边 减 流 
g[v] [w] +=d; // 残 余 网 络 中 反 向 边 增 流 
if(f[v] [w] >0) // 实 流 网 络 中 如 果 是 反 向 边 , 则 减 流 , 否则 正 向 边 增 流 
f[v] [м] -=а; 
е1зе 
Е [м] [у] +=а; 
v=w; 
) 
} 
return maxflow; 


) 


void print() // 输 出 实 流 网 络 

{ 
cout<<endl; 
cout<<"---=--=--- 实 流 网 络 如 下 : ---------- "<<епа1; 
GHEY Me 


for (int і=1;і<=п;і++) 
cout<<setw (7) <<"у"<<1; 
соц <<епа1; 
for (int 1=1;1<=п0;1++) 
{ 
соцЕ<<"у"<<1; 
for (int j=1;j<=n;j++) 
cout<<setw(7)<<f[i][j]<<" "; 
cout<<end1; 
) 
} 
int main() 
| { 
int u,v,w; 
memset(g,0,sizeof(g));  ”// 残 余 网 络 初始 化 为 0 
memset (f, 0, sizeof (f) ) ; // 实 流 网 络 初始 化 为 0 
cout<<" 请 输入 结 点 个 数 n 和 边 数 m: "<<епа1; 











7.3.6 
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cin>>n>>m; 
cout<<" 请 输入 两 个 结 点 u，v 及 边 (u--v) 的 容量 w: "<<епа1; 
for(int i=1;i<=m; i++) 
{ 
cin>>u>>v>>w; 
g[u] [У] +=м; 
} 
cout<<" 网 络 的 最 大 流 值 : "<<ЕК (1, п) <<епа1; 
ргіпї (); // 输 出 实 流 网 络 
return 0; 


} 

算法 实现 和 测试 

(1) 运行 环境 
Code::Blocks 

(2) 输入 
ХЕ n 和 边 数 m: 


6 
请 输入 两 个 结 点 u，v 及 边 (u--v) 的 容量 w: 
1 


лол 5 Q шм P 
Gy P Oy Q) Qn N Ë (O N 
= 
[95] 


(3) 输出 
网 络 的 最 大 流 值 ，18 


算法 解析 
(1) 时 间 复杂 度 ， 从 算法 描述 中 可 以 看 出 ， 找 到 一 条 可 增 广 路 的 时 间 是 ОКЕ, ВА 


执行 O(VE) 次 ， 因 为 关键 边 的 总 数 为 O(VE) AWR D)。 因 此 总 的 时 间 复 杂 度 为 OVE’), 其 中 ， 
VV 为 结 点 个 数 ，E 为 边 的 数量 。 
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(2) 空间 复杂 度 : 使 用 了 一 个 二 维 数组 表示 实 流 网 络 ， 因 此 空间 复杂 度 为 ONV). 


7.3.7 算法 优化 拓展 一 一 重 贴标签 算法 ISAP 


最 短 增 广 路 算法 (SAP)， 采 用 广度 优先 的 方法 在 残余 网 络 中 找 去 权 值 的 最 短 增 广 路 。 
从 源 点 到 汇 点 ， 像 声音 传播 一 样 ， 总 是 找到 最 短 的 路 径 ， 如 图 7-84 所 示 。 

但 是 ， 我 们 在 寻找 路 径 时 却 多 搜索 了 很 多 结 点 ， 例 如 在 图 7-84 中 ， 第 一 次 找到 的 可 增 
广 路 是 1 一 2 一 4 一 6， 但 在 广度 搜索 时 ，3、5 两 个 结 点 也 被 搜索 到 了 。 如 何 实现 一 直 沿 着 最 
短路 的 方向 走 呢 ? 

有 人 想到 了 一 条 妙计 一 一 贴标签 。 首 先 对 所 有 的 结 点 标记 到 汇 点 的 最 短 距 离 ， 我 们 称 之 
为 高 度 。 标 高 从 汇 点 开始 ， 用 广度 优先 的 方式 ， 汇 点 的 邻接 点 高 度 1， 继 续 访 问 的 结 点 高 度 
是 2， 一 直到 源 点 结束 ， 如 图 7-85 所 示 。 





图 7-84 RRIK С" 7-85 ”残余 网 络 G' 


贴 好 标签 之 后 ,就 可 以 从 源 点 开始 , 沿 着 高 度 h (и) =h (у) +1 且 有 可 行 邻接 边 (cap>flow) 
的 方向 前 进 ， 例 如 : А (1) =3, А (2) =2, h (á) = 
1, h (6) =0。 这 样 就 很 快 找 到 了 汇 点 ， 然 后 沿 着 
可 增 广 路 1 一 2 一 4 一 6 增 减 流 之 后 的 残余 网 络 ， 如 
7-86 所 示 。 

我 们 再 次 从 源 点 开始 搜索 ， 沿 着 高 度 h(u) = 
h Су) +1 且 有 可 行 邻接 边 (cap>flow) 的 方向 前 进 ， 
h (1) =3, h (2) =2， 走 到 这 里 无 法 走 到 4 号 结 点 ， s 
因为 没有 邻接 边 ，3 号 结 点 不 仅 没 有 邻接 边 而 且 高 图 7-86 RRI G 
度 也 不 满足 条 件 。 也 不 能 走 到 1 号 结 点 ， 因 为 h (1) =3。 人 怎么 办 呢 ? 

可 以 用 重 贴标签 的 办 法 : 当前 结 点 无 法 前 进 时 ， 令 当前 结 点 的 高 度 = 所 有 邻接 点 高 度 的 
最 小 值 +1; 如 果 没 有 邻接 边 ， 则 令 当 前 结 点 的 高 度 = 结 点 数 ， 退 回 一 步 ， 重 新 搜索 。 

重 贴标签 后 ，h (2) =h (1) +1=4, И 7-87 所 示 。 

退回 一 步 到 1 号 结 点 ， 重 新 搜索 。1 号 结 点 已 经 无 法 到 达 2 号 (高 度 不 满足 条 件 h Gu) = 
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h (у) +1)， 那 么 考查 结 点 1 的 下 一 个 邻接 点 h (3) =2, h (5) =, h (6) =0， 又 找到 了 一 
条 可 增 广 路 1 一 3 一 5 一 6。 增 减 流 之 后 的 残余 网 络 ， 如 图 7-88 所 示 。 


h(2)=4 h=1 





Е 5 x 
h(3)=2 Š 


M3)=2 Я 
图 7-87 вк G 图 7-88 ЖАН G 


我 们 再 次 从 源 点 开始 搜索 ， 沿 着 高 度 h (и) =h (v) +1 且 有 可 行 邻接 边 (cap>flow) 的 方 
向 前 进 ，h (1) =3, h G) =2, h (5) =1， 走 到 这 里 无 法 走 到 6 号 结 点 ， 因 为 没有 邻接 边 ， 也 
不 能 走 到 3、4 号 结 点 ， 因 为 它们 高 度 不 满足 条 件 。 但 是 5—4 明明 有 可 增加 流量 ， 怎 么 办 ? 

继续 使 用 重 贴标签 的 办 法 ， 令 刀 (5) =h (4) +1=2， 退 回 一 步 ， 重 新 搜索 ， 退 回 到 3 号 结 
点 ， 因 为 h(3) =2， 仍 然 无 法 前 进 ， 重 贴标签 ， 令 有 (3) =h (5) +1=3; 退回 到 1 号 结 点 ， 因 
为 h (1) =3， 仍 然 无 法 前 进 ， 重 贴标签 ， 令 h (1) =h (3) +1=4， 本 身 是 源 点 不 用 退回 。 

重 贴 标签 后 ， 如 图 7-89 所 示 。 

再 次 从 源 点 开始 搜索 ， 沿 着 高 度 h (u) =h (у) +1 且 有 可 行 邻接 边 的 方向 前 进 , p (1) =4， 
h (3) =3, h (5) =2, h (4) =1, h (6) =0， 又 找到 了 一 条 可 增 广 路 1 一 3 一 5 一 4 一 6。 增 减 
流 之 后 的 残余 网 络 ， 如 图 7-90 所 示 。 


h(2)=4 h(4)=1 h(2)=4 h(4)=1 
8 8 













h(1)=4 (6)=0 h(1)=4 





(3)3 MS)=2 hB) h(5)=2 


图 7-89 5228 G 7-90 RRN G 
再 次 从 源 点 开始 搜索 ， 沿 着 高 度 h (и) =h (v) +1 且 有 可 行 邻接 边 的 方向 前 进 ， 发 现 已 经 


无 法 行进 ， 到 2 号 结 点 不 满足 高 度 要 求 ， 到 3 号 结 点 没有 可 行 邻接 边 。 重 贴标签 ， 则 h (1) = 
h (2) +1=5， 本 身 是 源 点 不 用 退回 。 再 次 从 源 点 开始 搜索 ， 沿 着 高 度 h (и) =h (v) +1 H 
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有 可 行 邻接 边 的 方向 前 进 ，h (1) =5, h (2) =4， 无 法 行进 ， 重 贴标签 ， 发 现 高 度 为 4 的 结 
点 只 有 一 个 ， 已 经 不 存在 可 增 广 路 ， 算 法 结束 ， 已 经 得 到 了 最 大 流 。 

1。 算 法 设计 

(1) 确定 合适 数据 结构 。 采 用 邻接 表 存 储 网 络 。 

(2) 对 网 络 结 点 贴标签 ， 即 标高 操作 。 

G) 如 果 源 点 的 高 度 三 结 点 数 ， 则 转向 第 (6) 步 ; 否则 从 源 点 开始 ， 沿 着 高 度 h (и) = h 
(у) +1 且 有 可 行 邻接 边 (cap>flow) 的 方向 前 进 ， 如 果 到 达 汇 点 ， 则 转向 第 (4) 步 ， 如果 
无 法 行进 ， 则 转向 第 (5) 步 。 

(4) 增 流 操 作 : 沿 着 找到 的 可 增 广 路 同 向 边 增 流 ， 反 向 边 减 流 。 注意: 在 原 网 络 上 操作 。 

(5) 重 贴 标签 ， 如 果 拥 有 当前 结 点 高 度 的 结 点 只 有 一 个 ， 则 转向 第 (6) 步 ; 令 当 前 结 
点 的 高 度 = 所 有 邻接 点 高 度 的 最 小 值 +1; 如 果 没 有 可 行 邻接 边 ， 则 令 当 前 结 点 的 高 度 = 结 点 
数 ; 退回 一 步 ， 转 向 第 (3) 步 。 l 

(6) 算法 结束 ， 已 经 找到 最 大 流 。 

注意 : ISAP 算法 有 一 个 很 重要 的 优化 ,可 以 提前 结束 程序 , 很 多 时 候 提 速 非常 明显 (高 
达 100 倍 以 上 )。 但 前 结 点 无 法 行进 时 ， 说 明 wu、1 之 间 的 连通 性 消失 ,但 如 果 w 是 最 后 一 
个 和 + 距离 d[u] 的 点 ， 说 明 此 时 s、t 也 不 连通 了 。 这 是 因为 ,虽然 u、t 已 经 不 连通 , 但 毕竟 
我 们 走 的 是 最 短路 ， 其 他 点 此 时 到 t 的 距离 一 定 大 于 4d[u]， 因 此 其 他 点 要 到 t， 必 然 要 经 过 
一 个 和 距离 为 d[u] 的 点 。 因 此 在 重 贴标签 之 前 判断 当前 高 度 是 dfu] 的 结 点 个 数 如 果 是 1, 
立即 结束 算法 。 

Я И, и 的 高 度 是 d[u]=3， 当 前 无 法 行进 ,说明 当前 无 法 到 达 1t， 因 为 我 们 走 的 是 最 短 
路 ， 其 他 结 点 如 果 到 / 有 路 径 ， 这 些 点 到 t 的 距离 一 定 大 于 3， 那 么 这 条 路 径 上 一 定 走 过 一 
个 距离 为 3 的 结 点 。 因此, 如 果 不 存 在 其 他 距离 为 3 
的 结 点 ， 必 然 没 有 路 径 ， 算 法 结束 。 

2. 完美 图 解 

网 络 С 如 图 7-91 所 示 。 

7.3.3 节 中 的 最 短 增 广 路 算法 采用 了 残余 网 络 + 
实 流 网 络 分 别 操作 的 方法 。 因 为 残余 网 络 中 边 的 流 
量 都 是 正 数 ， 分 不 清 哪 些 是 实 流 边 ， 哪 些 是 可 增 量 
边 ， 还 需要 实 流 网 络 才能 知道 网 络 的 实际 流量 。 这 kausai 
里 我 们 引入 一 种 特殊 的 网 络 一 一 混合 网 络 ， 把 残余 网 络 + 实 流 网 络 结合 为 一 体 ， 从 每 条 边 的 
流量 可 以 看 出 来 哪些 边 是 实 流 边 (low>0)， 哪 些 边 是 实 流 边 的 反 向 边 (flow<0)。 

混合 网 络 特殊 之 处 在 于 它 的 正 向 边 不 是 显示 的 可 增 量 cap-flow, 而 是 作为 两 个 变量 сар. 
flow， 增 流 时 сар 不 变 ，flow+=d; 它 的 反 向 边 不 是 显示 的 实际 流 1ow， 也 用 两 个 变量 cap, 
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Jow， 不 过 сар=0, flow=-flow; 增 流 时 сар 不 变 ，flow-=d。 



























如 图 7-92 一 图 7-94 所 示 。 
cap-flow_ РЕ (сар Лом) 实 流 边 
ва) -一 流量 aspi: (10.4) и 
pE E i 
4 (0.-4) 
flow 流量 (cap flow) 实 流 边 反 向 边 
图 7-92 网络 G 的 边 图 7-93 ”残余 网 络 对 应 的 边 图 7-94 混合 网 络 对 应 的 边 


7-91 中 的 网 络 G 对 应 的 混合 网 络 如 图 7-95 所 示 。 
(1) 创建 混合 网 络 的 邻接 表 
首先 创建 邻接 表 表 头 ， 初 始 化 每 个 结 点 的 第 一 个 邻接 边 first 为 -1， 如 图 7-96 所 示 。 


И first 


容量 "一 、 了 "流量 





图 7-95 RANK 图 7-96 ”邻接 表 表 头 


然后 创建 各 边 邻 接 表 。 
° 输入 第 一 条 边 的 结 点 和 容量 (u、v、cap): 1310. 
创建 两 条 边 〈 一 对 边 )， 如 图 7-97 和 图 7-98 所 示 。 





图 7-97 ”混合 网 络 中 的 边 图 7-98 邻接 表 中 的 边 
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1 号 结 点 的 邻接 边 是 B[0]， 修 改 1 号 结 点 的 第 一 个 邻接 边 first 为 0。 
3 号 结 点 的 邻接 边 是 ЕП], 23 号 结 点 的 第 一 个 邻接 边 first 为 1。 


为 了 图 示 清 楚 , 这 里 用 箭头 来 指向 表示 , 实际 上 并 不 是 指针 , 只 是 记录 了 边 的 标号 而 已 。 
如 图 7-99 所 示 。 


° 输入 第 2 条 边 的 结 点 和 容量 (u, v. cap): 1212. 
创建 两 条 边 〈 一 对 边 )， 如 图 7-100 和 图 7-101 所 示 。 


r Й”! Я а 


7-99 ”邻接 表 创 建 过 程 


E[2] E[3] 





v cap flow next v cap flow next 
ИМИ сияет 
图 7-100 ”混合 网 络 中 的 边 图 7-101 邻接 表 中 的 边 


1 号 结 点 的 邻接 边 除 了 E[0]， 又 增加 了 一 个 邻接 边 E[2]， 把 它 放 在 E[0] 的 前 面 ， 先 修改 
E[2] 的 下 一 条 邻接 边 next 为 0， 同时 修改 1 号 结 点 的 第 一 个 邻接 边 first 为 2。 

2 号 结 点 的 邻接 边 是 E[3]， 修 改 2 号 结 点 的 第 一 个 邻接 边 first 为 3。 如 图 7-102 所 示 。 

° 输入 第 3 条 边 的 结 点 和 容量 (u, v. cap): 248. 

创建 两 条 边 〈 一 对 边 )， 如 图 7-103 和 图 7-104 所 示 。 

2 号 结 点 的 邻接 边 除 了 E[3]， 又 增加 了 一 个 邻接 边 E[4]， 把 它 放 在 E[3] 的 前 面 ， 修 改 
E[4] 的 下 一 条 邻接 边 next 为 3， 同 时 修改 2 号 结 点 的 第 一 个 邻接 边 first 为 4。 

4 号 结 点 的 邻接 边 是 E[5]， 修 改 4 号 结 点 的 第 一 个 邻接 边 first 为 5， 如 图 7=105 所 示 。 
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first 


cap r ow ow пех 


Houk HOGE 


1 


3 


2 
037 


5 


6 


图 7-102 ”邻接 表 创 建 过 程 





= a PA = i Ë; 
图 7-103 ”混合 网 络 中 的 边 图 7-104 ”邻接 表 中 的 边 


MA 

1+1: 

Е ааба Е 
本 四 可 加 


图 7-105 MÈRE E 
° 继续 输入 其 他 的 边 : 
35 13 
322 
4618 
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435 
564 
546 
最 终 的 完整 邻接 表 ， 如 图 7-106 所 示 。 


ЕР] ЕО] 
У пехі v сар flow next 
Е 


сар flow 
зо BE 

0 

ЕЗ 

o| o| 











E[3 
з оо [еа [во tiile] ola 


8 


ое э | 
4 
Ea 






2 









ИЕ 


s | ole е | 
ba [a ainia | bes 


Р 7-106 完整 的 邻接 表 





(2) 初始 化 每 个 结 点 的 高 度 

从 汇 点 开始 广度 搜索 ， 第 一 次 搜索 到 的 结 点 高 度 为 1， 继续 下 一 次 搜索 到 的 结 点 高 度 为 
2， 直 到 标记 完 所 有 结 点 为 止 。 用 加 数组 记录 每 个 结 点 的 高 度 ， 即 到 汇 点 的 最 短 距 离 。 同 时 
用 g[] 数 组 记录 距离 为 加 的 结 点 的 个 数 ， 例 如 g[3]=1， 表 示 距 离 为 3 的 结 点 个 数 为 1 个 ， 如 
图 7-107 一 图 7-109 所 示 。 





1 2 3 4 5 6 
Е. Е ИИ 


图 7-107 混合 网 络 〈 初 始 化 高 度 ) 图 7-108 “高 度数 组 


h(3)>2 


如 图 7-107 所 示 ， 高 度 为 1 的 结 点 有 2 个 ， 高 度 为 2 的 结 点 有 2 个 ， 高 度 为 3 的 结 点 有 


1 个 。 
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(3) 找 可 增 广 路 

从 源 点 开始 ， 读 取 邻 接 表 ， 沿 着 高 度 减 1 ( 即 wu 一 v: h (и) =h (v) +1) 且 有 可 行 邻接 
边 (cap>flow) 的 方向 前 进 ， 找 到 一 条 可 增 广 路 径 ，1 一 2 一 4 一 6， 增 流 值 4 为 8。 

(4) 增 流 操作 

沿 着 可 增 广 路 同 向 边 增 流 flow=flow+d， 反 向 边 减 流 flow=flow-d， 如 图 7-110 所 示 。 


h(2)=2 (8.8) h(4y=1 
"Se 





0 1 2 3 4 9 I ра А ЕХ 
н [а [ато о Куа O "ну 


图 7-109 ”距离 为 的 结 点 的 个 数 数组 图 7-110 混合 网 络 


(5) 找 可 增 广 路 

从 源 点 开始 ， 读 取 邻 接 表 ， 沿 着 高 度 h (и) =h (v) +1 且 有 可 行 邻接 边 (cap>flow) 的 
方向 前 进 ， 到 达 2 号 结 点 时 ， 无 法 行进 。 

进行 重 贴标签 操作 ， 当 前 结 点 无 法 前 进 时 ， 令 当前 结 点 的 高 度 = 所 有 邻接 点 高 度 的 最 小 
值 +1; 如 果 没 有 邻接 边 ， 则 令 当 前 结 点 的 高 度 = 结 点 数 ; 退回 一 步 ， 重 新 搜索 。 

重 贴标签 后 ，h (2) =h (1) +1=4， 退 回 h(2)=4 ! 
一 步 ， 又 回 到 源 点 ， 继 续 搜索 ， 又 找到 一 条 2 4 
可 增 广 路 径 : 1 一 3 一 5 一 6， 增 流 值 4 为 4。 

(6) 增 流 操作 

沿 着 可 增 广 路 同 向 边 增 流 flow=flow+tdqd， 
反 向 边 减 流 flow=flow-d， 如 图 7-111 所 示 。 

(7) 找 可 增 广 路 

从 源 点 开始 ， 读 取 和 邻接 表 ， 沿 着 高 度 h 
(u) =h (у) +1 且 有 可 行 邻 接 边 的 方向 前 进 ，h (1) =3, h (3) =2, h (5) =1， 走 到 这 里 无 
法 行进 ， 重 贴标签 。 令 hh (5) =h (4) +1=2， 退 回 一 步 ， 重 新 搜索 。 

退回 到 3 号 结 点 ， 因 为 h (3) =2， 仍 然 无 法 前 进 ， 重 贴标签 ， 令 h (3) =h (5) +1=3; 
退回 到 1 号 结 点 ， 因 为 h (1) =3， 仍 然 无 法 前 进 ， 重 贴标签 , 令 h (1) = (3) +1=4, Ж 
身 是 源 点 不 用 退回 。 

重 贴 标签 后 ， 如 图 7-112 所 示 。 






© 


图 7-111 混合 网 络 
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继续 搜索 ， 又 找到 一 条 可 增 广 路 径 : 1 一 3 一 5 一 4 一 6， 增 流 值 4 为 6. 
(8) 增 流 操 作 
沿 着 可 增 广 路 同 向 边 增 流 flow=flow+d， 反 向 边 减 流 flow=flow-d， 如 图 7-113 所 示 。 





an a— д. 
h(3)-3 f h(5)=2 
图 7-112 混合 网 络 图 7-113 混合 网 络 


(9) 找 可 增 广 路 

从 源 点 开始 ， 沿 着 高 度 h (и) =h (v) +1 且 有 可 行 邻接 边 的 方向 前 进 ，h (1) =4， 
h (2) =4， 虽 然 (3) =3， 但 已 经 没有 可 增 流量 ， 不 可 行 。 重 贴标签 , $h (5) =h (2) + 
1=5， 本 身 是 源 点 不 用 退回 。 继 续 搜索 ，h (1) =5, h (2) =4， 到 达 2 号 结 点 无 法 行进 ， 
重 贴标签 ， 发 现 高 度 为 4 的 结 点 只 有 1 个 ， 说 明 应 经 无 法 到 达 汇 点 ， 算 法 结束 ， 如 图 7-114 
所 示 。 

(10) 输出 实 流 边 。 

在 残余 网 络 中 ， 凡 是 流量 大 于 0 的 都 是 实 流 边 ， 如 图 7-115 所 示 。 


(8,8) 





(13,10) (13,10) 
图 7-114 混合 网 络 图 7-115” 实 流 边 
3. 实战 演练 


//program 7-2-1 ISAP 算法 优化 
#include <iostream> 
#include <cstring> 

#include <queue> 

#include <algorithm> 
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using namespace std; 
gonst int inf = ОхЗЕЕЕЕЕЕЕ; 
const int N=100; 
const int M=10000; 
int top; 
int h[N]，pre[N]，9[N];//h[] 数 组 记录 每 个 结 点 的 高 度 ， 即 到 汇 点 的 最 短 距离 。 
//g[] 数 组 记录 距离 为 h[] 的 结 点 的 个 数 ， 例 如 g[3]=1， 表 示 距 离 为 3 的 结 点 个 数 为 1 个 。 
// pre[] 记 录 当 前 结 点 的 前 驱 边 ，pre[v]=i， 表 示 结 点 v 的 前 驱 边 为 i;， 即 搜索 路 径 入 边 
struct Vertex // 邻 接 表 头 结 点 
{ 
int first; 
)V [N]; 
struct Edge// 边 结构 体 
{ 
int v, next; 
int cap, flow; 
}Е [М]; 
void 111 () 
{ 
memset (V, -1, sizeof(V)); // 初 始 化 邻接 表 头 结 点 第 一 个 邻接 边 为 -1 
фор = 0; // 初 始 化 边 的 下 标 为 0 
} 
void add_edge (int u, int v, int с) // 创 建 边 
{ // 输 入 数据 格式 ; о у ММ Cu--v) 的 容量 с 
E[top].v = v; 
E[top] .cap = с; 
E[top] .flow 0; 
Е [ор] .next = V[u].first; // 链 接 到 邻接 表 中 
V[u] .first = $ор++; 


void add(int u,int v, int с) / /添加 两 条 边 


ааа едде (u,v,c); 
ааа еадде (у, и, 0); 


void set h(int t,int n)// 标 高 函数 


queue<int> 0; / /创建 一 个 队列 ， 用 于 广度 优先 搜索 
memset (h, -1, sizeof (h)); / /初始化 高 度 函数 为 -1 
memset (g, 0, sizeof (9)); 
biti = 0; // 初 始 化 汇 点 的 高 度 为 0 
Q.push (t); // 入 队 
while(!Q.empty()) 
{ 
int v = Q.front(); Q.pop();// 队 头 元 素 出 队 
++g[h[lv]]; 
for(int i = V[v].first; ~i; i = E[i] .next)// 读 结 点 v 的 邻接 边 标 号 
{ 
int u = E[i].v; 
if(h[u] == -1) 
{ 
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h[u] = h[v] + 1; 
Q.push(u); // 入 队 


} 
} 
cout<<" 初 始 化 高 度 "<<endl; 
соцЕ<<"Һ[ ]="; 
for(int і=1;і<=п;і++) 
Ceut<<nm "<<Һ[1і]; 
cout<<end1; 
) 
int Тзар (116 s; int tint п) 
{ 
set_h(t,n); // 标 高 函数 
int ans=0, u=s; 
ine а; 
while(h[s]<n) 
{ 
int i=V[u] .first; 
if (u==s) 
d=inf; 
for(; ~i; i=E[i].next) // 搜 索 当前 结 点 的 邻接 边 
{ 
int v=E[i].V; 
if (E[i].cap>E[i].flow && h[u]==h[v]+1)// 沿 有 可 增 量 和 高 度 减 1 的 方向 搜索 
{ 
u=v; 
pre[v]=i; 
d=min (d，E[i] .cap-E[i] .flow) ;// 最 小 增 量 
1Е (ц==е) // 到 达 汇 点 ， 找 到 一 条 增 广 路 径 
{ 
cout<<end1; 
cout<<" 增 广 路 径 : "<<t; 
while (u!=s)// 从 汇 点 向 前 ， 沿 增 广 路 径 一 直 搜 索 到 源 点 
{ 
int j=pre[u]; // Жо 的 前 驱 边 ， 即 增 广 路 上 jj 为 u 的 入 边 
E[j] .flow+=d; //j 边 的 流量 +d 
E[j^1] .flow-=d; // j 的 反 向 边 的 流量 -d， 
/* j^1 表 示 j 和 1 的 “与 运算 ” 因为 创建 边 时 是 成 对 创建 的 ， 
0 号 边 的 反 向 边 是 1 号 ， 二 进 制 0 和 1 的 与 运算 正好 是 1 号 ， 
即 2 号 边 的 反 向 边 是 3， 二 进 制 10 和 1 的 与 运算 正好 是 11, 
即 3 号 ,因此 当前 边 号 和 1 的 与 运算 可 以 得 到 当前 边 的 反 向 边 。 


*/ 
u=E[j^1].v; // 向 前 搜索 
@out<<n- "CU 


} 

cout<<" 增 流 : "<<а<<епа1; 
апз+=а; 

d=inf; 
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break; // 找 到 一 条 可 行 邻 接 边 ， 退 出 for 语句 ， 继 续 向 前 走 
} 

1Е(1==-1) // 当 前 结 点 的 所 有 邻接 边 均 搜 索 完 毕 ， 无 法 行进 
{ 

if (--g[h[u]]==0) // 如 果 该 高 度 的 结 点 只 有 1 个 ， 算 法 结束 
| ргеак; 
int hmin=n-1; 
for(int j=V[u].first; ~j; j=E[j] .next) // 搜 索 u 的 所 有 邻接 边 

if (E[j].cap>E[j].flow) // 有 可 增 量 

hmin=min (hmin, h[E[j].v]); // 取 所 有 邻接 点 高 度 的 最 小 值 

h[u]=hmin+1; // 重 新 标高 : 所 有 邻接 点 高 度 的 最 小 值 +1 
cout<<" 重 贴标签 后 高 度 "<<end1，; 
cout<<"h[ ]="; 
for(int i=l;i<=n;i++) 

соці<<" "<<Һ[і]; 


cout<<end1; 

++g[h[u]]; // 重 新 标高 后 该 高 度 的 结 点 数 +1 

if (u!=s) // 如 果 当 前 结 点 不 是 源 点 
u=E[pre[u]l^1].v; // 向 前 退回 一 步 ， 重 新 搜索 增 广 路 


} 
} 
return ans; 
} 
void printg (int п) // 输 出 网 络 邻接 表 
{ 
соцЕ<<"---------- 网 络 邻接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int і=1;і<=п;і++) 
{ 
сопЕ<<"у"<<1<<" ["<<у[1].Ғіүрѕі; 
for(int j=V[i].first;~j;j=E[j].next) 
сопЕ<<"]=-["<<Е1]].7<4<"7 "Z<E[j] исар" TSE [3] Elwes" 
"<<E [j] -next; 
cout<<"]"<<end1; 
) 
) 
void printflow(int n) // 输 出 实 流 边 
{ 
cout<<"---------- 实 流 边 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int 1=1;і<=п;і++) 
for(int j=V[i].first;-j;j=E[j] .next) 
if (E[j].flow>0) 
{ 
соцЕ<<"у"<<1<<"--"<<"у"<<Е [)].у<<" "<<Е [5] .Ғ10и; 
соцЕ<<епа1; 


} 


int main() 


{ 
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} 





算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 
请 输入 结 点 个 数 n 和 边 数 m: 
6 9 
请 输入 两 个 结 点 u，v 及 边 〈u--v) 的 容量 w: 
1 3 10 
L 2.18 
248 
| 3 5 13 
z W 
4 6 18 
435 
564 
546 
(3) 输出 
---------- 网 络 邻 接 表 如 下 : ---------- 
vl [2]--[2 12 0 0]--[3 10 0 -1] 
2 19]==3 o 0 41-м 8 0 I бо 
v3 [13]--[4 0 0 8]--[2 2 0 6]-=[5 13 0 1]--[1 
va {17]--[5 0 0 12]--[3 5 0 10]--[6 18 0 5]--[2 
v5 [16]--[4 6 0 14]--[6 4 0 71--3 0 0 -1] 
v6 [15]--[5 0 0 11]--[4 0 0 -1] 
初始 化 高 度 





iat ny mi 
int ur м» м 
cout<<" 请 输入 结 点 个 数 n 和 边 数 m: "<<endl; 
cin>>n>>m; 
їі) 
cout<<" 请 输入 两 个 结 点 u，v RA 〈u--v) 的 容量 w: "<<епа1; 
Рог (int 1=1;1і<=т;і++) 
{ 

cin>>u>>v>>w; 

add(u, v, w); // 添 加 两 条 边 
} 
cout<<endl; 
printg(n); // 输 出 初始 网 络 邻 接 表 
cout<<" 网 络 的 最 大 流 值 : "<<Isap (1,n,n)<<endl; 
cout<<end1; 
printg(n); // 输 出 最 终 网 络 
printflow(n); // 输 出 实 流 边 


return 0; 
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hi ]= 322110 
增 广 路 径 ，6--4--2--1 增 流 : 8 
重 贴标签 后 高 度 

в[ j= 342110 
МГ: 6--5--3--1 增 流 : 4 
重 贴标签 后 高 度 

KL = 3 x #1 20 

重 贴标签 后 高 度 

h[]= 3 4 3 1 2 0 

重 贴标签 后 高 度 

ni j= 4 4.31 2 D 
增 广 路 径 ，6--4--5--3--1 增 流 : 6 
重 贴标签 后 高 度 

15 433190 

网 络 的 最 大 流 值 :18 


Ут [2] =-12 2 8 99—13 10 № = 

v2 [91==[3 0 о Pm -8 8 З-= б = = 

уЗ [103] ==1[4-0: 0 В] == 2 9 6 -=[5 13 10 Ш в в 1] 
та. (E-A Ú 6 А-З 5 0 10--[6 358 1 5-22 а = = 
мо [16]==[4 6 6 l4]==[6- 4 4 7]--13 0 -10 -1] 

ме [15]--[5 © -4 11-4 0 14 “= 了 


нения 实 流 边 如 下 : ---------- 
和 = 一 8 

vl--v3 10 

v2--v4 8 

V3=—Y5 10 

v4--v6 14 

v5--v4 6 

v5--v6 4 





4. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 从 算法 描述 中 可 以 看 出 ， 找 到 一 条 可 增 广 路 的 时 间 是 OV, RES 
执行 O(VE) 次 ， 因 为 关键 边 的 总 数 为 O(VE)， 因 此 总 的 时 间 复 杂 度 为 OVE, HF V НЕ 
个 数 ，E 为 边 的 数量 。 

(2) 空间 复杂 度 : 空间 复杂 度 为 O( 甩 。 





7.4 EETW-T-F YT Е 


在 实际 应 用 中 , 不仅 要 考虑 流量 , 还 要 考虑 费用 。 例如 在 网 络 布线 工程 中 有 很 多 中 电缆 ， 
电缆 的 粗细 不 同 ， 流 量 和 费用 也 不 同 。 如 果 全 部 使 用 较 粗 的 电缆 ， 则 造价 太 高 ; 如 果 全 部 使 
用 较 细 的 电缆 ， 则 流量 满足 不 了 和 要求。 我 们 希望 建立 一 个 费用 最 小 、 流 量 最 大 的 网 络 ， 即 最 
小 费用 最 大 流 。 
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图 7-116 网 络 布线 及 电缆 









аа-а ‚алнан 

7.4.1 问题 分 析 m 1034779 a 

在 实际 应 用 中 ， 要 同时 考虑 流量 和 费用 ， 

每 条 边 除 了 给 定 容 量 之 外 ， 还 定义 了 一 个 单位 
流量 的 费用 ， 如 图 7-117 所 示 。 

对 于 网 络 上 的 一 个 流 iow， 其 费用 为 : > S 

cost(flow)= У, cost(x, у)* flow(x, y) 图 7-117 网 络 、 可 行 流 及 费用 


网 络 流 的 费用 = 每 条 边 的 流量 * 单 位 流量 费用 。 
在 图 7-117 中 ， 流 的 费用 =3x1+4x5+3x4+0x 6+1х2+5х7+4х3+6х6+1х2=122. 
我 们 希望 费用 最 小 ， 流 量 最 大 ， 因 此 需要 求解 最 小 费用 最 大 流 。 


742 算法 设计 


求解 最 小 费用 最 大 流 有 两 种 思路 : 

(1) 先 找 最 小 费用 路 ， 在 该 路 径 上 增 流 ， 增 加 到 最 大 流 ， 称 为 最 小 费用 路 算法 。 

(2) 先 找 最 大 流 ， 然 后 找 负 费用 圈 ， 消 减 费 用 ， 减 少 到 最 小 费用 ， 称 为 消 圈 算法 。 

最 小 费用 路 算法 ， 是 在 残余 网 络 上 寻找 从 源 点 到 汇 点 的 最 小 费用 路 ， 即 从 源 点 到 汇 点 的 
以 单位 费用 为 权 的 最 短路 ， 然 后 沿 着 最 小 费用 路 增 流 ， 直 到 找 不 到 最 小 费用 路 为 止 。 是 不 是 
有 点 像 最 短 增 广 路 算法 ? 

最 短 增 广 路 算法 中 求 最 短 增 广 路 是 去 权 值 的 最 短路 , 而 最 小 费用 路 是 以 单位 费用 为 权 值 
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的 最 短路 。 


743 完美 图 解 


现 给 定 一 个 网 络 及 其 边 上 的 容量 和 单位 流量 费用 ， 如 图 7-118 所 示 。 求 该 网 络 的 最 小 费 
用 最 大 流 。 

因为 使 用 残余 网 络 , 还 需要 用 实 流 网 络 , 为 了 简单 起 见 , 后 面 的 算法 统一 使 用 混合 网 络 。 
混合 网 络 的 详细 描述 见 本 书 7.3.6 节 的 完美 图 解 。 

(1) 创建 混合 网 络 

先 初始 化 为 零 流 , 零 流 对 应 的 混合 网 络 中 , 正 向 边 的 容量 为 сар, 流量 为 0, 费用 为 cost， 
反 向 边 容 量 为 0， 流 量 为 0， 费 用 为 -cost， 图 7-118 对 应 的 混合 网 络 如 图 7-119 所 示 。 
容量 -一 、 RH “一 -单位 流量 费用 






K% 


图 7-118 网 络 及 费用 图 7-119 混合 网 络 


(2) 找 最 小 费用 路 

先 初 始 化 每 个 结 点 的 距离 为 无 穷 大 ， 然 后 令 源 点 的 距离 dist[vi]=0。 在 混合 网 络 中 ， 从 
源 点 出 发 ， 沿 可 行 边 (E[il.cap>E[i].flow) 广度 搜索 每 个 邻接 点 , 如 果 当 前 距离 dist[v]>dist[u]+ 
El[ij.cost， 则 更 新 为 最 短 距离 : dist[v]=dist[u]+E[i].cost， 并 记录 前 驱 。 

根据 前 驱 数组 ， 找 到 一 条 最 短 费 用 路 ， 增 广 路 径 : 1 一 2 一 5 一 6， 混 合 网 络 如 图 7-120 
所 示 。 

G) 沿 着 增 广 路 径 正 向 增 流 4， 反 向 减 流 d 

从 汇 点 逆向 找 最 小 可 增 流量 d=min(d, Е[Й.сар-Е[Й.Ло»), ЗЕ 4=3， 产 生 的 费用 为 
mincostt=dist[ve]*d=8x3=24， 如 图 7-121 所 示 。 

(4) 找 最 小 费用 路 

先 初始 化 每 个 结 点 的 距离 为 无 穷 大 ， 然 后 令 源 点 的 距离 dist[v1]=0。 在 混合 网 络 中 ， 从 
源 点 出 发 , 沿 可 行 边 CE[il.cap>E[il./flow) 广度 搜索 每 个 邻接 点 , 如 果 当 前 距离 dist[v]>dist[u]+ 
E[ij.cost， 则 更 新 为 最 短 距离 .dist[v]=dist[u]+E[i].cost， 并 记录 前 驱 。 

根据 前 驱 数组 , 找到 一 条 最 短 费 用 路 , 增 广 路 径 : 1 一 3 一 4 一 6, 混合 网 络 如 图 7-122 所 示 。 
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图 7-122 混合 网 络 


(5) 沿 着 增 广 路 径 正 向 增 流 4， 反 向 减 流 d 

从 汇 点 逆向 找 最 小 可 增 流量 d=min(d，E[i].cap-E[i]flow)， 增 流量 4=4， 产 生 的 费用 为 
mincost=24+dist[ve]*d=24+16x4=88， 如 图 7-123 所 示 。 

(6) 找 最 小 费用 路 

先 初 始 化 每 个 结 点 的 距离 为 无 穷 大 ， 然 后 令 源 点 的 距离 dist[v1]=0。 在 混合 网 络 中 ， 从 
源 点 出 发 ， 沿 可 行 边 (E[i].cap>E[i]flow) 广度 搜索 每 个 邻接 点 ， 发 现 从 源 点 出 发 已 没有 可 
行 边 ， 结 束 ， 得 到 的 网 络 流 就 是 最 小 费用 最 大 流 。 把 混合 网 络 中 flow>0 的 边 输出 ， 就 是 我 
们 要 的 实 流 网 络 ， 如 图 7-124 所 示 。 
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图 7-123 ”混合 网 络 〈 增 流 后 ) В 7-124 实 流 网 络 〈 最 小 费用 最 大 流 ) 
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7.4.4” 伪 代码 详解 


(1) 定义 结构 体 
结构 体 的 定义 和 7.3.6 节 中 改进 算法 ISAP 中 的 结构 体 相同 ， 边 仅 多 了 一 个 cost ER, first 


指向 第 一 个 邻接 边 ，next 是 下 一 条 邻接 边 。 该 结构 体 用 于 创建 邻接 表 。 








struct Vertex // 邻 接 表 头 结 点 

{ 
int firsti 

У]; 

struct Edge // 边 结 点 

{ 
int v, next; //у 为 弧 头 ，next 指向 下 一 条 邻接 边 
int сар, flow,cost; 

}Е [М]; 


(2) 创建 残余 网 络 边 
正 向 边 的 容量 为 cap， 流 量 为 0， 费用 为 cost, 反 向 边 容 量 为 0, 流量 为 0， 费用 为 -cost。 


void ааа ейде (int u, int v, int c,int cost) // 创 建 边 
{ 

E[top].v = v; 

E[top] .cap = с; 

E[top].flow 0; 

Е [top] .cost cost; 

Е [ор] .next УР]. 53296; 

V[u].first = top++; 


void add(int u,int v, int c,int cost) /7 添加 两 条 边 ， 正 向 边 和 反 向 边 


lf HW H 


add_edge (u, у, с, cost); 
add_edge (у, и, 0,-cost); 


(3) 求 最 小 费用 路 
先 初 始 化 每 个 结 点 的 距离 为 无 穷 大 ， 然 后 令 源 点 的 距离 dist[v]=0。 在 混合 网 络 中 ， 从 


源 点 出 发 , WTA СЕ[Й.сар>Е[Й Ло») 广度 搜索 每 个 邻接 点 , 如 果 当 前 距离 dist[v]>dist[u]+ 
E[il.cost， 则 更 新 为 最 短 距离 dist[v]=dist[u]+E[i].cost， 并 记录 前 驱 。 





bool SPFA(int s, int t, int n) // 求 最 小 费用 路 的 SPFA 
{ 
int i; м, М 
queue <int> qu; // 队 列 
memset (vis, false, sizeof (уіѕ)); // 访 问 标 记 初 始 化 
memset (c, 0, sizeof (с)); // 入 队 次 数 初 始 化 


memset (pre, -1, sizeof (pre)); // 前 驱 初 始 化 
for (i=1;i<=n; i++) 
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{ 


| dist[i]=INF; // 距 离 初始 化 

} 

vis[s]=true; // 结 点 入 队 vis 要 做 标记 
| c[s]++; // 要 统计 结 点 的 入 队 次 数 


| dist[s]=0; 
qu.push (s); 
| while (!qu.empty ()) 
{ 
| u=qu. front (); 
qu.pop(); 
| vis[u]=false; 
| // 队 头 元 素 出 队 ， 并 且 消 除 标记 
| for(i=V[u].first; i!=-1; 1=Е[1] .пехі) /7 遍历 结 点 的 邻接 表 
{ 
У=Е [1].\; 
if (E[i].cap>E[i].flow && аізі [у] >а1 3% [0] +Е [1] .cost)// 松 弛 操作 
{ 
| dist [у] =915% [1]+Е [1] .cost; 
| pre[v]=i; // 记 录 前 驱 
| if(!vis[v]) // 结 点 v 不 在 队 内 
| { 


c[v]++; 
qu.push (v); // 入 队 
vis[v]=true; // 标 记 
| if(c[v]>n) // 超 过 入 队 上 限 ， 说 明 有 负 环 


return false; 


) 

) 
| cout<<" 最 短路 数组 "<<endl ; 
| cout<<"dist[ ]="; 
| for(int i=1;i<=n;i++) 
| cout<<™ "<<аіѕі[1]; 
cout<<endl; 
if (dist[t]==INF) 
| return false; // 如 果 距 离 为 INE， 说 明 无 法 到 达 ， 返 回 false 
| return true; 


} 


(4) 沿 着 最 小 费用 路 增 流 

从 汇 点 逆向 到 源 点 ， 找 最 小 可 增 流量 d=min(d, E[i].cap-E[ifiow)。 沿 着 增 广 路 径 正 向 边 
增 流 dg， 反 向 边 减 流 4， 产 生 的 费用 为 mincost+=dist[t]*d。 

int MCMF (int s,int t,int n) //minCostMaxFlow 

{ 
| int а; // 可 增 流量 
| int i,mincost; //maxflow 当前 最 大 流量 ，mincost 当前 最 小 费用 


mincost=0; 
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while (SPFA(s,t,n)) // 表 示 找 到 了 从 s 到 + 的 最 小 费用 路 
{ 
d=INF; 
cout<<end1; 
cout<<" 增 广 路 径 ; "<<t; 
for (i=pre[t]; 1!=-1; i=pre[E[i*1].v]) // 从 汇 点 逆向 沿 增 广 路 找 最 小 可 增 量 
{ . 
d=min(d, E[i].cap-E[i].flow); // 找 最 小 可 增 流 量 
сойЕ<<"--"<<Е [1^1].*х; 
} 
cout<<" 增 流 : "<<d<<endl; 
cout<<end1; 
maxflow+=d; // 更 新 最 大 流 
for(i=pre[t]; 1!=-1; i=pre[E[i^1].v])  ”// 增 广 路 上 正 向 边 流量 +d， 反 向 边 流量 -d 
{ 
Е[1].Е1ом+=а; 
Е[1^1].Е1ом-=а; 
} 
mincost+=dist[t]*d; //dist[t] 为 该 路 径 上 单位 流量 费用 之 和 ， 最 小 费用 更 新 
} 


return mincost; 





7.4.5 ”实战 演练 


//program 7-3 
#include <iostream> 
#include <cstring> 

| #include <queue> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 


const int INF=1000000; 
const int N=100; 
const int M=10000; 


int top; // 当 前 边 下 标 

int dist[N]，pre[N];//dist[i] 表 示 源 点 到 点 i REEN, рге [i] 记录 前 驱 
bool vis[N]; // 标 记 数 组 

int c[N]; // 入 队 次 数 

int maxflow; // 最 大 流 


struct Vertex 
{ 
int first; 
}V[N]; 
struct Edge 
{ 
int у, next; 
int сар, #1ом, созі; 
}Е [М]; 
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void init() 


memset(V, -1, sizeof(V)); 
top=0; 
maxflow=0; 


void add_edge (int u, int v, int c,int cost) 


E[top].v = v; 

E [top] .cap = с; 
E[top].flow 0; 

Е [top] .cost cost; 
E[top] .next У [1] .first; 
У [1] .first = top++; 


võid ааа (1пЕ и, 1пЕ у, int cint cost) 
add_edge (u, у, с, cost); 
add_edge (у, и, 0,-cost); 
bool SPFA(int s, int t, int n) // 求 最 小 费用 路 的 SPFA 


ИЕ №, Му м 


queue <int> qu; // 队 列 
memset (vis, false, sizeof (vis));// 访 问 标 记 初 始 化 
memset (c,0,sizeof (с)); // 入 队 次 数 初始 化 


memset (pre, -1,sizeof (pre));  // 前 驱 初 始 化 
for (i=1;i<=n; i++) 


{ 


dist[i]=INF; // 距 离 初始 化 
} 
vis[s]=true; // 结 点 入 队 vis 要 做 标记 
c[s]++; // 要 统计 结 点 的 入 队 次 数 
dist[s]=0; 


qu.push(s); 
while (!qu.empty()) 
{ 
u=qu. front (); 
qu.pop(); 
vis[u]=false; 
// 队 头 元 素 出 队 ， 并 且 消 除 标记 
for(i=V[u].first; і!=-1; i=E[i]l.next)// 遍 历 结 点 u 的 邻接 表 
{ 
У=Е [1] .V; 
if(E[i].cap>E[i].flow && dist[v]>dist[u]+E[i].cost)// 松 弛 操作 
{ 
dist[v]=dist[u]+E[i].cost; 
pre[v]=i; // 记 录 前 驱 
if(!vis[v]) // 结 点 不 在 队 内 
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с [У] ++; 

qu.push (v); // 入 队 

vis[v]=true; // 标 记 

if (c[v]>n) // 超 过 入 队 上 限 ， 说 明 有 负 环 


return false; 


) 
) 
cout<<" 最 短路 数组 "<<endl; 
cout<<"disti ]="; 
for(int і=1;і<=п;і++) 
cout<<™ "<<аіѕё [1]; 
cout<<endl; 
if (dist[t]==INF) 
return false; // 如 果 距 离 为 INF， 说 明 无 法 到 达 ， 返 回 false 
return true; 
} 
int МСМЕ (іп з,іпі tine п) //minCostMaxFlow 
{ 
int а; // 可 增 流量 
int i,mincost;//maxflow 当前 最 大 流量 ，mincost 当前 最 小 费用 
mincost=0; 
while (SPFA(s,t,n)) // 表 示 找 到 了 从 s 到 t 的 最 小 费用 路 
d=INF; 
cout<<end1; 
cout<<" 增 广 路 径 : "<<t; 
for(i=pre[t]; 1!=-1; i=pre[E[i^1].v]) 
{ 
d=min(d, Е[1].сар-Е[1].Е10и);  ”// 找 最 小 可 增 流量 
соці<<"--"<<Е [1^1].%; 
} 
cout<<" 增 流 : "<<d<<endl; 
соцЕ<<епа1; 
maxflow+=d; // 更 新 最 大 流 
for(i=pre[t]; і!=-1; i=pre[E[i^1] .v]) // 增 广 路 上 正 向 边 流量 fd， 反 向 边 流量 -a 
{ 
Е[1].Е1ом+=а; 
Е[1^1].Е1ом-=а; 
} 
mincost+=dist[t]*d; //dist[t] 为 该 路 径 上 单位 流量 费用 之 和 ， 最 小 费用 更 新 
} 
return mincost; 


} 


void printg (int n)// 输 出 网 络 邻接 表 
{ 
cout<<"---------- 网 络 邻接 表 如 下 : ---------- "<<end1; 
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for(int 1=1;і<=п;і++) 
соцЕ<<"ут<<10<<" "<<. ЕЕ; 
for (int j=V[i] .first;~j;j=E[j] .next) 
COuE<<"] -=["<<E[j] .vx<" "<<Е [5] .сар<<" 
"<<Е [5] .cost<<" "<<Е [5] .next; 
соцЕ<<" ] "<<епа1; 


} 
сои <<епа1; 
} 
void printflow(int n)// 输 出 实 流 边 
{ 
cout<<"---------- 实 流 边 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int 1=1;1<=0;1++) 
for(int ј=У[1].Ғірзї;~);ј=Е [3] .пехі) 
if (E[j].flow>0) 
{ 


cout<<endl; 


} 


int main() 
{ 
int п, m; 
int 0; 7. м, 
cout<<" 请 输入 结 点 个 数 n 和 边 数 m: "<<end1; 
cin>>n>>m; 


init ();// 初 始 化 


for(int 1=1;і<=т;і++) 
{ 

Cin>>u>>v>>w>>c; 

add(u,v,w,c); 
) 
cout<<end1; 
printg (п) ;// 输 出 初始 网 络 邻接 表 
cout<<" 网 络 的 最 小 费用 : "<<MCMF (1,n,n)<<endl; 
cout<<" 网 络 的 最 大 流 值 : "<<maxflow<<endl; 
cout<<endl; 
printg (п); // 输 出 最 终 网 络 
printflow (n);// 输 出 实 流 边 


return 0; 





} 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 


"<<Е [5] .Ғ10и<<" 


Cout<<nVvn<<i<<"--"<<"V"<<E[Ij] .v<<" "<<E[j].flow<<" "<<E[j].cost; 


cout<<" 请 输入 两 个 结 点 u，v， 边 (u--v) 的 容量 w， 单 位 容量 费用 с: "<<епа1; 
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(2) 输入 
请 输入 结 点 个 数 n 和 边 数 m: 
6 10 
请 输入 两 个 结 点 u，v， 边 〈u--v) 的 容量 w， 单 位 容量 费用 с: 
1347 
1231 
2545 
2464 
2311 
| 3536 
| 3 3 s 3 
4676 
5632 
5433 
(3) 输出 
Z=. === 网 络 邻 接 表 如 下 : ---------- 
м1 [2]-=[2. 3, О 1 0]-— 34 07 = 
v2 Br 1 0 1 ==14 6 0 4 4]--[5 74 07 5 8—9“ "0 90-1 =] 
v3[12]==[4 5 0 3 101-55 3 © 6 9]==[2Z 0 0 =l l] ==[1 © 9-7 -1J 
v4[19]--[5 0 0 =3 14]--[6 7: 0 6 13]--[3 0 0 =3 7]--[2 0 0 -4 -1] 
№5 [18] --[4 3 0 3 16]--[6 3 0 2 11]--3 00-50 5-2 00-5 = 
v6[17]--[5 0 0 -2, 15]--[4 0 0 -6 -1] 
| “最 短路 数组 


disti j= 012 5 6 8 

增 广 路 径 : 6--5--2--1 增 流 : 3 

最 短路 数组 

dist[ ]= 0 8 7 10 13 16 

增 广 路 径 : 6--4--3--1 增 流 : 4 

最 短路 数组 

dist[ ]= 0 1000000 1000000 1000000 1000000 1000000 
网 络 的 最 小 费用 : 88 

网 络 的 最 大 流 值 :7 





746 ”算法 解析 


(1) 时 间 复 杂 度 : 从 算法 描述 中 可 以 看 出 ， 找 到 一 条 可 增 广 路 的 时 间 是 OE), RES 
执行 O(VE) 次 ， 因 为 关键 边 的 总 数 为 O(VE)， 因 此 总 的 时 间 复 杂 度 为 OVE) KP УЖ 
ЖЖ, Е 为 边 的 数量 。 

(2) 空间 复杂 度 : 使 用 了 一 些 辅助 数组 ， 因 此 空间 复杂 度 为 O(P)。 
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747 ”算法 优化 拓展 

1. 算法 设计 

消 圈 算法 的 思想 : 首先 找 网 络 中 的 最 大 流 ,然后 消除 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 中 所 有 的 负 
НН. 

消 圈 算法 找 最 小 费用 最 大 流 包 括 3 个 过 程 : 

(1) 找 给 定 网 络 的 最 大 流 。 

(2) 在 最 大 流 对 应 的 的 混合 网 络 中 找 负 费 
ЯМ. 

(3) 消 负 费用 圈 : 负 费 用 圈 同 方向 的 边 流 
量 加 dg， 反方 向 的 边 流量 减 d. d 为 负 费 用 圈 的 
所 有 边 的 最 小 可 增 量 сар-Јом 

算法 的 核心 是 在 残余 网 络 中 找 负 费用 圈 。 

2. 完美 图 解 

如 图 7-125 所 示 的 混合 网 络 : 图 7-125 ”混合 网 络 

(1) 求 最 大 流 

可 以 使 用 以 前 讲 过 的 最 大 流 求解 算法 找到 图 7-125 中 的 最 大 流 。 例 如 运行 7.3.6 节 的 
program 7-2-1， 输 入 如 下 。 


消 圈 算法 








请 输入 结 点 个 数 n 和 边 数 m: 
6 9 
| 请 输入 两 个 结 点 au，v ММ (u--v) 的 容量 w: 
| 134 
1 3 
254 
246 
23 3 
353 
3 4—5 
467 
5 6 3 
| 3 23 


运行 后 得 到 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 ， 如 图 7-126 所 示 。 

(2) 在 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 中 找 负 费用 圈 

在 最 大 流 的 混合 网 络 中 ， 沿 着 cap>flow 的 边 找 负 费用 圈 ， 就 是 各 边 费用 之 和 为 负 的 圈 。 
首先 找到 一 个 负 费 用 圈 2 一 5 一 6 一 4 一 2， 它 们 的 边 费用 之 和 为 5+2+ (—6) + (-4) =-3， 
如 图 7-127 所 示 。 
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图 7-126 混合 网 络 (最 大 流 ) 图 7-127 混合 网 络 ( 负 费用 圈 ) 


СЗ) 负 费 用 圈 同 方向 的 边 流量 加 4， 反 方向 的 边 流量 减 а 

沿 找到 的 负 费 用 圈 增 流 ， 其 增 量 为 组 成 负 费 用 圈 的 所 有 边 的 最 小 可 增 量 cap-flow。 

负 费 用 圈 说 明 费 用 较 高 , 可 以 对 费用 为 负 的 边 减 流 , 因为 该 残余 网 络 为 特殊 的 残余 网 络 ， 
负 费 用 的 边 流量 也 是 负 值 ， 减 流 实 际 上 需要 加 上 增 流量 dg。 为 了 维持 平衡 性 ， 负 费用 圈 同 方 
向 的 边 流 量 加 4， 反 方向 的 边 流量 减 d. а 为 负 费 用 圈 上 各 边 的 cap-flow 最 小 值 。 负 费用 
圈 2 一 5 一 6 一 4 一 2 上 的 增 流量 4=3， 增 流 减 流 后 如 图 7-128 所 示 。 

(4) 在 混合 网 络 中 继续 找 负 费 用 圈 

在 混合 网 络 中 ， 沿 着 cap>flow 的 边 找 负 费用 圈 ， 已 经 找 不 到 负 费 用 圈 ， 算 法 结束 。 把 
混合 网 络 中 flow>0 的 边 输 出 ， 就 是 我 们 要 的 实 流 网 络 ， 找 到 的 最 小 费用 最 大 流 如 图 7-129 
所 示 。 

容量 -~、、 一 -单位 流量 费用 

(co ens 





(3,0.6) 
图 7-128 混合 网 络 〈 增 流 减 流 后 ) Е 7-129 实 流 网 络 〈 最 小 费用 最 大 流 ) 


3. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 因此 求 最 大 流 算法 的 时 间 复 杂 度 为 ОЕ), К V 为 结 点 个 数 ，E 
为 边 的 数量 。 如 果 每 次 消去 负 费 用 圈 至 少 使 费用 下 降 1 个 单位 ， 最 多 执行 ЕСМ 次 找 负 费用 
圈 和 增 减 流 操作 ， 其 中 С 为 每 条 边 费 用 上 界 ，M 为 每 条 边 容量 上 界 。 该 算法 的 时 间 复 杂 度 
为 OMV ECM)» 
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(2) 空间 复杂 度 : На OV) 


7.5 精明 的 老板 一 一 配对 方案 问题 


我 们 经 常会 听 到 一 句 话 : “男女 搭配 ， 干 活 不 累 .” 精 明 的 老板 经 过 观察 发 现 ， 两 个 男女 推 
销 员 搭配 工作 ， 业 务 量 明显 高 于 其 他 人 。 然 而 并 不 是 任何 两 个 男女 推销 员 都 可 以 合作 默契 的 ， 
如 果 有 的 男女 推销 员 本 身 有 矛盾 ， 就 无 法 一 起 工作 。 老 板 了 解 每 个 员工 的 配合 情况 后 ， 可 以 设 
计 一 个 算法 找 出 最 佳 的 推销 员 配 对 方案 ， 使 每 天 派出 的 推销 员 最 多 ， 从 而 获得 最 大 的 效益 。 





Р 7-130 配对 方案 


7.5.1 问题 分 析 


在 解决 这 个 问题 之 前 ， 我 们 先 了 解 几 个 概念 。 

二 分 图 : 又 称 作 二 部 图 ， 是 图 论 中 的 一 种 特殊 模型 。 设 G= (V, E) 是 一 个 无 向 图 ， 如 
果 结 点 集 依 可 分 制 为 两 个 互 不 相交 的 子 集 (下 ， 蕊 )， 并 且 图 中 的 每 条 边 (i, р 所 关联 的 两 
个 结 点 i 和 j 分 别 属于 这 两 个 不 同 的 结 点 集 СЕЙ, jE), MEE G 为 一 个 二 分 图 。 

匹配 : 在 图 论 中 ， 一 个 匹配 (matching) 是 一 个 边 的 集合 ， 其 中 任意 两 条 边 都 没有 公共 
结 点 。 例 如 ， 图 7-131 中 加 粗 的 边 就 是 一 个 匹配 : { (1, 6), (2, 5), (3, 7) }。 

最 大 匹配 : 一 个 图 所 有 匹配 中 ， 边 数 最 多 的 匹配 ， 称 为 这 个 图 的 最 大 匹配 。 

最 佳 的 推销 员 配对 方案 问题 要 求 两 个 推销 员 男 女 搭配 工作 , 相当 于 女 推销 员 和 男 推销 员 
分 成 了 两 个 不 相交 的 集合 ， 可 以 配合 工作 的 男女 推销 员 有 连 线 ， 求 最 大 配对 数 ， 实 际 上 就 是 
是 简单 的 二 分 图 最 大 匹配 问题 。 怎 样 得 到 二 分 图 的 最 大 匹配 呢 ? 可 以 借助 最 大 流 算法 , 通过 
下 面 的 变换 ， 把 二 分 图 转化 成 网 络 ， 求 最 大 流 即 可 。 

将 二 分 图 左边 添加 一 个 源 点 ， 右 边 添加 一 个 汇 点 ,将 左边 的 点 全 部 与 源 点 相连 ,右边 的 
点 和 汇 点 相连 ， 所 有 边 的 容量 均 为 1。 前 面 为 女 推 销 员 编号 ， 后 面 为 男 推销 员 编 号 ， 有 连 线 
的 表示 两 个 人 可 以 配合 。 女 推销 员 和 女 推销 员 之 间 不 可 以 连 线 ， 同 样 ， 男 推销 员 和 男 推销 员 


7.5 精明 的 老板 一 一 配对 方案 问题 | 469 


之 间 不 可 以 连 线 。 构 建 的 网 络 ， 如 图 7-132 所 示 。 
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图 7-131 二 分 图 匹配 图 7-132 配对 方案 网 络 


然后 只 需求 解 网 络 最 大 流 即 可 。 
7.5.2 算法 设计 


(1) 构建 网 络 : 根据 输入 的 数据 ， 增 加 源 点 和 汇 点 ， 每 条 边 的 容量 设 为 !， 创 建 混合 网 络 。 
(2) 求 网 络 最 大 流 。 

(3) 输出 最 大 流 值 就 是 最 大 的 配对 数 。 

(4) 搜索 女 推销 员 结 点 的 邻接 表 ， 流 量 为 1 的 边 对 应 的 邻接 点 就 是 该 女 推销 员 的 配对 方案 。 


7.5.3 完美 图 解 


例如 ， 女 推销 员 数 为 5， 编 号 1 一 5;， 男 推销 员 数 为 7， 编号 6 一 12。 以 下 两 个 编号 的 推销 员 
可 以 配合 ;1 一 6，] 一 8，2 一 7，2 一 8，2 一 11，3 一 7，3 一 9，3 一 10，4 一 12，4 一 9，5 一 10。 

(1) 构建 网 络 

根据 输入 数据 ， 添 加 源 点 和 汇 点 ， 建 立 二 分 图 。 每 条 边 的 容量 设 为 1， 构 建 的 网 络 如 
7-133 PAIR QÈ: 程序 中 构建 的 是 混合 网 络 )。 

(2) 求 网 络 最 大 流 

在 图 7-133 的 混合 网 络 上 , 使 用 优化 的 ISAP 算法 求 网 络 最 大 流 ， 找到 5 条 可 增 广 路 径 。 

о МГ: 13 一 10 一 5 一 0。 增 流 : 1. 

° МГ: 13 一 9 一 4 一 0。 增 流 : 1. 

° 增 广 路 径 ，13 一 7 一 3 一 0。 增 流 : 1. 

° МГЕ: 13 一 11 一 2 一 0。 增 流 : 1. 

e° МГ: 13 一 8 一 1 一 0。 增 流 : 1。 

增 流 后 的 实 流 网 络 如 图 7-134 所 示 。 
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7.5.4 





男 推销 员 男 推销 员 





图 7-133 ”构建 网 络 Е 7-134 实 流 网 络 


(3) 输出 最 大 流 值 就 是 最 多 的 配对 数 

读 取 女 推销 员 结 点 的 邻接 表 ， 流 量 为 1 的 边 对 应 的 邻接 点 就 是 该 女 推销 员 的 配对 方案 。 
最 大 配对 数 : 5。 

配对 方案 5 1-8: 2i S "0—9; 5—10 


伪 代 码 详解 


(1) 创建 混合 网 络 邻 接 表 
for (int і=1;і<=т;і++) 
add(0, i, 1); // 源 点 到 女 推销 员 的 边 
for(int j=m+1;j<=total;j++) 
add(j, total+1, 1); // 男 推销 员 到 汇 点 的 边 
cout<<" 请 输入 可 以 配合 的 女 推销 员 编 号 u 和 男 推销 员 编 号 v (两 个 都 为 -1 结束 ) : "<<епа1; 
while (cin>>u>>v,u+v!=-2) 
add(u,v,1); // 添 加 混合 网 络 的 两 条 边 
(2) 求 网 络 最 大 流 


int Isap(int s, int t,int п) /7 改进 的 最 短 增 广 路 最 大 流 算法 。 

详 见 7.3.7 节 中 的 算法 program 7-2-1， 这 里 不 再 獒 述 。 

(3) 输出 最 佳 配 对 数 和 配对 方案 

输出 最 大 流 值 就 是 最 多 的 配对 数 。 搜 索 女 推销 员 结 点 的 邻接 表 , 流量 为 1 的 边 对 应 的 邻 


接点 就 是 该 女 推销 员 的 配对 方案 。 


cout<<" 最 大 配对 数 :"<<Isap(0,total+l,total+2)<<endl; 
printflow (m); // 输 出 配对 方案 
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void printflow(int n)// 输 出 配对 方案 
{ 
cout<<"---------- 配对 方案 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int 1і=1;і<=п;і++) 
for (int j=V[i].first;~j;j=E[j].next) 
if (E[j].flow>0) 
{ 
соці<<1<<"--"<<Е [5] .у<<епа1; 
break; 





7.5.5 “实战 演练 


//program 7-4 
#include <iostream> 
#1ос1аае <cstring> 
#include <queue> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 
const int inf = ОхЗЕЕЕЕЕЕЕ; 
const int N=100; 
const int M=10000; 
int top; 
int h[N], pre[N], g[N]; 
struct Vertex 
{ 

int first; 
VIN]; 
struct Edge 
{ 

iät у, next? 

int cap, flow; 
}E [M]; 
уоіа іпії () 


memset (У, -1, sizeof (V)); 
фор = 0; 


void ааа едде (int u, int у, int с) 


E[top].v = у; 

Е [+ор].сар = с; 

Е [ор] . flow 0; 

Е [сор] .next = V[u] .first; 
V[u]. first = ёор++; 


уоіа ада (іпі wint у, int с) 


ааа edge (и, у, с); 
ааа _ edge (у, и, 0); 





void set_h(int t,int п) 
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} 
{ 





queue<int> Q; 
memset (h, -1, sizeof(h)); 
memset (g, 0, sizeof(g)); 
h[t] = 0; 
Q.push(t); 
while (!О.етріу()) 
{ 
int v = Q.front(); О.рор(); 
++g[h[v]]; 
for(int і = У[у].Ғірѕі; ~i; і = Е[і].пехё) 
{ 
int u = E[i].v; 
if(h[u] == -1) 
{ 
h[uj = В [У] +1; 
Q.push (u); 
} 
} 
} 
cout<<" 初 始 化 高 度 "<<endl; 
cout<<"h[ ]="; 
for (int 1=1;і<=п;і++) 
gautas" "<< 
cout<<endl; 


int Іѕар(іпі s, int tr int п) 


set_h(t,n); 
int ans=0, u=s; 
int а; 
while (в [3] <п) 
{ 
int i=V[u],first; 
if (u==s) 
d=inf; 
for(; ~i; i=E[i] .Next) 
{ 
int v=E[i].v; 
1Е(Е[1] .сар>Е[1].Е1ом && h[u]==h[v]+1) 
{ 
=v; 
pre[v]=i; 
d=min(d, E[i].cap-E[i].flow); 
if (u==t) 
{ 
cout<<endl; 
cout<<" 增 广 路 径 : "<<; 
while(u!=s) 
{ 
int j=pre[u]; 
E[j] ..flow+=d; 
E[j^1] .flow-=d; 
u=E[j^1] .v; 
CoUt<< "= 一 "<<U7 
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} 
cout<<" 增 流 : "<<а<<епа1; 
апз+=а; 
d=inf; 
} 
break; 
} 
} 
if (1==-1) 
{ 
if (--9 [В [2] ]==0) 
break; 
int hmin=n-1; 
for(int j=V[u].first; ~j; j=E[j].next) 
if (E[j].cap>E[j].flow) 
hmin=min (hmin, h[E[j].v]); 
h[u]=hmin+1; 
cout<<" 重 贴标签 后 高 度 "<<endl; 
cout<<"h[ ]="; 
for(int 1=1;і<=п;і++) 
ET 
cout<<endl; 
++9 [В [21]; 
if(u!=s) 
и=Е [рге [1] ^1].\у; 
} 
} 
return ans; 
} 
void printg(int п)  // 输 出 网 络 邻接 表 
{ 
соие<<"-----==-=-= 网 络 邻接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for (int i=0;i<=n; i++) 
{ 
соце<<"у"<<і<<" ["<<ү[1],Ғігѕі; 
for(int j=V[i] .first;~j;j=E[j] .next) 


cout<<"]--["<<E[j] .v<<" "<<Е [5] .сар<<" "<<Е [5]. #10м<<" 


"<<Е [5] .next; 
` cout<<"]"<<endl; 
} 
} 
void printflow (int n)// 输 出 配对 方案 
{ 
cout<<"---------- 配对 方案 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int 1=1;і<=п;і++) 
Бог (int J=V[i] .first;=<3;j=B[3] next) 
if (E[j].flow>0) 
{ 
Cout<<i<<"--"<<E [1] .у<<епа1; 
break; 


) 


int main() 


{ 
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int п, m total; 
int us м 
cout<<" 请 输入 女 推销 员 人 数 m 和 男 推销 员 人 数 n: "<<endl; 
cin>>m>>n; 
init(); 
total=m+n; 
for(int i=l;i<=m;i++) 
ада (0, і, 1); // 源 点 到 女 推销 员 的 边 
for (int j=m+1;j<=total; j++) 
add(j，total+1，1);// 男 推销 员 到 汇 点 的 边 
cout<<" 请 输入 可 以 配合 的 女 推销 员 编 号 u 和 男 推销 员 编号 v〈 两 个 都 为 -1 结束 ); "<<епа1; 
while (cin>>u>>v,u+v!=-2) 
add(u,v,1); 


cout<<end1; 

printg(total+2); // 输 出 初始 网 络 邻接 表 
cout<<" 最 大 配对 数 : "<<Isap (0,total+1,total+2) <<endl; 
cout<<end1; 

printg(total+2); // 输 出 最 终 网 络 邻接 表 
printflow(m); // 输 出 配对 方案 


return 0; 





} 





算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 
请 输入 女 推销 员 人 数 m 和 男 推销 员 人 数 п: 
57 
请 输入 可 以 配合 的 女 推销 员 编 号 u 和 男 推销 员 编号 у 两 个 都 为 -1 结束 ) : 
1 6 
15 @ 
2 
28 
2 44 
3 7 
| 39 
3 10 
4 12 
4 9 
5 10 
-1 -1 
(3) 输出 
| 最 大 配对 数 : 5 
| =--------- 配对 方案 如 下 : ---------- 
1--8 
2--11 
3--7 
4--9 
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756 ”算法 解析 


(1) 时 间 复 杂 度 : 求解 最 大 流 采 用 7.3.7 节 中 改进 的 最 短 增 广 路 算法 ISAP， 因 此 总 的 时 
间 复 杂 度 为 O( 严 下 ， 其 中 天 为 结 点 个 数 ， 互 为 边 的 数量 。 
(2) 空间 复杂 度 : 空间 复杂 度 为 O(7)。 


7.57 算法 优化 拓展 一 一 匈牙利 算法 


E P 是 图 G 中 一 条 连通 两 个 未 匹配 结 点 的 路 径 , 待 匹 配 的 边 ( 边 值 为 0) 和 已 匹配 边 ( 边 
值 为 1) fE P 上 交替 出 现 ， 则 称 P 为 一 条 增 广 路 径 。 

如 图 7-135 所 示 ， 有 一 条 增 广 路 径 4 一 1 一 5 一 2 一 6 一 3: 

对 于 图 7-135 中 的 增 广 路 径 , 我 们 可 以 将 第 一 条 边 改 为 已 匹配 ( 边 值 为 1), 第 二 条 边 改 
为 未 匹配 〈 边 值 为 0)， 以 此 类 推 。 也 就 是 将 所 有 的 边 进行 “ 反 色 ” 容易 发 现 这 样 修改 以 后 ， 
匹配 仍然 是 合法 的 ， 但 是 匹配 数 增加 了 一 对 ， 如 图 7-136 所 示 。 


反 色 











图 7-135 МГ 042 R 7-136 增 广 路 径 ( 反 色 ) 


原来 的 匹配 数 是 2， 现 在 匹配 数 是 3， 匹 配 数 增多 了 ， 而 且 仍然 满足 匹配 要 求 〈 任 意 两 
条 边 都 没有 公共 结 点 )。 

在 这 里 ， 增 广 路 径 顾 名 思 义 是 指 一 条 可 以 使 匹配 数 变 多 的 路 径 。 

Же. 和 最 大 流 的 增 广 路 径 含义 不 同 ， 最 大 流 中 的 增 广 路 径 是 指 可 以 增加 流量 的 路 径 。 

在 匹配 问题 中 ， 增 广 路 径 的 表现 形式 是 一 条 “交错 路 径 ”， 也 就 是 说 ， 这 条 由 边 组 成 的 
路 径 ， 它 的 第 一 条 边 还 没有 参与 匹配 ， 第 二 条 边 已 参与 匹配 ， 第 三 条 边 没 有 参与 匹配 ， 最 后 
一 条 边 没 有 参与 匹配 ， 并 且 始 点 和 终点 还 没有 匹配 。 另 外 ， 单 独 的 一 条 连接 两 个 未 匹配 点 的 
边 显 然 也 是 交错 路 径 。 算 法 的 思路 是 不 停 地 找 增 广 路 径 ， 并 增加 匹配 的 个 数 ， 可 以 证 明 ， 当 
不 能 再 找到 增 广 路 径 时 ， 就 得 到 了 一 个 最 大 匹配 ， 这 就 是 匈牙利 算法 的 思路 。 

1. 算法 设计 

(1) 根据 输入 的 数据 ， 创 建 邻接 表 。 

(2) 初始 化 所 有 结 点 为 未 访问 ， 检 查 第 一 个 集合 中 的 每 一 个 结 点 u。 
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(3) 依次 检查 的 邻接 点 v， 如 果 v 未 被 访问 ， 则 标记 已 访问 ,然后 判断 如 果 v 未 匹配 ， 
则 令 и. у 匹配 ， 即 match[u]=v，match[v]j=u， 返 回 true; WR v 已 匹配 ， 则 从 v 的 邻接 点 出 
发 ， 查 找 是 否 有 增 广 路 径 ， 如 果 有 则 沿 增 广 路 径 反 色 ， 然 后 令 u, v 匹配 ， 即 match[u]=v, 
match[v]=u, БН] true。 否 则 ， 返 回 false， 转 向 第 (2) 步 。 

(4) 当 找 不 到 增 广 路 径 时 ， 即 得 到 一 个 最 大 匹配 。 

2. 完美 图 解 

仍 以 最 佳 的 推销 员 配 对 方案 问题 为 例 ， 输 入 数据 见 7.5.3 节 。 

(1) 根据 输入 数据 ， 构 建 邻接 表 

注意 : 邻接 表 中 边 是 双向 的 ，1 的 邻接 点 是 6，6 的 邻接 点 是 1。 如 图 7-137 所 示 ， 为 了 
方便 ， 用 双 箭头 表示 ， 实 际 上 是 两 条 线 。 

(2) 初始 化 访问 数组 ув[Й=0, #=1, =, 12; 检查 1 的 第 一 个 邻接 点 6, 6 未 被 访问 ， 
标记 vis[6]=1。6 未 匹配 ， 则 令 1 和 6 匹配 ， 即 match[1]=6, match[6]=1, 28 true, 

(3) 初始 化 访问 数组 vis[i]=0; 检查 2 的 第 一 个 邻接 点 7，7 未 被 访问 ， 标 记 vis[7]=1. 7 
未 匹配 ， 则 令 2 和 7 匹配 ， 即 match[2]=7，match[7]=2， 返 回 true， 如 图 7-138 所 示 。 

(4) 初始 化 访问 数组 vis[i]=0; 检查 3 的 第 一 个 邻接 点 7，7 未 被 访问 ， 标 记 vis[7]=1。7 
己 匹 配 ，match[7]=2， 即 7 的 匹配 点 为 2， 从 2 出 发 寻找 增 广 路 径 ， 实 际 上 就 是 为 2 号 结 点 
再 找 一 个 其 他 匹配 点 ， 如 果 找 到 了 ， 就 “ 售 已 为 人 ”把 原来 的 匹配 点 7 让 给 3 号 ， 如 果 2 号 
结 点 没 找到 匹配 点 ， 那 只 好 对 3 号 说 :“ 抱 歉 ， 我 也 帮 不 了 你 ， 你 再 找 下 一 个 邻居 吧 。” 

从 2 出 发 ， 检 查 2 的 第 一 个 邻接 点 7，7 已 访问 ， 检 查 第 二 个 邻接 点 8，8 未 被 访问 ， 标 
记 vis[8]=1。8 未 匹配 ， 则 令 match[2]=8，match[8]=2， 返 回 true， 如 图 7-139 所 示 。 

男 推销 员 





男 推销 员 男 推销 员 





图 7-137 配对 方案 问题 图 7-138 配对 过 程 图 7-139 配对 过 程 
2 号 找到 了 一 个 匹配 点 8， 把 原来 的 匹配 点 7 让 给 3 5, Z  match[3]=7, match[7]=3. B 
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回 true， 如 图 7-140 所 示 。 

这 条 增 广 路 径 太 简单 ， 只 是 从 2—8, WR 8 也 有 匹配 点 那 就 继续 找 下 去 。 如 果 没 找到 
增 广 路 径 会 返回 false， 接 着 检查 3 号 的 下 一 个 邻接 点 。 

(5) 初始 化 访问 数组 vis[i]=0; 检查 4 的 第 一 个 邻接 点 9, 9 未 被 访问 ,标记 vis[9]=1。9 
未 匹配 ， 则 令 match[4]=9，match[9]=4， 返 回 true, 

(6) 初始 化 访问 数组 vis[i]=0; 检查 5 的 第 一 个 邻接 点 10, 10 未 被 访问 , 标记 vis[10]=1， 
10 未 匹配 ， 则 令 match[5]=10，match[10]=5， 返 回 true， 如 图 7-141 所 示 。 
男 推销 员 





图 7-140 配对 过 程 图 7-141 配对 结果 
本 题 中 的 增 广 路 径 非 常 简单 ， 但 在 实际 的 案例 中 ， 增 广 路 径 有 可 能 较 长 ， 如 图 7-142 所 示 。 


反 色 
== 


图 7-142 反 色 过 程 


反 色 过 程 : 检查 4 号 的 邻接 点 8， 发 现 8 已 经 有 匹配 ，match[8]=3， 从 3 出 发 ， 检 查 3 
号 的 邻接 点 7， 发 现 7 已 经 有 匹配 ，match[7]=2， 检 查 2 号 的 邻接 点 6， 发 现 6 已 经 有 匹配 ， 
match[6]=1， 检 查 1 号 的 邻接 点 5， 发现 5 未 匹配 ， 找 到 一 条 增 广 路 径 : 3 一 7 一 2 一 6 一 1 一 5， 
立即 反 色 ! 令 match[1]=5。1 号 找到 了 匹配 点 就 把 原来 的 匹配 点 6 让 给 2 号 ，match[2]=6; 2 
号 找到 了 匹配 点 就 把 原来 的 匹配 点 7 让 给 3 5, match[3]=7; 3 号 找到 了 匹配 点 就 把 原来 的 
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匹配 点 8 让 给 4 号，match[4]=8。 
3. 实战 演练 


//program 7-4-1 
#include <iostream> 
#include <cstring> 
#include <queue> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 
соп$Е int inf = ОхЗЕЕЕЕЕЕЕ; 
const int №100; 
const int M=10000; 
int match[N]; 
bool vis[N]; 
ine вора 
struct Vertex 
{ 

int first: 
)V [N]; 
struct Edge 
{ 

int v, next; 
}Е [М]; 
void init() 
{ 

memset (V, -1, sizeof(V)); 

top = 0; 
memset (match, 0, sizeof (match)); 


void add(int u, int v) 


E[top].v = v; 
E[top] .next = V[u].first; 
Viu]. first = top++; 
} 
void printg(int n) // 输 出 网 络 邻 接 表 
{ 
cout<<"---------- 邻接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int 1=1;1<=п0;1++) 
{ 
SoU ry ete [“<<У[. ЕВЕ: 
for(int j=V[i].first;-j;j=E[j].next) 
cout<<"]--["<<E[j].v<<" "<<E[j] .next; 
cout<<"] "<<епа1; 


} 
void print (int п) // 输 出 配对 方案 
{ 
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cout<<"---------- 配对 方案 如 下 : ---------- "<<endl; 
for(int i=l;i<=n;i++) 
if (match[i]) 
cout<<i<<"--"<<match[i]<<endl; 
} 
bool maxmatch (int u) // 为 u 找 匹 配点 ， 找 到 返回 true, BURE false 
{ 
int у; 
for(int j=V[u] .first;~j;j=E[j] .next) //Ж u 的 所 有 邻接 边 
{ 
v=E[j].v; //u 的 邻接 点 
ТЕ (1913 [№] ) 
{ 
№1$ [У] =1; 
if (!match[v] | |maxmatch (match[v])) 
{ (Гу 未 匹配 或 者 为 v 的 匹配 点 找到 了 其 他 匹配 
match [u]=v; //u 和 匹配 
match [у] =0; 
return true; 


) 
) 
return false; // 所 有 邻接 边 都 检查 完毕 ， 还 没 找到 匹配 点 
} 
int main() 
{ 
int п, my 七 otal пит=0; 
int u, № 
cout<<" 请 输入 女 推销 员 人 数 m 和 男 推销 员 人 数 n: "<<епа1; 
cin>>m>>n; 
init(); 
total=m+n; 
cout<<" 请 输入 可 以 配合 的 女 推销 员 编号 u 和 男 推销 员 编 号 v〔 两 个 都 为 -1 结束 ): "<<епа1; 
while (cin>>u>>v,u+v!=-2) 
{ 
add (u, v); 
ааа (у, и); 
} 
cout<<end1; 
printg (total); ”// 输 出 网 络 邻 接 表 
for(int i=l;i<=m;i++) 
{ 
memset (vis,0,sizeof (уіѕ)); 
if (maxmatch (i)) 
num++; 
) 
cout<<" 最 大 配对 数 : "<<num<<end1; 
cout<<end1; 
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print (м); // 输 出 配对 方案 
| return 0; 
| a 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


REAR m 和 男 推销 员 人 数 n: 
清 输入 可 以 配合 的 女 推销 员 编号 u 和 男 推销 员 编号 v〔 两 个 都 为 -1 结束 ) : 


= 


мо 





љо шо шә момын 
он = (O —J > с ~ о 


5 10 
= si 


(3) 输出 
| 最 大 配对 数 : 5 


注意 : 和 图 解 中 答案 不 同 ， 是 因为 在 创建 邻接 表 时 ， 后 输入 的 边 在 邻接 表 的 前 面 。 所 有 
匹配 点 可 能 会 不 同 ， 但 最 大 匹配 数 是 一 定 相同 的 。 

4. 算法 复杂 度 分 析 

找 一 条 增 广 路 的 复杂 度 最 坏 情况 为 O(E)， 最 多 找 广 条 增 广 路 ， 故 时 间 复 杂 度 为 OVE). M 
最 大 网 络 流 求解 算法 时 间 复 杂 度 为 O( 产 本， 相 比 之 下 ， 匈 牙 利 算法 的 时 间 复 杂 度 下 降 不 少 。 


7.6 EGES 


有 一 个 国际 交流 会 议 ， 很 多 а б 每 个 国家 代表 团 人 数 为 ri; (二 1，2 
m )， 每 个 会 议 桌 可 以 坐 cj ()=1, 2, -**, п) 人 。 为 了 让 代表 们 充分 交流 ， 和 希望 来 自 同一 个 





问题 
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国家 的 代表 不 要 在 同一 个 会 议 桌 上 ， 设 计算 法 实现 最 佳 的 座位 安排 方案 。 





图 7-143 圆桌 会 议 


7.6.1 问题 分 析 


ЕЕЕ ХЕ, 会 议 桌 看 作 了 集合 ,就 构成 了 一 个 二 分 图 。 XX 集合 中 的 点 到 了 和 集 
合 中 的 每 一 个 点 都 有 连 线 ， 所 有 连 线 容量 全 部 是 1， 保 证 两 个 点 只 能 匹配 一 次 (一 个 餐桌 上 
只 能 有 一 个 单位 的 一 个 人 )。 

如 图 7-144 所 示 ， 代 表 团 1 如 果 有 3 个 人 ， 就 要 匹配 了 集合 中 的 3 个 桌子 号 ， 而 如 果 7 
号 桌子 能 够 坐 5 个人， 那么 7 号 结 点 最 多 可 以 匹配 无 集合 中 的 5 个 结 点 。 

对 于 一 个 二 分 图 ， 每 个 结 点 可 以 有 多 个 匹配 结 点 ， 称 这 类 问题 为 二 分 图 多 重 匹配 问题 。 
求解 时 需要 添加 源 点 和 汇 点 ， 源 和 汇 的 边 容 量 分 别 限制 X. 了 集合 中 每 个 点 匹配 的 个 数 。 

该 题 属于 二 分 图 多 重 匹 配 问题 。 如 图 7-145 所 示 ， 建 立 一 个 二 分 图 ， 每 个 代表 团 为 了 集 
合 中 的 结 点 ， 每 个 会 议 桌 为 了 集合 中 的 结 点 ， 增 设 源 点 s 和 汇 点 to AA s 向 每 个 x 结 点 
连接 一 条 容量 为 该 代表 团 人 数 ;的 有 向 边 。 从 每 个 y 结 点 向 汇 点 1 连接 一 条 容量 为 该 会 议 桌 
容量 cj 的 有 向 边 。X 集 合 中 每 个 结 点 向 了 集合 中 每 个 结 点 连接 一 条 容量 为 1 的 有 向 边 。 


х (代表 团 ) Y (RUR) X (代表 团 ) Y (会 议 桌 ) 
f 









©; 


“7 


= 


图 7-144 圆桌 会 议 二 分 图 图 7-145 圆桌 会 议 网 络 
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7.6.2 算法 设计 


这 是 一 个 二 分 图 多 重 匹配 问题 ， 可 以 用 最 大 流 解决 。 

(1) 构建 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 建 立 二 分 图 ,每 个 代表 团 为 蕊 集合 中 的 结 点 ， 每 个 会 议 桌 为 了 集合 中 
的 结 点 ， 增 设 源 点 s 和 汇 点 to 从 源 点 s 向 每 个 x; 结 点 连接 一 条 容量 为 该 代表 团 人 数 ;的 有 
向 边 。 从 每 个 jy 结 点 向 汇 点 t+ 连接 一 条 容量 为 该 会 议 桌 容量 cj 的 有 向 边 。X 集 合 中 每 个 结 点 
向 了 集合 中 每 个 结 点 连接 一 条 容量 为 1 的 有 向 边 。 创 建 混合 网 络 。 

(2) 求 网 络 最 大 流 

(3) 输出 安排 方案 

如 果 最 大 流 值 等 于 源 点 s 与 集合 所 有 结 点 边 容 量 之 和 , 则 说 明 集合 每 个 结 点 都 有 完 
备 的 多 重 匹 配 ， 否则 无 解 。 对 于 每 个 代表 团 ， 从 集合 对 应 点 出 发 的 所 有 流量 为 1 的 边 指向 
的 了 集合 的 结 点 就 是 该 代表 团 人 员 的 安排 情况 (一 个 可 行 解 )。 即 x; 结 点 在 了 集合 的 所 有 流 
量 为 1 的 邻接 结 点 就 是 代表 团 x; 的 人 员 会 议 桌 安排 。 
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假设 代表 团 数 m=4， 每 个 代表 团 的 人 数 依次 为 2、4、3、5; 会 议 桌 数 n=5， 每 个 会 议 桌 
可 安排 人 数 依次 为 3、4、2、5、4。 

(1) 构建 网 络 

根据 输入 数据 ， 增 设 源 点 s 和 汇 点 :， 建 立 二 分 图 。 从 源 点 s 向 每 个 元 结 点 连接 一 条 容 
量 为 该 代表 团 人 数 ;的 有 向 边 。 从 每 个 yj 结 点 向 汇 点 1 连接 一 条 容量 为 该 会 议 桌 容量 c; 的 有 
向 边 。 蕊 集合 中 每 个 结 点 向 了 集合 中 每 个 结 点 连接 一 条 容量 为 1 的 有 向 边 ， 构 建 的 网 络 如 
图 7-146 AIR (Е: 程序 中 构建 的 是 混合 网 络 )。 


代表 团 和 会 议 х (代表 团 ) Y (会 议 桌 ) 
桌 之 间 的 连 线 «5 






7-146 ”圆桌 会 议 网 络 
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(2) 求 网 络 最 大 流 

在 图 7-146 的 混合 网 络 上 ， 使 用 7.3.6 节 中 优化 的 ISAP 算法 求 网 络 最 大 流 ， 找 到 14 条 
增 广 路 径 。 

° 增 广 路 径 : 10 一 9 一 4 一 0。 增 流 : 1 

° МГ: 10 一 8 一 4 一 0。 增 流 : 1 

° 增 广 路 径 ，10 一 7 一 4 一 0。 增 流 : 1 

° 增 广 路 径 : 10 一 6 一 4 一 0。 增 流 : 1. 

° JÄ KZ: 10 一 5 一 4 一 0。 增 流 : 1 

° 增 广 路 径 : 10 一 9 一 3 一 0。 增 流 : 1 

° МГ: 10 一 8 一 3 一 0。 增 流 : 1. 

° 增 广 路 径 : 10 一 7 一 3 一 0。 增 流 : 1. 

° 增 广 路 径 : 10 一 9 一 2 一 0。 增 流 : 1 

о 增 广 路 径 : 10 一 8 一 2 一 0。 增 流 : 1 

° HX KIZ: 10 一 6 一 2 一 0。 增 流 : 1 

° 增 广 路 径 : 10 一 5 一 2 一 0。 增 流 : 1. 

° 增 广 路 径 : 10 一 9 一 1 一 0。 增 流 : 1 

° МГ: 10 一 8 一 1 一 0。 增 流 : 1 

相当 于 给 代表 团 中 的 每 一 个 人 找 一 个 增 广 路 径 ， 增 广 路 径 上 有 代表 团 编号 对 应 会 议 桌 
号 。 增 流 后 的 实 流 网 络 如 图 7-147 所 示 。 


° 


代表 团 和 会 议 è yE 
桌 之 间 的 连 线 X RRA) 






~ 
~ 
~ 
vas 


图 7-147 圆桌 会 议 实 流 网 络 


(3) 输出 安排 方案 

最 大 流 值 等 于 源 点 s 与 马 集 合 所 有 结 点 边 容量 之 和 14， 说 明 每 个 代表 团 都 有 完备 的 多 
重 匹配 。 对 于 每 个 代表 团 ， 从 代表 团结 点 出 发 的 所 有 流量 为 1 的 边 指向 的 结 点 就 是 该 代表 团 
人 员 的 会 议 桌 号 。 在 程序 中 ,会 议 桌 存储 编号 = 实际 编号 + 代表 团 数 то, 输出 时 需要 输出 会 议 
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桌 实际 编号 ， 即 会 议 桌 存储 编号 -m。 


7.6.4 


安排 方案 如 下 。 

第 1 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 : 4 5 《〈 即 网 络 图 中 的 存储 编号 8 9) 
第 2 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 : 1 2 4 5 

第 3 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 : 3 4 5 

第 4 个 代表 团 安 排 的 会 议 桌 号 : 1 2 3 4 5 


伪 代 码 详 解 
(1) 构建 混合 网 络 
从 源 点 s 向 每 个 思 结 点 连接 一 条 容量 为 该 代表 团 人 数 ry 的 有 向 边 。 从 每 个 坊 结 点 向 汇 点 


t 连接 一 条 容量 为 该 会 议 桌 容量 cj 的 有 向 边 。X 集合 中 每 个 结 点 向 了 集合 中 每 个 结 点 连接 一 
条 容量 为 1 的 有 向 边 。 创 建 混 合 网 络 ， 混 合 网 络 边 的 结构 体 见 73.7 节 中 改进 的 最 短 增 广 路 
算法 ISAP。 





cout<<" 请 输入 代表 团 数 m 和 会 议 桌 数 n: "<<епа1; 
cin>>m>>n; 
36380) 


total=m+n; 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 代表 团 人 数 : "<<епа1; 
for(int 1=1;і<=т;і++) 
{ 
cin>>cost; 
sum+=cost; 


add(0, i, cost); // 源 点 到 代表 团 的 边 ， 容 量 为 该 代表 团 人 数 
} 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 会 议 桌 可 安排 人 数 : "<<епа1; 


for(int j=m+1;j<=total;j++) 
{ 
cin>>cost; 
айа (j，total+1，cost) ;// 会 议 桌 到 汇 点 的 边 ， 容 量 为 会 议 桌 可 安排 人 数 
} 
for(int і=1;і<=т;і++) 
for(int j=m+1;j<=total;j++) 


ааа(1, 3, 1); // 代 表 团 到 会 议 桌 的 边 ， 容 量 为 1 


(2) 求 网 络 最 大 流 

int Isap(int s, int t,int п) // 改 进 的 最 短 增 广 路 算法 

详 见 7.3.7 节 的 算法 program 7-2-1, ЇХ ЖЖ. 

(3) 输出 安排 方案 

如 果 流 量 等 于 源 点 s 与 X 集 合 所 有 结 点 边 容 量 之 和 , 那么 说 明 对 集合 每 个 点 都 有 完备 的 


LELE, BUE. УРАЛА, МХ 集合 对 应 点 出 发 的 所 有 流量 为 1 的 边 指向 的 Y 
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集合 的 结 点 就 是 该 单位 人 员 的 安排 情况 〈 一 个 可 行 解 )。 即 x; 结 点 的 在 了 集合 的 所 有 邻接 结 


点 就 是 代表 团 x; 的 人 员 会 议 桌 安排 。 


if (sum==Isap (0,total+1,total+2)) 





| 
| 


{ 


cout<<" 会 议 桌 安排 成 功 ! "; 


cout<<end1; 


print(m,n); // 输 出 安排 方案 


соці<<епа1; 


printg (total+2);// 输 出 最 终 网 络 邻 接 表 


} 


else 


cout<<" 无 法 安排 所 有 代表 团 !"; 
void print (int m,int n) // 输 出 最 佳 方 案 


{ 


сомке = 安排 方案 如 下 : ---------- "<<епа1; 


cout<<" 每 个 代表 团 的 安排 情况 : "<<епа1; 


for(int і=1;і<=т;і++) 


{ 


// 读 每 个 代表 团 的 邻接 表 


cout<<" 第 "<<i<<" 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 : "; 
for(int j=V[i] .first;~j;j=E[j] .next)// 读 第 i 个 代表 团 的 邻接 表 


if(E[j] .flow==1) 
cout<<E[j] .v=m<<" 


cout<<end1; 
) 
) 


7.6.5 ”实战 演练 


| 





//program 7-5 
#include <iostream> 
#include <cstring> 
#include <queue> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 


const int INF=0x3fffffff; 
const int N=100; 

const int M=10000; 

int topi 

int h[N], pre[N], g[N]; 


struct Vertex 
{ 
int firsti 
}V[N]; 
struct Edge 
{ 
int v, next; 
int cap, flow; 
}Е [М]; 
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void 


void 


void 


void 


) 
( 





init() 


memset(V, -1, sizeof(V)); 
top = 0; 


add_edge (int u, int v, int с) 


E[top].v = v; 

E[top].cap = с; 
E[top].flow = 0; 

Е [ор] .next = V[u].first; 
V[u].flrst = top++; 


ааа (int ц,іпі у, int с) 


ааа едде (u, v, с); 
айа еаде (у, и, 0); 


set В (іп t, int п) 


queue<int> Q; 
memset (h, -1, sizeof(h)); 
memset (g, 0, sizeof(g)); 
h[t] = 0; 
Q.push(t); 
while (!Q.empty()) 
{ 
int v = Q.front(); О.рор(); 
++g[h[v]]; 
for (int i = V[v].first; ~i; ií = Е[1] 
{ 
int u = E[i]. v; 
if(h[u] == -1) 
{ 
biu] = h[v] + 1# 
Q.push (u); 


} 
} 
cout<<" 初 始 化 高 度 "<<endl; 
cout<<"h[ ]="; 
for(int 1=1;1<=0;1++) 
&out<<w "<<Һ[1]; 
cout<<endl; 


int Тзар (11 $, iot ё,іпі п) 


Set_h (Е, п); 
int апѕ=0, u=s; 
int а; 
while(h[s]<n) 
{ 
int i=V[u] .first; 
if (u==s) 
d=INF; 


.next) 
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for(; ~i; i=E[i].next) 
{ 
int v=E[i].v; 
if (E[i].cap>E[i].flow && h[u]==h[v]+1) 
{ 
u=v; 
pre[v]=i; 
d=min (d, E[i].cap-E[i].flow); 
if (u==t) 
{ 
cout<<end1; 
cout<<" 增 广 路 径 ; "<<; 
while (u!=s) 
{ 
int j=pre[u]; 
E[j] .flow+=d; 
Е[)^1].Е1ом-=а; 
u=E[j^1].v; 
cout<<"--"<<u}; 
} 
cout<<" 增 流 : "<<d<<endl; 
ans+=d; 
d=INF; 
} 
break; 
) 
) 
if(i==-1) 
í 
1Е(--9 [В [4] ]==0) 
break; 
int hmin=n-1; 
for(int j=V[u].first; ~j; ј=Е[5].пехё) 
if (E[3j].cap>E[3j].flow) 
hmin=min(hmin, h[E[j].v]); 
h[u]=hmin+1; 
cout<<" 重 贴标签 后 高 度 "<<endl; 
cout<<"h[ ]="; 
for(int i=l;i<=n;i++) 
SOUE<<” "<< 
cout<<endl; 
++g[h[u]]; 
if(u!=s) 
u=E [pre[u]^1].v; 
} 
} 
return ans; 
} 
void printg (int n)// 输 出 网 络 邻接 表 
{ 
cout<<"---------- 网 络 邻 接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int 1=0;і<=п;і++) 
{ 
сопЕ<<"у"<<1<<" ["<<у[1і].Ғіүѕё; 
for(int j=V[i].first;~j;j=E[j].next) 
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} 


{ 


} 


{ 





| "<<E [j] .пехі; 


cout<<"]"<<endl; 


} 


void print (int m,int п) // 输 出 安排 方案 


GHOULS 安排 方案 如 下 ，---------- "<<епа1; 
cout<<" 每 个 代表 团 的 安排 情况 ， "<<end1; 
for(int i=l;i<=m;i++) // 读 每 个 代表 团 的 邻接 表 
{ 
cout<<" 第 "<<i<<" 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 ; "; 


COUET] == [MELE [3 ] усе" "<<Е [5 ] .сар<<" 


"<<Е [5]. 1ои<<" 


for(int j=V[i] .first;~j;j=E[j] .next)// 读 第 i 个 代表 团 的 邻接 表 


if (E[j] .flow==1) 
eout<<E[j] .у-м<<" "; 
cout<<end1; 


int main() 


int n, m,sum=0,total; 
ine созі; 
cout<<" 请 输入 代表 团 数 m 和 会 议 桌 数 n: "<<endl; 
cin>>m>>n; 
init)? 
total=m+n; 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 代表 团 人 数 ; "<<endl; 
for(int i=1;i<=m; i++) 
{ 

сіп>>созі; 

sum+=cost; 


add(0, i, cost); // 源 点 到 代表 团 的 边 ， 容 量 为 该 代表 团 人 数 


} 

cout<<" 请 依次 输入 每 个 会 议 桌 可 安排 人 数 ， "<<end1; 
for(int j=m+1;j<=total; j++) 

{ 


cin>>cost; 


айа (j，total+1，cost);// 会 议 桌 到 汇 点 的 边 ， 容 量 为 会 议 桌 可 安排 人 数 


} 
for (int i=l;i<=m;i++) 
for(int j=m+1;j<=total;j++) 


add(i, j, 1); // 代 表 团 到 会 议 桌 的 边 ， 容 量 为 1 


соиЕ<<епа1; 
printg (total+2); // 输 出 初始 网 络 邻 接 表 
if (sum==Isap (0,total+1,total+2)) 
{ 
cout<<" 会 议 桌 安排 成 功 ! "; 
cout<<end1; 
print(m,n); // 输 出 最 佳 方案 


cout<<end1; 


printg(total+2); // 输 出 最 终 网 络 邻 接 表 
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| else ` 

cout<<" 无 法 安排 所 有 代表 团 ! "; 
| return 0; 
| } 


算法 实现 和 测试 

(1) 运行 环境 
Code::Blocks 

2) 输入 

` аня m ЖЖ n: 


请 依次 输入 每 个 代表 团 人 数 : 

2 4 2.5 

| “请 依次 输入 每 个 会 议 桌 可 安排 人 数 : 
3.4 2 5 š 


(3) 输出 


会 议 桌 安排 成 功 ! 
| енын AHRI = 
| 每 个 代表 团 的 安排 情况 : 

| 第 1 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 : 5 а 
| “第 2 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 : 5 4 
第 3 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 : 5 4 
第 4 个 代表 团 安排 的 会 议 桌 号 :5 4 





7.6.6 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 求解 最 大 流 采 用 7.3.6 节 中 改进 的 最 短 增 广 路 算法 ISAP， 因 此 总 的 时 
间 复 杂 度 为 O( 凡 E)， 其 中 作为 结 点 个 数 ，E 为 边 的 数量 。 

(2) 空间 复杂 度 : 空间 复杂 度 为 OV). 

2. 算法 优化 拓展 

想 一 想 ， 还 有 什么 更 好 的 办 法 ? 


7.7 要 考试 啦 一 一 试题 库 问题 


我 们 考试 时 ， 试 卷 通常 有 填空 、 选 择 、 简 答 、 计 算 等 不 同 的 题 型 ， 而 每 种 题 型 又 由 若干 
道 题 组 成 。 现 在 试题 题库 中 有 n 道 试题 ,每 个 试题 都 标注 了 所 属 题 型 ， 同 一 道 题 可 能 属于 多 
种 题 型 ， 比 如 有 的 题 既 是 填空 题 又 属于 计算 题 。 设 计算 法 从 试题 库 中 抽取 m 道 题 ， 要 求 包 
含 指定 的 题 型 及 数量 。 
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7.7.1 问题 分 析 


把 题 型 看 作 扎 集合 ， 试 题库 看 作 了 集合 ， 就 构成 了 一 个 二 分 图 。 了 集合 中 的 题 疼 属于 哪 
些 题 型 ， 则 这 些 题 型 x; 与 yj 之 间 有 连 线 ， 连 线 的 容量 全 部 是 1， 保 证 该 题 型 只 能 选择 题 y; 
一 次 ， 如 图 7-149 所 示 。 


例如 题库 中 试题 六 属于 х. xs 两 种 题 型 ， 比 如 一 道 题 既 属于 填空 题 又 属于 计算 题 。 
该 题 属 于 二 分 图 多 重 匹配 问题 。 建 立 一 个 二 分 图 ,每 个 题 型 为 蕊 集合 中 的 结 点 ， 每 个 试 
题 为 了 集合 中 的 结 点 ， 增 设 源 点 s 和 汇 点 ft 从 源 点 s 向 每 个 题 型 x; 结 点 连接 一 条 有 向 边 ， 
容量 为 该 题 型 选 出 的 数量 cj。 从 每 个 刀 结 点 向 汇 点 上 连接 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 1， 以 保证 每 
道 题 只 能 被 选中 一 次 ,了 集合 中 的 题 y 属 于 哪些 题 型 , 则 这 些 题 型 x; 与 yy 之 间 有 一 条 有 向 边 ， 
容量 为 1， 如 图 7-150 所 示 。 
X EA) Ү (题库 ) 





图 7-149 ”试题 库 问题 图 7-150 WEE јај [2 
77.2 ШИ 
这 是 一 个 二 分 图 多 重 匹配 问题 ， 用 最 大 流 解决 。 


(1) 构建 网 络 
根据 输入 的 数据 ， 建 立 二 分 图 ， 每 个 题 型 为 蕊 集合 中 的 结 点 ， 每 个 试题 为 У АЕ 
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点 ， 增 设 源 点 s 和 汇 点 t。 从 源 点 s 向 每 个 题 型 x; 结 点 连接 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 该 题 型 选 出 的 
数量 cj;。 从 每 个 y 结 点 向 汇 点 t 连接 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 1， 以 保证 每 道 题 只 能 选中 一 次 。 了 
集合 中 的 题 y 属 于 哪些 题 型 ， 则 这 些 题 型 x; 与 yj 之 间 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 1， 创建 混合 网 络 。 

(2) 求 网 络 最 大 流 

(3) 输出 抽取 方案 

如 果 最 大 流 值 等 于 源 点 s 与 XX 集合 所 有 结 点 边 容 量 之 和 ,， 则 说 明 试 题 抽取 成 功 ,否则 无 解 。 
对 于 每 个 题 型 ， 从 蕊 集合 对 应 题 型 结 点 出 发 ， 所 有 流量 为 1 的 边 指向 的 了 集合 的 结 点 就 是 该 题 
型 选中 的 试题 号 。 即 x; 结 点 的 在 了 集合 的 所 有 流量 为 1 的 邻接 结 点 就 是 该 题 型 选中 的 试题 号 。 


7.7.3 完美 图 解 


假设 题 型 数 m=4， 试 题 总 数 n=15。 我 们 要 在 每 种 题 型 依次 选择 2、0、3、2 个 试题 。 上 
述 的 15 个 试题 中 ， 每 个 试题 所 属 的 题 型 依次 为 : 1、2; 2, 3; 1. 4; 2, 3; 2, 4; 1. 2, 3; 
3; 4; 4; 2, 3, 4; 3; 2; 1; 1, 4; 4. 

(1) 构建 网 络 

根据 输入 数据 ， 增 设 源 点 s 和 汇 点 t 建立 二 分 图 。 从 源 点 s 向 每 个 题 型 x; 结 点 连接 一 
条 有 向 边 ， 容 量 为 该 题 型 选 出 的 数量 c;。 从 每 个 yj 结 点 向 汇 点 1 连接 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 1， 
以 保证 每 道 题 只 能 被 选中 一 次 。 了 集合 中 的 题 刀 属于 哪些 题 型 ， 则 这 些 题 型 xj 与 y 之 间 有 一 
条 有 向 边 ， 容 量 为 1， 构建 的 网 络 如 图 7-151 AR СЕ: 程序 中 构建 的 是 混合 网 络 )。 


是 型 和 试题 
之 间 的 连 线 ~~~~、 
容量 均 为 1 





图 7-151 试题 库 问题 网 络 
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(2) 在 图 7-151 所 示 的 混合 网 络 上 使 用 优化 的 ISAP 算法 求 网 络 最 大 流 ， 找 到 7 条 增 广 
路 径 。 
增 广 路 径 ，20 一 19 一 4 一 0。 增 流 : 1 
МГ: 20 一 18 一 4 一 0。 增 流 : 1 
增 广 路 径 : 20 一 15 一 3 一 0。 增 流 : 1. 
增 广 路 径 ，20 一 14 一 3 一 0。 增 流 : 1. 
增 广 路 径 : 20 一 11 一 3 一 0。 增 流 : 1 
增 广 路 径 ，20 一 17 一 1 一 0。 增 流 : 1 
1 


增 广 路 径 : 20 一 10 一 1 一 0。 增 流 : 1, 
相当 于 给 题 型 中 的 每 一 个 试题 找 一 个 增 广 路 径 , 增 广 路 径 上 有 题 型 和 对 应 试题 号 , 增 流 
后 的 实 流 网 络 如 图 7-152 所 示 。 





图 7-152 ”试题 库 问 题 实 流 网 络 


(3) 输出 抽取 方案 

最 大 流 值 等 于 抽取 的 试题 数 之 和 ， 则 说 明 试题 抽取 成 功 。 对 于 每 个 题 型 ， 搜 索 题 型 结 点 
的 所 有 流量 为 1 的 邻接 结 点 就 是 该 题 型 选中 的 试题 号 。 在 程序 中 ， 试 题 存储 编号 = 试题 实际 
编号 + 题 型 数 m， 输 出 时 需要 输出 试题 实际 编号 ， 即 试题 存储 编号 -m。 


试题 抽取 方案 如 下 。 
第 1 个 题 型 抽取 的 试题 号 : 13 6 ( 即 上 图 中 的 存储 编号 17 10) 
第 2 个 题 型 抽取 的 试题 号 : 


第 3 个 题 型 抽取 的 试题 号 : 11 10 7 
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第 4 个 题 型 抽取 的 试题 号 : 15 14 


7.7.4 伪 代码 详解 


(1) 构建 混合 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 建 立 三 分 图 ,每 个 题 型 为 不 集合 中 的 结 点 ， 每 个 试题 为 了 集合 中 的 结 
点 ， 增 设 源 点 s 和 汇 点 te 从 源 点 s 向 每 个 题 型 x; 结 点 连接 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 该 题 型 选 出 
的 数量 cj。 从 每 个 芒 结 点 向 汇 点 上 连接 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 1， 以 保证 每 道 题 只 能 选中 一 次 。 
7 集合 中 的 题 六 属于 哪些 题 型 ， 则 这 些 题 型 六 与 切 之 间 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 1。 创建 混合 
网 络 。 混 合 网 络 边 的 结构 体 见 7.3.7 节 中 改进 的 最 短 增 广 路 算法 ISAP。 
| cout<<" 请 输入 题 型 数 m 和 试题 总 数 n: "<<епа1; 


| cin>>m>>n; 
| іпіїё(); 
| total=m+n; 
cout<<" 请 依次 输入 每 种 题 型 选择 的 数量 : "<<епа1; 
| for (int і=1;і<=т;і++) 
| { 
cin>>cost; 
sum+=cost; 


add(0, i, cost); // 源 点 到 题 型 的 边 ， 容 量 为 该 题 型 选择 数量 
} 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 试题 所 属 的 题 型 (0 结束 ): "<<епа1; 


| for(int j=m+1;j<=total; j++) 

| р 

while(cin>>num,num) //num 为 试题 j 属于 的 题 型 号 ， 为 0 时 结束 
ааа (пот, j, 1); // 题 型 号 num 到 试题 j 的 边 ， 容 量 为 1 

add(j, total+1,1); ”// 试 题 j 到 汇 点 的 边 ， 容 量 为 1 

| } 


(2) 求 网 络 最 大 流 
int Isap(int s, int t,int n)// 改 进 的 最 短 增 广 路 最 大 流 算法 


详 见 7.3.7 节 中 的 算法 program 7-2-1, ХЖ. 

(3) 输出 抽取 方案 

如 果 最 大 流 值 等 于 源 点 s 与 X( 题 型 ) 集合 所 有 结 点 边 容量 之 和 , 则 说 明 试 题 抽取 成 功 ， 
否则 无 解 。 对 于 每 个 题 型 ， 从 集合 对 应 题 型 结 点 出 发 ,， 所 有 流量 为 1 的 边 指向 的 了 集合 的 
结 点 就 是 该 题 型 选中 的 试题 号 。 即 x; 结 点 在 了 和 集合 的 所 有 流量 为 1 的 邻接 结 点 就 是 该 题 型 选 
中 的 试题 号 。 在 程序 中 ,试题 存储 编号 = 试题 实际 编号 + 题 型 数 m, 输出 时 需要 输出 试题 实际 
编号 ， 即 试题 存储 编号 -m。 


| if (sum==Isap (0,total+l,total+2)) 
| 


{ 
| cout<<" 试 题 抽 取 成 功 ! "; 
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cout<<end1; 
print (м, п); // 输 出 抽取 方案 
соцЕ<<епа1; 
printg(total+2); // 输 出 最 终 网 络 邻接 表 
} 
else 
cout<<" 抽 取 试 题 不 成 功 ! "; 
void print (int m,int п) // 输 出 抽取 方案 
{ 
соцЁ<<"---------- 试题 抽取 方案 : ---------- "<<епа1; 
for(int i=1;i<=m; i++) // 读 每 个 题 型 的 邻接 表 


{ 
cout<<" 第 "<<i<<" 个 题 型 抽取 的 试题 号 : "; 
for(int j=V[i] .first;~j;j=E[j] .next)// 读 第 i 个 题 型 的 邻接 表 
if (E[j] .flow==1) 
cout<<E[jJ]..v=m<<5 "> 
cout<<end1; 





77.5 “实战 演练 


//program 7-6 
#include <iostream> 
#include <cstring> 
#include <queue> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 


const int INF=0x3fffffff; 
const int N=100; 

const int M=10000; 

int, top; 

int h[N], pre[N], g[N]; 


struct Vertex 
{ 

int first; 
}У [М]; 
struct Edge 
{ 

int у, next; 

int cap, flow; 
}Е [М]; 
void init() 
( 

memset(V, -1, sizeof(V)); 

top = 0; 

) 
void add_edge (int u, int v, int c) 








void 


void 


) 


int Isap(int s, 


{ 


7.7 
E[top].v = v; 
E[top].cap = c; 
E[top].flow = 0; 
E[top] .next = V[u].first; 
V[u].first = top++; 
ааа (int u,ipt у,-іпё с) 
ааа едде (и, у, с); 
ааа еде (у, u, 0); 
set_h(int t,int п) 
queue<int> Q; 
memset (h, -1, sizeof(h)); 
memset (9, 0, sizeof(g)); 
h[t] = 0; 
Q.púsh (t) ; 
while (!Q.empty()) 
{ 
int v = 0. front}; О.рор(); 
++g[h[v]]; 
for (int і = N [v] .first; ~і; і = Е[1] . next) 
{ 
int u = E[i].v; 
if(h[u] == -1) 
{ 
h[u] = h[v] + 1; 
Q.push (u); 


} 
} 
cout<<" 初 始 化 高 度 "<<endgl; 


cout<<"h[ ]="; 
for(int i=l;i<=n;i++) 
coutas" "<<Һ[1]; 


cout<<end1; 


int trint п) 


set_h(t,n); 
int ans=0, 
int d; 
while(h[s]<n) 
{ 


u=s; 


int і=У [Q]. first; 
if (u==s) 

d=INF; 
fox (; 
{ 


~i; 1=Е[1] .next) 
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int v=E[i].v; 
if (E[i].cap>E[i].flow && h[u]==h[v]+1) 
{ 
u=v; 
pre[v]=i; 
d=min (d, Е[1].сар-Е[1].#1ом); 
if (u==t) 
{ 
cout<<endl; 
cout<<" 增 广 路 径 : "<<t; 
while(u!=s) 
{ 
int )=рге [1]; 
E[j] .flowt+=d; 
E[j^1] .flow-=d; 
u=E[j^1].v; 
соцЕ<<"--"<<0; 
} 
cout<<" 增 流 : "<<а<<епа1; 
апз+=а; 
d=INF; 
) 
break; 
) 
} 
if (і==-1) 
{ 
if (--9 [В [2] ]==0) 
break; 
int hmin=n-1; 
for(int j=V[u].first; <j; j=E[j] .next) 
if (E[j].cap>E[j].flow) 
hmin=min (hmin, h[E[j].v]); 
h[u]=hmin+1; 
cout<<" 重 贴标签 后 高 度 "<<endl; 
cout<<"h[ ]="; 
for (int і=1;і<=п;і++) 
GOUT mez [i]s 
cout<<end1; 
++g[h[u]]; 
if (u!=s) 
| u=E [рге [0]^1].у; 
} 
} 
return ans; 
} 
void printg (int n)// 输 出 网 络 邻接 表 
{ 
conteggi- 网 络 邻 接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int 1=0;і<=п;і++) 


{ 
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соцЕ<<"у"<еі<<" Гесу] рае: 
for(int j=V[i].first;~j;j=E[j].next) 
соџЕ<<" ]== [MEE [91] .у<<" "<<Е [5] .сар<<" "<<Е [5]. Ё1ом<<" 
"<<Е [5] .next; 
cout<<"]"<<end1; 
} 
} 


void Print(int m,int n) // 输 出 抽取 方案 
{ 
cout<<"---------- 试题 抽取 方案 : ---------- "<<епа1; 
for(int i=1;i<=m; i++) // 读 每 个 题 型 的 邻接 表 


cout<<" 第 "<<i<<" 个 题 型 抽取 的 试题 号 : "; 
for(int j=V[i] .first;~j;j=E[j] .next)// 读 第 i 个 题 型 的 邻接 表 
if (E[j] .flow==1) 
соцЕ<<Е [5] .у-м<<" "; 
cout<<end1; 


) 


int main() 
{ 
int п, м, sum=0, total; 
int созі, пит; 
cout<<" 请 输入 题 型 数 m 和 试题 总 数 n: "<<епа1; 
cin>>m>>n; 
1016 () ; 
total=m+n; 
cout<<" 请 依次 输入 每 种 题 型 选择 的 数量 : "<<епа1; 
for(int i=1;i<=m; i++) 
{ 
сіп>>созѕі; 
sum+=cost; 
add(0, і, cost); // 源 点 到 题 型 的 边 ， 容 量 为 该 题 型 选择 数量 
} 
cout<<" 请 依次 输入 每 个 试题 所 属 的 题 型 (0 结束 ): "<<епа1; 
for(int j=m+1;j<=total;j++) 
{ 
while (с1п>>пам, num) //num 为 试题 j 属于 的 题 型 号 ， 为 0 时 结束 
ааа (num，j，1) ;// 题 型 号 пом 到 试题 j 的 边 ， 容 量 为 1 
add(j, total+1,1); // 试 题 j 到 汇 点 的 边 ， 容 量 为 1 
} 
cout<<end1; 
printg(total+2); // 输 出 初始 网 络 邻 接 表 
if (sum==Isap (0,total+1,total+2)) 
{ 
cout<<" 试 题 抽 取 成 功 ! "; 
cout<<end1; 
print (м, п); // 输 出 抽取 方案 


cout<<end1; 
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printg(total+2); ”// 输 出 最 终 网 络 邻接 表 
} 
else 
cout<<" 抽 取 试 题 不 成 功 ! " 
return 0; 
} 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 题 型 数 m 和 试题 总 数 n: 

4 15 

请 依次 输入 每 种 题 型 选择 的 数量 : 

20332 

请 依次 输入 每 个 试题 所 属 的 题 型 (0 结束 ) : 
120 


шоооо 





ьн P N Q N A A Q) P Ñ N = м 
O í O O O Q O O O Ñ Ë (Q b” Q 


(3) 输出 


第 2 个 题 型 抽取 的 试题 号 : 
第 3 个 题 型 抽取 的 试题 号 : 11 10 7 
| 第 4 个 题 型 抽取 的 试题 号 ; 15 14 


7.7.6 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 
(1) 时 间 复 杂 度 : 求解 最 大 流 采用 7.3.7 节 中 改进 的 最 短 增 广 路 算法 ISAP， 因 此 总 的 时 
间 复 杂 度 为 O(P?E)， 其 路 为 结 点 个 数 ，E 为 边 的 数量 。 


x 第 1 个 题 型 抽取 的 试题 号 : 13 6 
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(2) 空间 复杂 度 : 空间 复杂 度 为 O(V). 
2. 算法 优化 拓展 
想 一 想 ， 还 有 什么 更 好 的 办 法 ? 


FF 全 :太空 实验 计划 一 一 最 大 收益 问题 


某 理工 学 院 的 实验 室 计划 了 一 系列 的 实验 项 目 巨 = (Е, Е, 5, Enp ЖЮЛЯ 
的 全 部 仪器 集合 1= {1，J，…，/ 太 }。 每 个 实验 需要 的 仪器 是 全 部 仪器 集合 的 子 集 。 配置 仪 
器 需要 的 费用 为 c, 实验 妃 产 生 的 经 济 效益 为 pj 美元 。 需要 设计 一 个 有 效 的 算法 ， 确 定 要 
进行 哪些 实验 ， 使 最 终 得 到 的 经 济 效益 减 去 需要 配置 的 仪器 费用 后 得 到 的 净 收 益 最 大 . 








a 
图 7-153 ”太空 实验 计划 


7.81 问题 分 析 


给 出 一 些 实验 项 目 Е={ Е, Е, +, E, МЕ Я 1={ 1, b,  …， 大 做 一 个 实验 需要 
一 些 仪器 ， 一 个 实验 会 有 对 应 的 经 济 效益 ， 同 时 使 用 仪器 也 需要 花费 费用 ， 配 置 仪器 /需要 的 费 
ЮН с, 995 产生 的 经 济 效益 为 p; 美 元 。 最 后 的 问题 是 进行 哪些 实验 可 以 获得 最 大 的 净利 润 。 

首先 构建 一 个 网 络 , 添加 源 点 和 汇 点 ， 从 源 点 s 到 每 个 实验 项 目 E; 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 
是 pi;， 从 每 个 实验 仪器 5 到 汇 点 t 有 一 条 有 向 边 容量 是 c;， 每 个 实验 项 目 到 该 实验 项 目 用 到 
的 仪器 有 一 条 有 问 边 容量 是 2 ， 如 图 7-154 所 示 。 

假设 我 们 选中 的 实验 和 仪器 组 成 5 集 合 ， 如 图 7-155 中 的 阴影 部 分 结 点 。 该 方案 包含 了 
选中 的 实验 及 其 用 到 的 仪器 集 8S， 剩 下 没 选中 的 实验 和 仪器 构成 了 了 集合 ， 那 么 原 图 分 成 了 
两 部 分 (S, T): 

实验 方案 的 净 收 益 = 选 中 实验 项 目 收 益 - 选 中 的 仪器 费用 ， 即 : 

实验 净 收 益 = p,—- У с 


局 ES Ies 
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实验 项 目 EE 仪器 集合 7 
PFA pa 





E 7-154 太空 实验 计划 网 络 图 7-155 太空 实验 计划 方案 


选中 的 实验 项 目 收益 = 所 有 实验 项 目 收益 -未 选中 的 实验 项 目 收益 ， 所 以 上 式 可 转化 为 : 
实验 净 收 益 = 六 p - У с, 


五 ES L eS 


1 eS 
TAP -(2 r. +) 


要 想 使 净 收 益 最 大 ， 那 么 后 两 项 之 和 就 要 最 小 。 而 后 两 项 正好 是 图 7-155 中 切割 线 切 中 
的 边 容 量 之 和 ， 它 们 的 最 小 值 就 是 最 小 割 容 量 。 即 : 实验 方案 的 净 收益 = 所 有 实验 项 目 收益 - 
最 小 割 容 量 。 

而 根据 最 大 流 最 小 割 定 理 〈 见 附录 JD)， 最 大 流 的 流 值 等 于 最 小 割 容量 。 即 : 实验 方案 的 
净 收 益 = 所 有 实验 项 目 收益 -最 大 流 值 。 那么 我 们 只 需要 求 出 最 大 流 值 即 可 ! 该 题 是 最 大 权 闭 
合 图 问题 ， 可 以 转化 成 最 小 割 问题 ， 然 后 用 最 大 流 解 决 。 


7.8.2 算法 设计 


(1) 构建 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 添 加 源 点 和 汇 点 ， 从 源 点 s 到 每 个 实验 项 目 E; 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 是 
项 目 产生 的 效益 p;， 从 每 个 实验 仪器 到 汇 点 + 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 是 仪器 费用 c， 每 个 实 
验 项 目 到 该 实验 项 目 用 到 的 仪器 有 一 条 有 向 边 容量 是 c， 创 建 混 合 网 络 。 

(2) 求 网 络 最 大 流 

(3) 输出 最 大 收益 及 实验 方案 

最 大 收益 = 所 有 实验 项 目 收益 -最 大 流 值 。 最 大 收益 实验 方案 就 是 最 小 割 中 的 5 集合 去 掉 
源 点 ， 如 图 7-156 所 示 。 

那么 如 何 找到 5 集合 呢 ? 很 多 人 认为 在 源 点 的 邻接 边 中 ， 凡 是 容量 > 流量 的 边 对 应 的 实 
验 项 目 上 表 定 是 盈利 的 ， 就 是 选中 的 实验 ， 该 实验 邻接 的 仪器 结 点 就 是 选中 的 仪器 。 这样 做 是 
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否 正确 呢 ? 

下 面 来 看 一 个 实例 , 假设 有 3 个 实验 项 目 和 4 个 仪器 实验 项 目 El 需要 几 、 3 两 个 实验 
仪器 , 实验 项 目 E, E L. 两 个 实验 仪器 ,、 实 验 项 目 EB; 需要 实验 仪器 。 实验 项 目 E, 获 
益 为 10，E, 获 益 为 8，E; 获 益 为 6; 实验 仪器 h. b. В ВАН 2, 3, 5. 7, 
构建 网 络 如 图 7-157 所 示 。 


НЕ 仪器 集合 7 


зе НЕ 





图 7-156 太空 实验 计划 方案 7-157 ”实验 项 目 仪器 网 络 
求 最 大 流 后 的 混合 网 络 如 图 7-158 所 示 。 





7-158 ”最 大 流 对 应 的 混合 网 络 


可 以 得 知 ， 最 大 获 益 = 所 有 实验 项 目 收益 -最 大 流 值 = (10+8+6) 一 (2+8+6) =8。 

那么 究竟 做 了 哪些 实验 ， 用 了 哪些 仪器 呢 ? 

很 多 人 认为 在 源 点 的 邻接 边 中 ， 凡 是 容量 > 流量 的 边 对 应 的 邻接 点 肯定 是 恒利 的 ， 就 是 
选中 的 实验 ， 该 实验 邻接 的 仪器 结 点 就 是 选中 的 仪器 ， 但 这 样 做 是 否 正确 呢 ? 

7-158 中 ， 如 果 我 们 只 选 cap>flow 的 边 对 应 的 邻接 点 ， 也 就 是 选中 实验 El1， 该 实验 
需要 仪器 bb、h， 那 么 实验 项 目 El 获 益 为 10， 实 验 仪器 i、 需要 费用 为 2、5$， 不 可 能 和 
到 最 大 获 益 8。 显然 ,这 种 想法 是 错误 的 。 因 为 实验 E, BA cap=flow， 不 算是 礁 利 的 ， 但 它 
为 实验 项 目 Ei 需要 的 仪器 提供 了 经 费 ， 使 实验 E61 不 用 再 购买 仪器 5， 相 当 于 为 实验 E 
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RABE ГЕН, ВОН В 的 支持 ， 实 验 Е, BLAA n] RERA AR] 8。 

那么 如 何 得 到 选中 的 实验 方案 呢 ? 

在 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 中 ， 从 源 点 开始 ， 沿 着 cap>flow 的 边 深度 优先 遍历 ， 遍 历 到 
的 结 点 就 是 8 集合 ， 即 对 应 的 实验 项 目 和 仪器 就 是 选中 的 实验 方案 ， 如 图 7-159 所 示 。 

图 7-158 中 粗 线 表 示 深 度 优 先 遍 历 的 路 径 ， 遍 历 到 的 结 点 Еу. Ex. h. b. Bb 就 是 最 大 获 
益 的 实验 方案 。 最 大 流 对 应 的 最 小 割 (S, T), HË 7-160 MR. 5={5, Е, Ex Д, Ь, В}, 
Т-{ Ез» У 15 


JS 实验 项 目 E 仪器 集合 / 





图 7-159 深度 优先 遍历 结果 图 7-160 最 大 流 对 应 的 最 小 割 (S, Т) 


从 图 7-160 可 以 看 出 ,切割 线 切割 的 边 容量 之 和 正好 是 最 大 流 值 16, 这 也 验证 了 最 大 流 
最 小 割 定 理 : 最 大 流 的 流 值 等 于 最 小 割 容 量 。 

最 小 割 (S, T): 从 源 点 出 发 ， 沿 着 cap>flow 的 边 深度 优先 遍历 ， 遍 历 到 的 结 点 就 是 S 
集合 ， 没 遍历 到 的 结 点 就 是 了 集合 。 


7.8.3 ”完美 图 解 


假设 实验 数 为 5 (编号 1 一 5)， 仪 器 数 为 15 (编号 6 一 20)。 实 验 1 产生 的 效益 为 20, 
需要 的 仪器 编号 为 4、2、8、11; 实验 2 产生 的 效益 为 38， 需 要 的 仪器 编号 为 1、5、14; 
实验 3 产生 的 效益 为 25， 需 要 的 仪器 编号 为 2、5、7、15; 实验 4 产生 的 效益 为 17， 需 要 
的 仪器 编号 为 1、3、6、9、13; 实验 5 产生 的 效益 为 22， 需 要 的 仪器 编号 为 10、12、15。 
配置 每 个 仪器 需要 的 费用 依次 为 2、7、4、8、10、1、3、7、5、9、15、6、12、17、8。 

(1) 构建 网 络 

根据 输入 数据 ， 添 加 源 点 和 汇 点 ， 从 源 点 s 到 每 个 实验 项 目 5; 有 一 条 有 向 边 ,容量 
是 项 目 产生 的 效益 p;， 从 每 个 实验 仪器 到 汇 点 + 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 是 仪器 费用 cj 
每 个 实验 项 目 到 该 实验 项 目 用 到 的 仪器 有 一 条 有 向 边 容 量 是 > ， 构 建 的 网 络 如 图 7-161 
所 示 。 
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实验 项 目 和 仪 仪器 集合 7 
器 之 间 的 连 线 ~~~~、 
容量 均 为 ~ 、 


实验 项 目 E 






7-161 太空 实验 计划 网 络 


(2) 求 网 络 最 大 流 

在 上 图 的 混合 网 络 上 《程序 中 构建 的 是 混合 网 络 ， 为 了 方便 ， 图 示 用 实 流 网 络 表 示 )， 
使 用 优化 的 ISAP 算法 求 网 络 最 大 流 ， 找 到 如 下 13 条 增 广 路 径 。 

° 增 广 路 径 ，21 一 20 一 5 一 0。 增 流 : 8. 

° 增 广 路 径 : 21 一 17 一 5 一 0。 增 流 : 6。 

° 增 广 路 径 : 21 一 15 一 5 一 0。 增 流 : 8。 

° 增 广 路 径 : 21 一 18 一 4 一 0。 增 流 : 12。 

° 增 广 路 径 ，21 一 14 一 4 一 0。 增 流 : 5。 

° МГ: 21 一 12 一 3 一 0。 增 流 : 3。 

° МГ: 21 一 10 一 3 一 0。 增 流 : 10。 

° 增 广 路 径 ，21 一 7 一 3 一 0。 增 流 : 7. 

° 增 广 路 径 ，21 一 19 一 2 一 0。 增 流 : 17. 

° МГ: 21 一 6 一 2 一 0。 增 流 : 2, 

° 增 广 路 径 : 21 一 16 一 1 一 0。 增 流 : 15。 

° 增 广 路 径 : 21 一 13 一 1 一 0。 增 流 : 5. 

о 增 广 路 径 : 21 一 15 一 5 一 20 一 3 一 0。 增 流 : 1, 

增 流 后 的 网 络 如 图 7-162 所 示 。 

(3) 输出 最 大 的 净 收 益 及 实验 方案 

最 大 净 收 益 为 23〈 所 有 实验 项 目 收益 -最 大 流 值 )。 

在 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 上 ， 从 源 点 出 发 ， 沿 着 容量 > 流量 的 边 深度 优先 遍历 。 遍 历 到 
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的 结 点 就 是 S 集合 ， 没 遍历 到 的 结 点 就 是 了 集合 ， 如 图 7-163 所 示 。 
仪器 集合 / 










实验 项 目 E 


VS 
к 


图 7-163 ”深度 优先 遍历 结果 


S 集合 就 是 选中 的 实验 项 目 和 实验 仪器 。 实 验 仪器 存储 编号 = 实际 编号 + 实验 项 目 数 m, 
输出 时 需要 输出 实验 仪器 实际 编号 ， 即 实验 仪器 存储 编号 -m。 

选择 方案 如 下 。 

选中 的 实验 编号 : 2 3 5 
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选中 的 仪器 编号 : 1 2 5 7 10 12 14 15 


7.8.4 伪 代 码 详解 


(1) 构建 混合 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 添 加 源 点 和 汇 点 ， 从 源 点 s 到 每 个 实验 项 目 E; 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 是 
项 目 产生 的 效益 p;， 从 每 个 实验 仪器 到 汇 点 +t 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 是 仪器 费用 c， 每 个 实 
验 项 目 到 该 实验 项 目 用 到 的 仪器 有 一 条 有 向 边 容量 是 ,创建 混合 网 络 。 泥 合 网 络 边 的 结构 
体 见 7.3.7 节 中 改进 的 最 短 增 广 路 算法 ISAP. 
cout<<" 请 输入 实验 数 m 和 仪器 数 n: "<<епа1; 


| cin>>m>>n; 
init (yy 
total=m+n; 
cout<<" 请 依次 输入 实验 产生 的 效益 和 该 实验 需要 的 仪器 编号 (为 0 结束 ): "<<епа1; 
for(int i=1;i<=m; i++) 
{ 

cin>>cost; 

sum+=cost; 

add(0，i，cost);// 源 点 到 实验 项 目的 边 ， 容 量 为 该 项 目 效益 

while (cin>>num, num) //num 为 该 项 目 需要 的 仪器 编号 

айа (і, m+num, INF) ;// 实 验 项 目 到 需要 仪器 的 边 ， 容 量 为 无 穷 大 

} 


cout<<" 请 依次 输入 所 有 仪器 的 费用 : "<<епа1; 
for(int j=m+1;j<=total;j++) 
{ 


cin>>cost; 


add(j, total+1, cost)7// 实 验 仪器 到 汇 点 的 边 ， 容 量 为 实验 仪器 费用 





} 


(2) 求 网 络 最 大 流 
| int Isap(int s, int t,int n)// 改 进 的 最 短 增 广 路 最 大 流 算法 
详 见 7.3.7 节 的 算法 program 7-2-1, ХЖ. 
(3) 输出 实验 方案 的 净 收 益 
| cout<<" 最 大 净 收 益 : "<<sum-Isap (0, total+1,total+2) <<endl; // 所 有 实验 项 目 收益 -最 大 流 值 


(4) 输出 选中 的 实验 项 目 和 仪器 编号 
在 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 中 ， 从 源 点 s JF08, WEB cap>flow 的 边 深度 优先 遍历 ， 遍 历 到 
的 结 点 对 应 的 实验 项 目 和 仪器 就 是 选中 的 实验 方案 。 


| void DFS (int s) / /深度 搜 索 最 大 获 益 方 案 
{ 
| for(int i=V[s] .first;~i;i=E[i] .next)// 读 当前 结 点 的 邻接 表 
1Е(Е[1] .сар>Е [і] .flow) 
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| int u=E[i].v; 
1f(!flag[u]) 
{ 
flag[u]=true; 
DFS (u); 


} 
} 
void print (int m, int n)// 输 出 最 佳 方案 
{ 
cout<<"---------- 最 大 获 益 方案 如 下 : ---------- "<<епа1; 
DFS (0); 
cout<<" 选 中 的 实验 编号 : "<<епа1; 
for(int i=1l;i<=m;i++) 
| if (flag[i]) 
сочЕ<<34<7 "z 
соцЕ<<епа1; 
cout<<" 选 中 的 仪器 编号 : "<<епа1; 
for(int i=m+l;i<=m+n;i++) 
1Е(Е1аа[1]) 
соці<<і-м<<" "; 





7.8.5 ”实战 演练 


//program 7-7 
#include <iostream> 
#include <cstring> 
#include <queue> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 


const int INF=0x3fffffff; 
const int N=100; 

const int M=10000; 

int бор; 

int h[N], pre[N], g[N]; 
bool flag[N];// 标 记 选 中 的 结 点 


struct Vertex 
{ 
int first; 
VIN]; 
struct Edge 
{ 
int у, next; 
int сар, flow 
}Е [M]; 
void init () 


{ 
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memset (V, -1, sizeof(V)); 
top = 0; 


void ааа edge (int u, int v, int c) 


E[top].v = v; 

E[top].cap = c; 
E[top].flow = 0; 
E[top].next = V[u].first; 
V[u].first = top++; 


void add(int u,int v, int c) 


add_edge (u, у, с); 
add_edge (v,u, 0); 


void set_h(int t,int n) 


queue<int> Q; 
memset (h, -1, sizeof(h)); 
memset (g, 0, sizeof(g)); 
h[t] = 0; 
Q.push (t); 
while (!Q.empty()) 
{ 
int v = Q.front(); О.рор(); 
++g[h[v]]; 
for tint і = Vv] sfirsts “ti; 1 = Е[1] next) 
{ 
int u = E[i].v; 
if(h[u] == -1) 
{ 
h[u] = h[v] + 1; 
Q.push (u); 


} 
} 
cout<<" 初 始 化 高 度 "<<endl; 


Sout<a"hl Ше" 

for(int 1=1;1<=п0;1++) 
созе" "<<; 

cout<<end1; 


} 
Ent Тзар (106 s, int tint п) 
{ 
Set_h (Е, п); 
int ans=0, u=s; 
ine a; 
while (В [3] <п) 
{ 
int i=V[u].first; 
if (u==s) 
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d=INF; 
for(; ~i; i=E[i].next) 
{ 
int v=E[i].v; 
if (E[i].cap>E[i].flow && h[u]==h[v]+1) 
{ 
=v; 
pre[v]=i; 
=min (d, E[i].cap-E[i].flow); 
if (u==t) 
{ 
cout<<end1; 
cout<<" 增 广 路 径 : "<<t; 
while(u!=s) 
{ 
int )=рге [1]; 
Е[)].Е1ои+=а; 
E[j^1] .flow-=d; 
u=E[j^1].v; 
соцЕ<<"--"<<0; 
} 
cout<<" 增 流 : "<<а<<епа1; 


апѕ+=а; 
а=ІМЕ; 
} 
break; 
} 
} 
if (1==-1) 


{ 
12 (--9 гиа] ]==0) 
break; 
int hmin=n-1; 
for (int j=V[u].first; ~j; j=E[j].next) 
if (E[j].cap>E[j].flow) 
hmin=min (hmin, h[E[j].v]); 
h[u]=hmin+1; 
cout<<" 重 贴标签 后 高 度 "<<endl; 
Cout<<" mfi ]="; 
for(int і=1;і<=п;і++) 
cout<< "<<Һ[11; 
cout<<endl; 
++g[h[u]]; 
if (u!=s) 
u=E [pre[u]^1].v; 
} 
} 
return ans; 
} 
void printg (int п) // 输 出 网 络 邻 接 表 
{ 
cout<<"---------- 网 络 邻接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 
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for (int i=0;i<=n; i++) 
{ 
сооЕ<<"у"<<1<<" ["<<Vli]-firste 
for(int j=V[i] .first;~j;j=E[j] .next) 
cout<<r]—--["<<E [f] v<<m "<<E[j] .cap<<" "<<E[j] .flow<<" 
"<<E[j] .next; 
cout<<"]"<<end1; 
} 
} 
void РЕЗ (int s) / /深度 搜 索 最 大 获 益 方案 
{ 
for(int i=V[s] .first;~i;i=E[i] .next)// 读 当前 结 点 的 邻接 表 
1Е(Е[1] .cap>E[i] .flow) 
{ 
int u=E[i].v; 
if(!flag[u]) 
{ 
flag[u]=true; 


DES (и); 
} 
} 
} 
void print (int m,int n) // 输 出 最 佳 方案 
{ 
соцЕ<<"---------- 最 大 获 益 方案 如 下 : ---------- "<<епа1; 


DFS (0); 
cout<<" 选 中 的 实验 编号 : "<<endl; 
for(int i=l;i<=m;i++) 
if (flag[i]) 
сопЕ<<1<<" M; 
cout<<endl; 
cout<<" 选 中 的 仪器 编号 : "<<endl; 
for(int і=т+1;і<=т+п;і++) 
1Е(Е1аа[1]) 
cout<<i-m<<% -"; 
} 
int main() 
{ 
int п, m,sum=0,total; 
int cost,num; 
memset (flag, 0, sizeof (flag)); 
cout<<" 请 输入 实验 数 m 和 仪器 数 n: "<<епа1; 
cin>>m>>n; 
101% (); 
total=m+n; 
cout<<" 请 依次 输入 实验 产生 的 效益 和 该 实验 需要 的 仪器 编号 (为 0 结束 ): "<<endl; 
for(int і=1;і<=т;і++) 
{ 
cin>>cost; 
sum+=cost; 
add(0, i, cost); // 源 点 到 实验 项 目的 边 ， 容 量 为 该 项 目 效益 
while (cin>>num, num) / /num 为 该 项 目 需要 的 仪器 编号 
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add(i, m+num, INF); // 实 验 项 目 到 需要 仪器 的 边 ， 容 量 为 无 穷 大 
} 
cout<<" 请 依次 输入 所 有 仪器 的 费用 : "<<епа1; 


for(int j=m+1;j<=total;j++) 
{ 
cin>>cost; 


add(j, total+l, cost); // 实 验 仪器 到 汇 点 的 边 ， 容 量 为 实验 仪器 费用 
} 


cout<<end1; 
printg (total+2);// 输 出 初始 网 络 邻接 表 


cout<<" 最 大 净 收 益 : "<<sum-Isap (0,total+1l,total+2) <<епа1; 
cout<<end1; 


printg (total+2);// 输 出 最 终 网 络 邻接 表 
print (m,n); // 输 出 最 佳 方案 


return 0; 


} 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 实验 数 m 和 仪器 数 n: 
5 15 


请 依次 输入 实验 产生 的 效益 和 该 实验 需要 的 仪器 编号 (为 0 结束 ) : 
20248110 

38 15 140 

252517150 

17136 9 13 0 

22 10 12 150 


请 依次 输入 所 有 仪器 的 费用 : 
2748 101370 5 38. 612178 


(3) 输出 


最 大 净 收 益 : 23 

---------- 最 大 获 益 方案 如 下 : ---------- 
选中 的 实验 编号 : 

2 35 

选中 的 仪器 编号 : 

12 5 7 10 12 24 15 


7.8.6 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 

(1) 时 间 复 杂 度 : 求解 最 大 流 采 用 7.3.7 节 中 改进 的 最 短 增 广 路 算法 ISAP， 因 此 总 的 时 
间 复 杂 度 为 О(РЕ), К VAARAN Е 为 边 的 数量 。 

(2) 空间 复杂 度 : 空间 复杂 度 为 OV). 








7.9 央视 娱乐 节目 购物 街 一 一 方 格 取 数 问题 511 


2. 算法 优化 拓展 
想 一 想 ， 还 有 什么 更 好 的 办 法 ? 


7.9 іт Ат ЕЕ 


在 央视 娱乐 节目 购物 街中 ， 有 这 样 一 个 环节 ， 货 架 上 有 mn 个 方 格 ， 在 每 个 方 格 中 各 
放置 1 个 商品 ， 每 个 商品 都 标 有 价格 ， 嘉 宾 可 以 挑选 商品 ， 但 是 选 了 某 一 商品 ,就 不 能 再 选 
它 上 下 左右 相 邻 的 商品 。 最 后 ， 挑 选 出 的 商品 总 价 最 高 的 人 获得 胜利 。 





图 7-164 ”购物 货架 


7.9.1 问题 分 析 


问题 可 抽象 为 : 从 一 个 矩阵 中 选取 一 些 数 ， 要 求 满足 任意 两 个 数 不 相 邻 ， 使 这 些 数 的 和 
最 大 。 实 际 是 将 矩阵 中 的 数 分 为 两 部 分 ， 对 和 矩阵 中 的 点 进行 黑 1 ye as. Вга 
白 着 色 〈 相 邻 的 点 颜色 不 同 )。 

例如 ， 货 架 上 有 4 行 4 列 的 方 格 ， 每 一 个 商品 放 在 一 个 
方 格 内 ， 方 格 的 权 值 对 应 商品 的 价值 。 首 先 对 其 黑白 着 色 ， ) 
如 图 7-165 所 示 。 

这 样 黑 色 的 方 格 作为 一 个 集合 X, 白色 的 方 格 作 为 一 个 集 3 
合 Y, 可 以 将 一 个 图 分 为 两 部 分 ， 构 成 一 个 二 分 图 。 添 加 源 点 4 
和 汇 点 ， 从 源 点 向 黑色 方 格 连 一 条 边 ， 容 量 为 该 黑色 方 格 的 权 
值 ， 从 白色 方 格 向 汇 点 连 一 条 边 ， 容 量 为 该 白色 方 格 的 权 值 ， 图 7-165 黑白 着 色 
对 于 每 一 对 相 邻 的 黑白 方 格 ， 从 黑 方 格 向 白 方 格 连 一 条 边 ， 容量 为 无 穷 大 , 如 图 7-166 所 示 。 

假设 有 一 个 割 集 (S$，7T)， 如 图 7-167 所 示 。 
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黑色 方 格 X 
я a 


白色 方 格 了 
< /一 、 


黑色 方 格 X белу 








Є) J 
SS = NZ 


图 7-166 方 格 取 数 网 络 图 7-167 图 方 格 取 数 最 小 割 Cs, T) 


切割 线 切 到 的 边 容量 表示 没 选中 的 方 格 权 值 ， 如 果 没 选中 的 方 格 权 值 之 和 最 小 ,那么 选 
中 的 方 格 权 值 之 和 必然 最 大 。 因 此 ， 我 们 只 有 求 出 最 小 割 ， 选 中 方 格 的 最 大 权 值 = 所 有 方 格 
权 值 之 和 -最 小 割 容量 。 因 为 最 大 流 值 等 于 最 小 割 容量 ， 所 以 求 出 最 大 流 即 可 。 


7.9.2 算法 设计 


(1) 构建 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 按 行 编号 ,根据 编号 黑白 染色 。 添 加 源 点 和 汇 点 ， 从 源 点 s 向 黑色 方 格 
连 一 条 边 ， 容 量 为 该 黑色 方 格 的 权 值 ， 从 白色 方 格 向 汇 点 1 连 一 条 边 ， 容 量 为 该 白色 方 格 的 权 
值 ， 对 于 每 一 对 相 邻 的 黑白 方 格 ， 从 黑 方 格 向 白 方 格 连 一 条 边 ， 容 量 为 ， 创 建 混合 网 络 。 

(2) 求 网 络 最 大 流 

G) 输出 选中 物品 的 最 大 价值 ， 物 品 选择 方案 

选中 物品 的 最 大 价值 = 所 有 物品 价值 之 和 -最 大 流 值 。 

注意 : 切割 线 切 到 的 边 容 量 是 没 选 中 的 方 格 权 值 。 

物品 选择 方案 就 是 最 小 割 中 的 8 集合 中 的 黑色 方 格 和 了 集合 中 的 白色 方 格 。 那 么 如 何 找到 呢 ? 
找到 最 小 割 之 后 ， 从 源 点 出 发 ， 沿 着 cap>flow 的 边 深度 优 先 遍 历 ， 遍 历 到 的 结 点 就 是 8 集合 ， 没 
遍历 到 的 结 点 就 是 了 集合 。 输 出 5 集合 中 的 黑色 方 格 ， 输 出 了 集合 的 白色 方 格 ， 如 图 7-168 所 示 。 

选中 的 ~~、 黑色 方 格 X 白色 方 格 7 

и с. 





3 
Вен 
ра: 


图 7-168 方 格 取 数 选择 方案 
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7.9.3 完美 图 解 


假设 货架 上 有 3 行 3 列 的 方 格 。 第 1 行 方 格 中 每 种 商品 的 价值 依次 为 75、250、21; 第 
2 行 方 格 中 每 种 商品 的 价值 依次 为 34、70、5; 第 3 行 方 格 中 每 
种 商品 的 价值 依次 为 7 5、15、58。 

(1) 构建 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 按 行 编号 ， 第 1 行 编号 1、2、3; 第 2 行 
编号 4、5、6; 第 3 行 编号 7、8、9。 根 据 编号 黑白 染色 ， 如 
图 7-169 所 示 。 

添加 源 点 和 汇 点 ， 从 源 点 s 向 黑色 方 格 连 一 条 边 ， 容 量 为 该 
黑色 方 格 的 权 值 ， 从 和 白色 方 格 向 汇 点 上 连 一 条 边 ， 容 量 为 该 白色 





方 格 的 权 值 ， 对 于 每 一 对 相 邻 的 黑白 方 格 ， 从 黑 方 格 向 白 方 格 连 (7 МНЯ 
一 条 边 ， 容 量 为 c 。 创 建 网 络 ， 如 图 7-170 所 示 。 
黑色 方 格 白色 方 格 
“一 一 一 相 邻 黑白 方 格 
连 线 容量 均 为 





图 7-170 方 格 取 数 网 络 


(2) 在 上 图 的 混合 网 络 上 (程序 中 构建 的 是 混合 网 络 , 为 了 方便 , 图 示 用 实 流 网 络 表示 )， 
使 用 优化 的 ISAP 算法 求 网 络 最 大 流 ， 找 到 如 下 6 条 增 广 路 径 。 

° 增 广 路 径 ，10 一 6 一 9 一 0。 增 流 : 5. 

° 增 广 路 径 : 10 一 8 一 9 一 0。 增 流 : 15。 

° 增 广 路 径 : 10 一 4 一 7 一 0。 增 流 : 34, 

° МГ: 10—2—5—0. МЛ: 70. 

° МГИ: 10—2—3—0. МЛ: 21, 

° МГИ: 10—2—1—0. МЛ: 75. 

增 流 后 的 网 络 如 图 7-171 所 示 。 
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7-171 增 流 后 的 实 流 网 络 


(3) 输出 选中 物品 的 最 大 价值 ， 物 品 选择 方案 

选中 物品 的 最 大 价值 = 所 有 物品 价值 之 和 -最 大 流 值 。 挑 选 物品 的 最 大 价值 为 383。 

物品 选择 方案 就 是 最 小 割 中 的 8 集合 中 的 黑色 方 格 和 了 集合 中 的 白色 方 格 , 那么 如 何 找 
到 呢 ? 

在 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 上 ， 从 源 点 出 发 ， 沿 着 容量 > 流量 的 边 深度 优先 遍历 。 遍 历 到 
的 结 点 就 是 5 集合 ， 没 遍历 到 的 结 点 就 是 了 集合 ， 深 度 遍历 结果 如 图 7-172 所 示 。 


ҳӯ Жега 白色 方 格 





图 7-172 深度 遍历 得 到 5 集合 
输出 8 集合 中 的 黑色 方 格 7、9， 输 出 了 集合 的 白色 方 格 2， 即 物品 最 大 价值 选择 方案 。 


7.9.4 伪 代码 详解 


(1) 构建 网 络 
根据 输入 的 数据 ， 按 行 编号 ， 根 据 编 号 黑白 染色 。 添 加 源 点 和 汇 点 ， 从 源 点 8 向 黑色 方 
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格 连 一 条 边 ， 容 量 为 该 黑色 方 格 的 权 值 ， 从 白色 方 格 向 汇 点 + 连 一 条 边 ， 容 量 为 该 白色 方 格 的 
权 值 ， 对 于 每 一 对 相 邻 的 黑白 方 格 ， 从 黑 方 格 向 白 方 格 连 一 条 边 ， 容 量 为 人 %， 创 建 混合 网 络 。 
/ /创建 混 合 网 络 
for(int i=l;i<=m;i++) 

for (int j=1;j<=n;j++) 

{ 


if( (i+j)%2==0) // 染 黑色 , 当前 物品 位 置 (i, j) 
{ 
ааа (0, (i-1)*n+j,map[i] [了 ] );// 从 源 点 到 当前 物品 结 点 有 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 
该 物品 价值 
flag (i=1) *п+)]=1; / /标记 染 黑 色 物品 
// 当 前 物品 结 点 到 四 个 相 邻 物品 结 点 发 出 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 无 穷 大 
for (int k=0;k<4; k++) 
{ 
int x=i+dir[k] [0]; 
int y=j+dir[k] [1]; 
if (x<=m&&x>0 && Y<=n&&x>0) // 边 界限 制 
ааа ((1-1)*п+), (х-1)*п+у, INF); 
} 
} 
е1зе // 染 白色 ,当前 物品 位 置 (1, 3) 
add( (i-1)*n+j,total+1,map[i] [j]);// 从 当前 物品 结 点 到 汇 点 有 一 条 有 向 边 ， 容 
量 为 该 物品 价值 


(2) 求 网 络 最 大 流 

int Isap(int s, int tyint n)// 改 进 的 最 短 增 广 路 最 大 流 算法 
详 见 7.3.7 节 中 的 算法 program 7-2-1, ІХ НЛ 0%. 

(3) 输出 挑选 物品 的 最 大 价值 


| cout<<" 挑 选 物品 的 最 大 价值 : "<<sum-Isap (0,total+1,total+2)<<end1l; 


即 所 有 物品 价值 减 去 最 大 流 值 。 

(4) 输出 选中 的 物品 编号 

选中 物品 的 最 大 价值 = 所 有 物品 价值 之 和 -最 大 流 值 。 

物品 选择 方案 就 是 最 小 割 中 的 8 集合 中 的 黑色 方 格 和 了 集合 中 的 白色 方 格 。 从 源 点 出 发 ， 
在 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 上 ， 沿 着 cap>flow 的 边 深度 优先 遍历 ， 遍 历 到 的 结 点 就 是 8 集合 ， 
没 遍 历 到 的 结 点 就 是 了 集合 。 输 出 8 集合 中 的 黑色 方 格 ， 输 出 了 集合 的 白色 方 格 。 


void DFS (int s)// 深 度 搜 索 
{ 





for(int i=V[s] .first;~i;i=E[i] .next)// 读 当前 结 点 的 邻接 表 
ЇЁ (Е[1].сар>Е [і] .flow) 
{ 


int u=E[i].v; 
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7.9.5 





if (!dfsflag[u]) 

{ 
АЕзЕ1ада [а] =Егае; 
DFS (и); 


} 
} 
void print (int m, int n)// 输 出 最 佳 方 案 
{ 


cout<<"---------- 最 佳 方案 如 下 : ---------- "<<епа1; 
cout<<" 选 中 的 物品 编号 : "<<епа1; 
DFS (0); 


for (int i=1;i<=m*n; i++) 
if ((flag[i]&&dfsflag[i]) | 1 (! #1ад [1] &&!а#5#1ад[і])) 
соцЕ<<1<<" "; 


а > se 

实战 演练 
//ргодгам 7-8 
#include <iostream> 
#include <cstring> 
#include <queue> 
#include <algorithm> 
using namespace std; 


const int INF=0x3fffffff; 

const int N=100; 

const int M=10000; 

int top; 

int h[N], pre[N], g[N]; 

bool flag[N*N]; ”// 标 记 染 黑色 的 结 点 
bool dfsflag[N*N];// 深 度 搜索 到 的 结 点 


struct Vertex 
{ 
int first? 
)V[N]; 
struct Edge 
{ 
int у, next; 
int cap, flow; 
}Е [М]; 
void 111 () 
{ 
memset (V, -1, sizeof(V)); 
фор = 0; 
} 
void add_edge (int u, int v, int c) 
{ 
E[top].v = v; 
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E[top] .cap = с; 

E[top] .flow = 0; 
E[top].next = V[u].first; 
V[u].fixzrst = top++; 


void add(int u,int v, int c) 


add_edge (u, v, c) ; 
add_edge (у, u, 0); 


void set_h(int t,int n) 


queue<int> Q; 
memset (h, -1, sizeof(h)); 
memset (g, 0, sizeof(g)); 
KIEN = 0; 
Q.push (t); 
while (!Q.empty()) 
{ 
int w= Q.front(); О.рор(); 
++g[h[v]]; 
for (int і = \[\] .Е1г3%;`-1; і = Е[і].пехі) 
{ 
int u = E[i].v; 
if(h[u] == -1) 
{ 
h[u] = h[v] + 1; 
Q.push(u); 


) 
) 
cout<<" 初 始 化 高 度 "<<endl; 
cout<<"h[ ]="; 
for (int i=l;i<=n;i++) 
couts" exhtlil]; 
cout<<end1; 
) 
int Іѕар(іпї s; int tint п) 
{ 
set_h(t,n); 
int ans=0, u=s; 
int d; 
while(h[s]<n) 
{ 
int і=У lu]. first; 
if (u==s) 
d=INF; 
for(; ~i; i=E[i].next) 
{ 
int y=E [i]. v} 
1Е(Е[1] .сар>Е[1].Е1ом && h[u]==h[v]+1) 
{ 
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u=v; 
pre[v]=i; 


if (u==t) 
{ 
соцЕ<<епа1; 
cout<<" 增 广 路 径 : "<<; 
while (u!=s) 
{ 
int j=pre[u]; 
E[j].flow+=d; 
Е[]^1].Е1ом-=а; 
u=E[3j”*1].V; 
cout<<"—--"<<u; 
) 
cout<<" 增 流 : "<<а<<епа1; 
ans+=d; 
d=INF; 
} 
break; 
) 
} 
ЇЁ (і==-1) 
{ 
1Е(--9а [В [0] ]==0) 
Ьгеак; 
int hmin=n-1; 


if (E[j].cap>E[j].flow) 


h[u]=hmin+1; 
cout<<" 重 贴标签 后 高 度 "<<endl:; 
cout<<"h[ ]="; 
for(int і=1;і<=п;і++) 
соцё<<" "<< [1]; 
соц <<епа1; 
++9 [В [21]; 
if(u!=s) 
u=E [pre[u]^1].v; 
} 
} 
return ans; 
} 
void printg (int n)// 输 出 网 络 邻接 表 
{ 


for(int i=0;i<=n;i++) 
{ 
COout<< yi ["n<4<4V [1]. first; 
for (int j=V[i] -first;~j;j=E[j].next) 





"<<Е [j]. next; 


d=min (а, Е[1].сар-Е[1].Е1ом); 


for(int j=V[u].first; ~j; )=Е[)] .пех®) 


hmin=min (hmin, Һ[Е[3].У]); 


совете 网 络 邻接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 


вопЕ<<"]--["<<Е][-] .м<<" "<<E[j] .сар<<" 


"<<E[j] .flow<<" 
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cout<<"] "<<епа1; 
} 
} 
void РЕЗ (int s) / /深度 搜 索 
{ 
for(int i=V[s] .first;~i;i=E[i] .next) // 读 当前 结 点 的 邻接 表 
if(E[i] .сар>Е[1].Е1ом) 
{ 
int u=E[i] .v; 
1f(!dfsflag[u]) 
{ 
dfsflag[u]=true; 


DFS (џи); 
} 
} 

} 
void print (int m,int п) // 输 出 最 佳 方案 
{ 

cout<<"---------- 最 佳 方案 如 下 : ---------- "<<епа1; 

cout<<" 选 中 的 物品 编号 : "<<епа1; 


DFS (0); 
for(int i=l;i<=m*n;i++) 
1f((flag[i]&&dfsflag[i])l| | (!flag[il&&!dfsflag[i])) 
contes ny 


) 


int main() 
{ 
int п, м, total,sum=0;; 
int мар [М] [№]; 
memset (flag, 0, sizeof(flag)); 
memset (dfsflag, 0, sizeof(dfsflag)); 
int dir[4] [2]={{0,1}, {1,0}, {0,-1}, {-1,0}}; // 右 下 左上 四 个 方向 
cout<<" 请 输入 货架 的 行 数 m 和 列 数 n: "<<епа1; 
cin>>m>>n; 
пае () 
total=m*n; 
cout<<" 请 依次 输入 每 行 每 个 商品 的 价值 : "<<end1l; 
for(int 1=1;1<=0;1++) 
for(int j=1;j<=n;j++) 


{ 
cin>>map[i] [j]; 
sum+=map [1] [5]; 
} 
/ /创建 混合 网 络 


for(int i=l;i<=m;i++) 
for (int ј=1;ј<=п;ј++) 
{ 
if ((i+j)%2==0) // 染 黑色 , 当前 物品 位 置 (i, j) 
{ 
ааа (0, (i-1)*n+j,map[i] [j]);// 从 源 点 到 当前 物品 结 点 有 一 条 有 向 
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flag[ (i-1)*n+j]=1; // 标 记 染 黑色 物品 
// 当 前 物品 结 点 到 四 个 相 邻 物品 结 点 发 出 一 条 有 向 边 ， 容 量 为 无 穷 大 
for(int К=0;К<4;К++) 
{ 
int x=i+dir[k] [0]; 
int у=)+а1к [К] [1]; 
if (x<=m&&x>0 && у<=п&&х>0) // 边 界限 制 
ааа ( (i-1)*n+j, (х-1)*п+у, INF); 
} 
} 
else // 染 白色 ,当前 物品 位 置 (i, j) 
add ( (i-1)*n+j,total+1,map[i] [j]);// 从 当前 物品 结 点 到 汇 点 有 
一 条 有 向 边 ， 容 量 为 该 物品 价值 
} 





cout<<end1; 
printg(total+2); // 输 出 初始 网 络 邻 接 表 
cout<<" 挑 选 物品 的 最 大 价值 : "<<sum-Isap (0,total+1,total+2) <<endl; 
cout<<endl; 
printg (total+2); // 输 出 最 终 网 络 邻接 表 
print (м, п); // 输 出 最 佳 方案 
return 0; 
} 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 
| r haah 
l ANETAR: 


108 5 2 
l З 9 15 
5 10. 13 7 
| 24 12 20 14 


(3) 输出 
| 挑选 物品 的 最 大 价值 ，84 


选中 的 物品 编号 : 
1378-10. MS 15 


7.96 ”算法 解析 及 优化 拓展 


1. 算法 复杂 度 分 析 


(1) 时 间 复 杂 度 : 求解 最 大 流 采用 7.3.7 节 中 改进 的 最 短 增 广 路 算法 ISAP， 因 此 总 的 时 
间 复 杂 度 为 O(PE)， 其 中 作为 结 点 个 数 ，E 为 边 的 数量 。 
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(2) 空间 复杂 度 : 空间 复杂 度 为 O(7)。 


2. 算法 优化 拓展 
想 一 想 ， 还 有 什么 更 好 的 办 法 ? 


7.10 ЕЕЗ ИЕА 


演员 陈坤 有 本 书 叫 《突然 就 走 到 了 西藏 》， 我 没 看 过 ， 但 这 名 字 很 不 错 。 西 藏 一 直 给 人 





一 种 神秘 的 感觉 ， 好 像 没 到 过 西藏 的 人 ， 就 不 是 一 个 B 5 动 À 
真正 的 行者 。 于 是 我 们 开始 筹划 西藏 之 行 ， 拿 出 旅游 OEE Аи 
地 图 , 标记 出 沿途 想 要 去 的 景点 ， 我 们 希望 从 家 出 发 ， СЕ 
一 路 向 西 ， 坐 火车 沿途 经 过 若干 景点 ， 到 达 西 藏 游玩 + 
后 ， 再 一 路 向 东 ， 坐 火车 途经 过 若干 景点 ， 最 后 回 到 A: 


家 中 。 但 是 有 的 景点 之 间 没 有 火车 直达 ， 为 了 节约 开 ¿š VSS mk 
支 , 不 希望 产生 转换 汽车 费用 , 也 不 要 走 重复 的 景点 ， 2 EETAS 
怎样 设计 一 个 算法 ， 使 途经 的 景点 最 多 。 


7.10.1 问题 分 析 


给 定 一 张 地 图 ， 图 中 结 点 代表 景点 ， 边 代表 两 景点 间 可 以 直达 。 现 要 求 找 出 一 条 满足 下 
述 限制 条 件 且 途经 景点 最 多 的 旅行 路 线 。 

(1) 从 最 东 端 起 点 (家 ) 出 发 ， 从 东 向 西 途经 若干 景点 到 达 最 西端 景点 ， 然 后 再 从 西向 
东 回 到 家 (可 途经 若干 景点 )。 

(2) 除 起 点 外 ， 任 何 景点 只 能 访问 1 ZX. 

如 图 7-174 所 示 ， 可 以 从 起 点 出 发 经 过 2、5、7， 到 达 8 号 ， 再 从 8 出 发 ， 经 过 6、4、 
3， 回 到 起 点 。 





图 7-174 ”旅游 路 线 
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因为 每 个 景点 只 能 经 过 一 次 ， 如 果 转 化 为 网 络 流 就 要 拆 点 ， 即 景点 i 对 应 结 点 i， 拆 为 
两 个 结 点 i 和 六 且 从 i 到 连接 一 条 边 ， 边 的 容量 为 1 (只 能 经 过 一 次 )， 单位 流量 费用 为 0 
(相当 于 自己 到 自己 的 费用 )， 如 图 7-175 所 示 。 

如 果 景 点 i 到 景点 j 可 以 直达 ， 则 从 结 点 ?到 结 点 7 连接 一 条 边 ， 边 的 容量 为 1 (只 能 经 
过 一 次 )， 单 位 流量 费用 为 -1， 如 图 7-176 所 示 。 


容量 一 ~、 /一 一 单位 流量 费用 
(cap, cost) 
Су, (1, 0) 





容量 -~、 “~ 单位 流量 费用 
(cap, cost) 


Ð (1, 0) =r) 


В 7-175 结 点 拆 成 两 个 图 7-176 景点 i 到 景点 j 可 直达 


为 什么 单位 流量 费用 设 为 -1 Bz? 因为 本 题 要 求 经 过 的 景点 最 多 ， 如 果 费 用 为 负 值 ， 则 
经 过 的 景点 越 多 ， 费 用 越 小 ， 就 转化 为 最 小 费用 最 大 流 问 题 了 。 

虽然 找到 的 路 线 是 一 个 简单 环形 , 如 图 7-174 中 的 路 线 (1 一 2 一 5 一 7 一 8 一 6 一 4 一 3 一 1)， 
其 实 只 需要 找 起 点 到 终点 的 两 条 不 同 线路 (1 一 2 一 5 一 7 一 8 和 1 一 3 一 4 一 6 一 8) 就 可 以 了 。 

这 样 起 点 和 终点 相当 于 都 要 访问 两 次 ， 即 起 点 和 终点 拆 点 时 容量 设 为 2， 单 位 流量 费用 
为 0。 如 图 7-177 所 示 。 

n 个 景点 转化 成 的 网 络 如 图 7-178 所 示 。 


容量 一 、 ,一 单位 流量 费用 


容量 -~、 “~ 一 单位 流量 费用 。 ”容量 -~、、 ,~ 一 单位 流量 费用 
(cap, cost) (cap, cost) 
D 2e 





图 7-177 起 点 和 终点 的 拆 点 图 7-178 旅游 路 线 网 络 


这 样 ， 问 题 就 转化 为 从 源 点 1 出 发 ， 到 汇 点 n' 的 最 小 费用 最 大 流 问题 。 
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7.10.2 算法 设计 


(1) 构建 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 按 顺序 对 景点 编号 ， 即 景点 i 对 应 结 点 i， 对 每 个 结 点 拆 点 ， 拆 为 两 
个 结 点 i 和 YY， 且 从 i 到 连接 一 条 边 ， 边 的 容量 为 1， 单位 流量 费用 为 0， 源 点 和 终点 拆 点 
时 ， 边 的 容量 为 2， 单位 流量 费用 为 0， 如 果 景 点 i 到 景点 j 可 以 直达 ， 则 从 结 点 到 结 点 j 
连接 一 条 边 ， 边 的 容量 为 1， 单位 流量 费用 为 -1， 创 建 混合 网 络 。 

(2) 求 网 络 最 小 费用 最 大 流 

(3) 输出 最 优 的 旅游 路 线 

从 源 点 出 发 ， 沿 着 flow>0 Н. cost<0 的 方向 深度 优先 遍历 ， 到 达 终 点 后 ， 再 沿 着 flow<0 
Н. cost 宇 0 的 方向 深度 优先 遍历 ， 返 回 到 源 点 。 

输出 : 首先 是 出 发 景点 名 ， 然 后 按 遍历 顺序 输出 其 他 景点 名 ， 最 后 回 到 出 发 景点 。 如 果 
问题 无 解 ， 则 输出 “No Solution!”。 


7.103 完美 图 解 


假设 景点 个 数 n=8， 直 达 线 路 数 m=10。 景 点 名 分 别 为 : Zhengzhou、Luoyang、Xian、 
Chengdu、Kangding、Xianggelila、Motuo、Lasa。 可 以 直达 的 两 个 景点 名 分 别 为 : Zhengzhou 一 
Luoyang、Zhengzhou 一 Xian、Luoyang 一 Xian、Luoyang 一 Chengdu、Xian 一 Chengdu、Xian 一 
Xianggelila、Chengdu 一 Lasa、Kangding 一 Motuo、Xianggelila 一 Lasa、Motuo 一 Lasa。 

(1) 构建 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 按 顺序 对 景点 编号 ， 即 景点 i 对 应 结 点 i， 对 每 个 结 点 拆 点 ， 拆 为 2 
个 结 点 i 和 YY， 且 从 i 到 连接 一 条 边 ， 边 的 容量 为 1， 单 位 流量 费用 为 0， 源 点 和 终点 拆 点 
时 ， 边 的 容量 为 2, -单位 流量 费用 为 0， 如 果 景 点 i 到 景点 j 可 以 直达 ， 则 从 结 点 到 结 点 у 
连接 一 条 边 ， 边 的 容量 为 1， 单 位 流量 费用 为 -1， 如 图 7-179 所 示 。 

(2) 求 网 络 最 小 费用 最 大 流 

在 图 7-179 的 混合 网 络 上 ， 为 了 方便 ， 图 示 用 实 流 网 络 表 示 ， 上 图 中 带 ' 的 数字 ， 程 序 中 
存储 数 ?为 itn, 例如 3' 在 程序 中 存储 数 为 11, 使 用 7.5.5 节 中 最 小 费用 路 算法 求解 网 络 的 最 
小 费用 最 大 流 ， 找 到 如 下 两 条 最 小 费用 路 。 

° 最 小 费用 路 1: 16 一 8 一 14 一 6 一 11 一 3 一 10 一 2 一 9 一 1。 增 流 : 1。 

。 最 小 费用 路 2: 16 一 8 一 12 一 4 一 10 一 3 一 9 一 1。 增 流 : 1。 

最 小 费用 路 1 如 图 7-180 所 示 ， 最 小 费用 路 2 如 图 7-181 所 示 。 

增 流 后 最 小 费用 最 大 流 对 应 的 实 流 网 络 如 图 7-182 所 示 。 
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СЕ" 流量 
ВТ ee 6 容量 一 、| 一 单位 流量 费用 





7-179 ”旅游 路 线 网 络 7-180 ”最 小 费用 路 1 

na ЛЕ ` 流量 

容量 一 | -单位 流量 费用 容量 一 、| “一 单位 流量 费用 
2,2,0 





图 7-181 最 小 费用 路 2 图 7-182” 实 流 网 络 ( 最 小 费用 最 大 流 ) 
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(3) 输出 最 优 的 旅游 路 线 

在 最 小 费用 最 大 流 对 应 的 混合 网 络 上 ， 从 源 点 出 发 ， 沿 着 flow>0 H cost<0 的 方向 深度 
优先 遍历 , 到 达 终 点 后 , 再 沿 着 flow<0 H cost>0 的 方向 深度 优先 遍历 , 返回 到 源 点 。 注 意 : 
图 7-183 中 只 显示 了 有 流量 的 边 ， 且 没有 画 出 实 流 边 的 反 向 边 ， 图 7-184 中 的 路 径 是 沿 沿 着 
“| 7-183 中 的 反 向 边 〈 混 合 网 络 中 实 流 边 对 应 的 有 反 向 边 ) 搜索 的 。 


流量 
容量 一 | 一 单位 流量 费用 


( 1) Dag ! 9) 




















图 7-183 深度 遍历 1 图 7-184 深度 遍历 2 
在 遍历 的 过 程 中 ， 把 经 过 结 点 号 小 于 等 于 n 的 输出 ( 结 点 号 大 于 n 的 是 拆 点 )， 就 是 最 
优 的 旅行 线路 。 即 1 一 2 一 4 一 8 一 6 一 3 一 1， 最 多 经 过 的 景点 个 数 为 6。 
依次 经 过 的 景点 : Zhengzhou、Luoyang、Chengdu、Lasa、Xianggelila、Xian、Zhengzhou。 


7.10.4 ЯК 


(1) 构建 网 络 

根据 输入 的 数据 ， 按 顺序 对 景点 编号 ， 即 景点 i 对 应 结 点 i， 对 每 个 结 点 拆 点 ， 拆 为 两 
个 结 点 i 和， 且 从 i 到 连接 一 条 边 ， 边 的 容量 为 1， 费用 为 0， 源 点 和 终点 拆 点 时 ， 边 的 
容量 为 1， 费用 为 0， 如 果 景 点 i 到 景点 j 可 以 直达 ， 则 从 结 点 i? 到 结 点 j 连接 一 条 边 ， 边 的 
容量 为 1， 单 位 流量 费用 为 -1。 

cout<<" 请 输入 景点 个 数 n 和 直达 线路 数 m: "<<end1; 


cin>>n>>m; 
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init ();// 初 始 化 
maze.clear(); 
cout<<" 请 输入 景点 名 str"<<end1; 
for (1=1;1<=0;1++) 
{ 
cinš>striijś 
maze[str[i]]=i; 
if (i==1| | i==n) 
ааа (1,1+п,2,0); 
else 
ааа (1,1+п,1,0); 
} 
cout<<" 请 输入 可 以 直达 的 两 个 景点 名 strl, str2"<<endl; 
for (i=1; i<=m; i++) 
{ 
cins>stri>>ste2; 
int a=maze[str1],b=maze[str2]; 
if (a<b) 
{ 
if (a==1l&&b==n) 
ааа (а+п,Ь,2,-1); 
е1зе 
ааа (а+п,Ь,1,-1); 
} 
else 
{ 
if (b==l&&a==n) 
add(b+n,a,2,-1); 
else 
ааа (6+п,а,1,-1); 





) 
(2) 求 网 络 最 小 费用 最 大 流 
使 用 最 小 费用 路 最 大 流 算 法 ， 详 见 7.5.5 节 中 的 算法 program 7-4， 这 里 不 再 效 述 。 


bool SPFA(int s, int t, int п) // 求 最 小 费用 路 的 SPFA 
{ 


ninis ü wF 


queue <int> qu; // 队 列 ，sTL 实现 
memset (vis,0,sizeof (vis)); // 访 问 标 记 初 始 化 
memset (c,0,sizeof (с)); // 入 队 次 数 初始 化 


memset (pre, -1, sizeof (pre)); // 前 驱 初 始 化 
fox (1=1;і<=п;і++) 


{ 


dist [1] =тмЕ; // 距 离 初始 化 
} 
vis[s]=true; // 结 点 入 队 vis 要 做 标记 
c[s]++; /7 要 统计 结 点 的 入 队 次 数 
dist[s]=0; 


qu.push (s); 
while (!qu.empty()) 
{ 





u=qu.front(); 
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qu.pop(); 
vis [1] =Ға1ѕе; 
// 队 头 元 素 出 队 ， 并 且 消 除 标记 
for (i=V[u] .first; i!=-1; i=E[i] .next)// 遍 历 结 点 的 邻接 表 
{ 
v=E[i].v; 
if (E[i].cap>E[i].flow && dist[v]>dist[u]+E[i] .cost)// 松 弛 操作 
{ 
dist[v]=dist[u]+E[i] .cost; 


pre[v]=i; // 记 录 前 驱 
if(!vis[v]) // 结 点 不 在 队 内 
{ 
c[v]++; 
qu.push (у); // 入 队 
vis[v]=true; // 标 记 
if(c[v]>n) // 超 过 入 队 上 限 ， 说 明 有 负 环 


return false; 


) 
} 
cout<<" 最 短路 数组 "<<endl; 
cout<<"dist[ ]="; 
for (int i=l;i<=n;i++) 
созЕ<<" <xdilst[t]; 
cout<<endl; 
if (dist[t]==INF) 
return false; // 如 果 距 离 为 INF， 说 明 无 法 到 达 ， 返 回 false 
return true; 
) 
int MCMF (int s, int t,int n) //minCostMaxFlow 
{ 
int а; // 可 增 流 量 
maxflow=mincost=0;//maxflow 当前 最 大 流量 ，mincost 当前 最 小 费用 
while (SPFA(s,t,n))// 表 示 找 到 了 从 s F| t 的 最 短路 
{ 
d=INF; 
cout<<end1; 
cout<<" 增 广 路 径 : "<<t; 
for(int i=pre[t]; 1!=-1; i=pre[E[i^1].v]) 
{ 
d=min(d, Е[ 1] .cap-E[i] .flow); // 找 最 小 可 增 流量 
cout<<"--"<<E[i*1l].V; 
) 
cout<<" 增 流 : "<<а<<епа1; 
cout<<end1; 
for(int i=pre[t]; i!=-1; i=pre[E[i^1] .Vv])// 修 改 混合 网 络 ， 增 加 增 广 路 上 相 
应 弧 的 容量 ， 并 减少 其 反 向 边 容量 
{ 


E[i] .flow+=d; 
E[i^1] .flow-=d; 
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| maxflow+=d; // 更 新 最 大 流 
| mincost+=dist[t]*d; //dist[t] 为 该 路 径 上 单位 流量 费用 之 和 ， 最 小 费用 更 新 
} 
| return maxflow; 
} 


(3) 输出 最 优 的 旅游 路 线 

从 源 点 出 发 ， 沿 着 flow>0 B. cost<0 的 方向 深度 优先 遍历 ， 到 达 终 点 后 ， 再 沿 着 flow<0 
В. соя 20 的 方向 深度 优先 遍历 ， 返 回 到 源 点 。 

输出 : 首先 是 出 发 景点 名 ， 然 后 按 遍 历 顺 序列 出 其 他 景点 名 ， 最 后 回 到 出 发 景点 。 如 果 
问题 无 解 ， 则 输出 “No Solution!”。 


void print (int 8,110 +) 
{ 
АЕ м; 
У1$ [3] =1; 
| for(int i=V[s] .first;~i;i=E[i] .next) 
| if(!vis[v=E[i].v]&&((E[i].flow>O0&&E[i].cost<=0)|| (E[i].flow<O&&E[i]. 
| cost>=0))) 
| { 
| 
| print (м, Е); 
if (v<=t) 
cout<<str[v]<<end1; 





) 


7.10.5 “实战 演练 


//ргодгам 7-9 
#include<iostream> 
#include<cstring> 
#include<map> 
#include <queue> 
using namespace std; 


#define INF 1000000000 
#define M 150 
#define N 10000 


int top; // 当 前 边 下 标 

int dist[N], pre[N];//dist [i] 表 示 源 点 到 点 i RHEN, prelil 记录 前 驱 
bool vis[N]; /7 标记 数组 

int c[N]; // 入 队 次 数 


int maxflow,mincost;//maxflow 当前 最 大 流量 ，mincost 当前 最 小 费用 
string str[M]; 
map<string,int> maze; 


struct Vertex 
{ 

int first; 
}У [N]; 
struct Edge 
{ 
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int у, next; 

int cap, flow,cost; 
}E [M]; 
void init () 


memset (V, -1, sizeof(V)); 
top=0; 


void add_edge (int u, int v, int c,int cost) 


E[top].v = v; 

E[top].cap = c; 

E[top] . flow Os 

Е [ор] .cost созі; 

Е [ор] .next Viluj first? 
V[u].first = Еор++; 


"f" H H 


void add(int u,int v, int с,іпі cost) 
ааа едде (u, у, с, созі) ; 
ада еадде (у, и, 0, -соѕіё); 
bool SPFA(int s, int +, int п) // 求 最 小 费用 路 的 SPFA 


int 3. tp 9 


queue <int> qu; // 队 列 ，STL 实现 
memset (vis,0,sizeof (vis)); // 访 问 标记 初始 化 
memset (c, 0, sizeof (с)); // 入 队 次 数 初始 化 


memset (pre, -1, sizeof (pre)); // 前 驱 初始 化 
for (i=1;i<=n;i++) 
{ 


dist[i]=INF; / /距离 初始 化 
} 
vis[s]=true; // 结 点 入 队 vis 要 做 标记 
с[ 3] ++; // 要 统计 结 点 的 入 队 次 数 
dist[s]=0; 
qu.push ($); 


while (! ац.епрёу()) 
{ 
u=qu. front (); 
аа.рор(); 
vis[u]=false; 
// 队 头 元 素 出 队 ， 并 且 消 除 标记 
for(i=V[u].first; і!=-1; i=E[i].next)/ JBA u 的 邻接 表 
{ 
v=E[i].v; 
if (E[i].cap>E[i].flow && dist[v]>dist[u]+E[i] .cost)// 松 弛 操作 
{ 
dist[v]=dist[u]+E [i] .cost; 
pre[v]=i; // 记 录 前 驱 
if(!vis[v]) // 结 点 不 在 队 内 
{ 
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с [У] ++; 

qu.push (v); // 入 队 

vis[v]=true; // 标 记 

if(c[v]>n) // 超 过 入 队 上 限 ， 说 明 有 负 环 


return false; 


) 
) 
cout<<" 最 短路 数组 "<<endl; 


cout<<"dist[ ]="; 
for(int 1=1;і<=п;і++) 

соці<<" "<<аіѕі [1]; 
cout<<end1; 


if (dist[t]==INF) 
return false; // 如 果 距 离 为 INE， 说 明 无 法 到 达 ， 返 回 false 
return true; 


) 
int MCMF(int s,int t,int n) //minCostMaxFlow 
{ 


int а; // 可 增 流 量 
maxflow=mincost=0; //maxflow 当前 最 大 流量 ，mincost 当前 最 小 费用 
while (SPFA(s,t,n)) // 表 示 找 到 了 从 s 到 上 的 最 短路 
{ 
| d=INF; 
cout<<endl; 


cout<<" 增 广 路 径 ，"<<t; 

for(int i=pre[t]; 1!=-1; i=pre[E[i*1].v]) 

{ 
d=min (d, E[i].cap-E[i].flow); // 找 最 小 可 增 流量 
соці<<"--"<<Е [1^1].9; 

} 

cout<<" 增 流 : "<<а<<епа1; 

cout<<endl; 

for(int i=pre[t]; 1!=-1; i=pre[E[i^1] .v])// 修 改 混合 网 络 ， 增 加 增 广 路 上 相 

应 弧 的 容量 ， 并 减少 其 反 向 边 容 量 
{ 


Е[1].Е1ом+=а; 
E[i^1] .flow-=d; 
} 
maxflow+=d; // 更 新 最 大 流 
mincost+=dist[t]*d; //dist[t] 为 该 路 径 上 单位 流量 费用 之 和 ， 最 小 费用 更 新 
} 
return maxflow; 


} 


void print (116 s,int t) 
{ 
int м; 
vis[s]=1; 
for (int i=V[s] -first;~i;i=E[i] .next) 
if(!vis[v=E[i].v]&&((E[i].flow>0&&E[i] .cost<=0) | | (E[i] .Е1ом<0&&Е[1]. 





Cost>=0) ) ) 








} 
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руі (м; Е); 
if (v<=t) 
cout<<str[v]<<end1; 
) 


int main() 


{ 


int m m l? 
string strl,str2; 
cout<<" 请 输入 景点 个 数 n 和 直达 线路 数 m: "<<епа1; 
cin>>n>>m; 
іпії (); // 初 始 化 
maze.clear (); 
cout<<" 请 输入 景点 名 str"<<endl; 
for (1=1;і<=п;і++) 
{ 
сіп>>ѕіг[1]; 
паге [зү [1]]=1; 
if (і==1 | |і==п) 
ааа (і, і+п, 2,0); 
else 
add(i,i+n,1,0); 
} 
cout<<" 请 输入 可 以 直达 的 两 个 景点 名 strl, str2"<<endl; 
for (i=1;i<=m; i++) 
{ 
cin>>strl>>str2; 
int a=maze[str1],b=maze[str2]; 
if (a<b) 
{ 
if (a==l&&b==n) 
ааа (а+п,Ь,2,-1); 
else 
ааа (а+п,Ь,1,-1); 


е1зе 


if (b==1&&a==n) 
ааа (65+п,а,2,-1); 
е1зе 
ааа (р+п,а,1,-1); 
} 
} 
if (MCMF (1,2*п,2ж*п) ==2) 
{ 
cout<<" 最 多 经 过 的 景点 个 数 : "<<-mincost<<endl; 
cout<<" 依 次 经 过 的 景点 : "<<епа1; 
cout<<str[1]<<end1; 
memset (vis,0,sizeof (vis));// 访 问 标记 初始 化 
ргіпё (1,п); 
Cout<<stzr [1] <<епаі; 
} 


е1ѕе 
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| cout<<"No Solution!"<<endl; 
return 0; 


| 1) 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


请 输入 景点 个 数 n 和 直达 线路 数 m: 
8 10 

请 输入 景点 名 str 
Zhengzhou 

Luoyang 

Xian 

Chengdu 

Kangding 
Xianggelila 

Motuo 

Lasa 

请 输入 可 以 直达 的 两 个 景点 名 strl; str2 
zhengzhou Luoyang 
Zhengzhou Xian 
Luoyang Xian 
Luoyang Chengdu 
Xian Chengdu 

Xian Xianggelila 
Chengdu Lasa 
Kangding Motuo 
Xianggelila Lasa 
Motuo Lasa 


(3) 输出 


最 多 经 过 的 景点 个 数 : 6 
依次 经 过 的 景点 ; 
Zhengzhou 
. Luoyang 
Chengdu 
Lasa 
Xianggelila 
Xian 
Zhengzhou 


7.106 ”算法 解析 及 优化 拓展 


. 算法 复杂 度 分 析 
А 时 间 复 杂 度 : 主要 采用 7.4.5 节 的 最 小 费用 最 大 流 算法 MCMF， 因 此 总 的 时 间 复 杂 
EJ OVE), KE 有 为 结 点 个 数 ， 五 为 边 的 数量 。 
(2) 空间 复杂 度 : 使 用 了 一 些 辅助 数组 ， 因 此 空间 复杂 度 为 O(P)。 
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2. 算法 优化 拓展 

对 于 一 个 连通 图 ， 如 果 任 意 两 点 至 少 存 在 两 条 “点 不 重复 ”的 路 径 ， 则 说 这 个 图 是 点 连 
通 图 的 〈 一 般 称 为 双 连 通 ，biconnected)。 这 个 要 求 等 价 于 任意 两 条 边 都 在 同一 个 简单 环 上 。 
题 的 要 求 提取 出 来 后 ， 可 得 本 质 思 路 就 是 求 在 一 个 图 中 的 最 大 环 ， 这 正 是 双 连 通 的 定义 。 因 
此 可 以 用 Tarjan 算法 来 求解 ， 时 间 复 杂 度 降 了 很 多 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 看 看 。 


7.11 网络 流 问题 解 题 秘籍 


遇 到 一 个 实际 问题 ， 首 先 要 分 析 : 

(1) 是 否 可 以 用 网 络 流 解 决 ? 

如 果 可 以 使 用 网 络 ， 则 构建 网 络 图 ， 如 果 需 要 添加 源 点 和 汇 点 则 添加 之 ， 并 确定 每 条 边 
的 容量 。 

(2) 是 否 可 以 直接 用 最 大 流 解 决 ? 

如 果 可 以 ， 求 解 最 大 流 就 可 以 了 ， 例 如 7.5 一 7.7 节 中 的 问题 。 

(3) 问题 的 解 是 否 是 与 最 小 割 容量 相关 的 表达 式 ? 

问题 的 解 不 能 直接 用 最 大 流 解 决 ， 需 要 分 析 问 题 的 解 ， 是 不 是 最 小 割 容量 ， 还 是 与 最 小 
割 容 量 相关 的 表达 式 。 例 如 7.8 节 和 7.9 节 中 的 问题 ， 都 是 所 有 盈利 减 去 最 小 割 容量 。 最 小 
割 容量 等 于 最 大 流 值 ， 所 以 可 以 通过 求解 最 大 流 间接 得 到 。 

(4) 是 否 可 以 用 最 小 费用 最 大 流 解 决 ? 

有 的 问题 可 以 转化 为 最 小 费用 最 大 流 问 题 ， 例 如 7.10 节 中 的 旅游 路 线 问 题 。 

(5) 问题 的 解 是 什么 ? 

在 7.5 一 7.7 节 中 ， 得 到 最 大 流 后 ，x; 结 点 的 邻接 点 y 就 是 我 们 要 的 答案 。 

在 7.8 节 中 ， 问 题 的 解 就 是 最 小 割 的 8 集合 。8$ 集合 求解 方式 : 在 最 大 流 对 应 的 混合 网 
络 上 ， 从 源 点 出 发 ， 沿 着 容量 > 流量 的 边 深度 优先 遍历 。 遍 历 到 的 结 点 就 是 5 集合 ， 没 遍历 
到 的 结 点 就 是 了 集合 。 

在 7.9 节 中 ， 问 题 的 解 是 最 小 割 中 的 s 集合 中 的 黑色 方 格 和 了 集合 中 的 白色 方 格 。 所 以 
深度 优先 遍历 得 到 8 集合 和 了 集合 后 ， 要 输出 s 集合 中 的 黑色 方 格 和 了 集合 中 的 白色 方 格 。 

在 7.10 节 中 ， 旅 游 路 线 问题 的 解 是 深度 优先 遍历 结果 ， 但 是 边 的 容量 和 流量 有 约束 的 
深度 遍历 。 


насан 
.А 


特征 方程 和 通 
项 公式 
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1 ‚ п=1, Т(п)=1 

roi ‚ п=2, Т(п) =1 
Е(п-1) + Е(и-– 2), п> 2, Т(п) = Т(п-1) +Т(п- 2) +1 

当 и>2 时 : FO)Ëla =а, +a, 它 的 特征 方程 为 : 


х-х-1=0 





求解 得 : 
ї4/5 1+5 
А и t We FS 
2 2 
那么 F(n) 的 通 项 公式 为 : 
а, = Ах, + Вх" 
斐 波 那 契 数列 中 ，F (1) =1, F (2) =1, МЫ: 
Ах, + Вх, =1 
| Ax, + Bx =1 
又 因为 % «58, = - 1-5 уи, 
Русо РИА 9 
5 5 
因此 斐 波 那 契 数 列 通 项 为 : 





те i 
е) 


当 nn 趋 近 于 无 穷 时 ， нө 2) j 





2 

由 于 7T(n) 宇 F(n)， 这 是 一 个 指数 阶 的 算法 ! 如 果 我 们 今年 计算 出 了 F(100)， 那 么 明年 
才能 算出 FI101D)， 多 算 一 个 斐 波 那 契 数 需要 一 年 的 时 间 ， 爆 炸 增 量 函数 是 算法 设计 的 璐 梦 ! 

那么 上 面 的 特征 方程 和 通 项 公式 是 怎么 回 事 呢 ? 

这 个 问题 我 们 首先 看 看 线性 数列 的 特征 方程 : 

如 果 一 个 数列 形式 为 : 

а, =a,  +c;a, D 
ВОН х. у, EA: 
а, — xa, = у(а, ха, ,) @ 
移 项 运算 得 : 


а, = (x+ у)а, —xya,_,) 
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与 原 方程 一 一 对 应 得 : 
ci =X+y © 
Go =—ху 


消去 了 就 导出 特征 方程 : 
x =cx+o, Ш х’ -сх-с, =0 
那么 对 于 公式 wa =a, ,+w，， 对 照 上 面 式 @ 得 ，ci =c, =1， 因 此 公式 a, =а, +a, ;的 





特征 方程 为 : 
х? -х-1=0 
特征 方程 求解 得 : 
Ls 1+ /5 
x =—— x, = 
2 2 
再 根据 式 @ 求 出 对 应 y: 
_1+V5 ， 5 
у= 22 #0, ^^ 
-名 Xl -=y， 此 式 是 一 个 公 比 为 y 的 等 比 数 


再 看 式 @ а, –ха, = уба, -ха,:), MA 
q,_, — xa,_, 
Ў] (а, —xa,,), 此 题 的 第 1 项 为 a -ха,, 第 2 项 为 a, – ха, 以 此 类 推 , Ж пуа, - xa, |, 


根据 等 比 数列 公式 a, = ад": 
а, — xa, _, = (a, — xa, y 
将 两 组 不 同 解 x，y 代入 得 到 两 个 方程 : 


-1 
а. — xa, = a —xa,)y, 
1 
а, — х,а, = (а, —x,a,)y; ` 


将 第 一 个 式 子 乘 以 x,，， 第 二 个 式 子 乘 以 x1!， 两 式 相 减 得 : 


| | 
(a —xa)y_ x,-(a -x,a,)y, X, 
X, 一 为 


Ea, =a, +а,, НЕНЕН, у= х, ух, ВШ: 
> (а, mt Le (а, 22а) xn 
х-х X, — X, 


AX а, а, xo ЕЯ, РЖ, а, =a +a, ,的 通 项 公式 : 


22 п п 
а, = Ах, + Вх, 
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我 们 可 以 利用 C++ 中 的 排序 函数 sort, 对 古董 的 重量 进行 从 小 到 大 排序 。 要 使 用 此 函数 ， 
只 需 引 入 头 文件 : 


#include <algorithm> 

语法 描述 为 : 

sort (begin, end)// 参数 begin，end 表示 一 个 范围 ， 分 别 为 待 排序 数组 的 首 地 址 和 尾 地 址 。 
例如 : 


//mysort1 
#include<cstdio> 
#include<iostream> 
#include<algorithm> 
using namespace std; 
int main() 
{ 
int а[10]={7,4,5,23,2,73,41,52,28,60},1; 
for (1=0;1<10;1++) 
oUt [LIC "+ 
cout<<endl; 
sort (а,а+10); 
for (1=0;1<10;1++) 
cout<<a[i]<<" "; 
return 0; 








23 2173 41 52-28 60 
7 23 28 41 52 60 73 


sort (а, a+10) 将 把 数组 а 按 升序 排序 ， 因 为 sort 函数 默认 为 升序 。 可 能 有 人 会 问 : Е 
么 样 用 它 降序 排列 呢 ? 这 就 是 下 一 个 讨论 的 内 容 。 

(1) 自己 编写 compare 函数 

一 种 是 自己 编写 一 个 比较 函数 来 实现 ， 接 着 调用 含 3 个 参数 的 sort: 


sort (begin, end, compare) // 两 个 分 别 为 待 排序 数组 的 首 地 址 和 尾 地 址 。 
// 最 后 一 个 参数 compare 表示 比较 的 类 型 


例如 : 


//mysort2 
#include<cstdio> 
#include<iostream> 
#include<algorithm> 
using namespace std; 
bool compare(int a,int b) 


{ 





return a<b;  // 升 序 排列 ， 如 果 改 为 return a>b， 则 为 降序 





ШЕВ sort 函数 | 539 


} 
int main() 
{ 
ine а1[19]={7,4,5,23,2,73,41,52,28,60},1; 
for (1=0;1<10;1++) 
cout<<a[i]<<" "; 
соці<<епа1; 
| sort (а, а+10, сомраге) ; 
| for (1=0;1<10;1++) 
| соцЕ<<а[1]<<" "; 
| return 0; 


4 5 23 2 73 41 52 28 60 
45723 28 41 52 60 73 

(2) 利用 functional 标准 库 

其 实 对 于 这 么 简单 的 任务 〈 类 型 支持 “<”“>” 等 比较 运算 符 )， 完 全 没 必要 自己 写 一 个 
类 出 来 。 标 准 库 里 已 经 有 现成 可 用 的 ， 就 在 functional 里 ， 在 头 文件 引用 include 进来 即 可 。 


#include<functional> 


functional 提供 了 如 下 的 基于 模板 的 比较 函数 对 象 。 

e equal to<Type>: 等 于 。 

° not equal to<Type>: 不 等 于 。 

° greater<Type>: 大 于 。 

° greater equal<Type>: 大 于 等 于 。 

° less<Type>: 小 于 。 

° less equal<Type>: 小 于 等 于 。 

对 于 这 个 问题 来 说 ，greater 和 less 就 足够 了 ， 可 以 直接 拿 来 用 。 
° 升序: sort(begin,end,less<data-type>())。 

° 降序: sort(begin,end,greater<data-type>())。 


//mysort3 
#include<cstdio> 
#include<iostream> 
#include<functional> 
#include<algorithm> 
using namespace std; 
int main() 
{ 
int &t1101l=17,4,5 23 2,73, 41,52y28;160) 2 
fox (1=0;1<10;1++) 
cout<<a [ij<<" "3 
cout<<end1; 
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sort (a,a+10,greater<int>() );// 从 大 到 小 排序 
for (1=0;1<10;1++) 
соцЕ<<а [1]<<" "; 
return 0; 
} 


输出 结果 为 : 


745 232 73 41 52 28 60 
73 60 52 41 28 237542 
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普通 的 队列 是 一 种 先进 先 出 的 数据 结构 ， 元 素 在 队列 尾 追 加 ， 而 从 队列 头 删除 。 在 优先 
队列 中 ， 元 素 被 赋予 优先 级 。 当 访问 元 素 时 ， 有 具有 最 高 优先 级 的 元 素 最 先 删除 。 

优先 队列 (priority queue) 具有 最 高 级 先 出 的 行为 特征 。 优 先 队列 是 0 个 或 多 个 元 素 的 
集合 ， 每 个 元 素 都 有 一 个 优先 权 或 值 ,对 优先 队列 执行 的 操作 有 : 

。 ВИ. 

° 插入 一 个 新 元 素 。 

° 删除 。 

在 最 小 优先 队列 (min priority queue) 中， 查找 操作 用 来 搜索 优先 权 最 小 的 元 素 ， 删 除 
操作 用 来 删除 该 元 素 ; 对 于 最 大 优先 队列 (max priority queue)， 查 找 操作 用 来 搜索 优先 权 最 
大 的 元 素 ， 删 除 操作 用 来 删除 该 元 素 。 优 先 权 队列 中 的 元 素 可 以 有 相同 的 优先 权 ， 查 找 与 删 
除 操作 可 根据 任意 优先 权 进 行 。 

C++ 优先 队列 类 似 队 列 ， 但 是 在 这 个 数据 结构 中 的 元 素 按 照 一 定 的 断言 排列 有 序 。 

° empty) 如 果 优 先 队列 为 室 ， 则 返回 真 。 

° pop) 删除 第 一 个 元 素 。 

。 push() 加 入 一 个 元 素 。 

。 size() 返回 优先 队列 中 拥有 的 元 素 的 个 数 。 

。 top() 返回 优先 队列 中 有 最 高 优先 级 的 元 素 。 

优先 队列 ， 其 构造 及 具体 实现 可 以 先 不 用 深究 ， 我 们 现在 只 需要 了 解 其 特性 : 


| priority queue<int, vector<int>, cmp >que; 


其 中 ， 第 1 个 参数 为 数据 类 型 ， 第 2 个 参数 为 容器 类 型 ， 第 3 个 参数 为 比较 函数 。 后 两 
个 参数 根据 需要 也 可 以 省 略 。 

优先 队列 最 常用 的 用 法 : 
| priority_queue<int> que; // 参 数 为 数据 类 型 ， 默 认 优 先 级 (最 大 值 优 先 ) 构造 队列 


如 果 我 们 要 把 元 素 从 小 到 大 输出 怎么 办 呢 ? 有 4 种 方法 可 以 实现 优先 级 控制 : 

° 使 用 C++ 自 带 的 库 函 数 <functional>。 

° 自 定义 优先 级 Q)。 

° 自 定义 优先 级 @。 

° 自 定义 优先 级 @)。 

如 何 控制 优先 队列 的 优先 级 ? 

如 果 不 是 最 大 值 优先 ， 下面 三 种 方法 可 以 控制 优先 队列 的 优先 级 , 根据 需要 添加 程序 即 可 。 
方法 1: 使 用 C++ 自 带 的 库 函数 <functional>， 在 本 书 2.3.4 节 已 经 用 过 。 
首先 在 头 文件 中 引用 include 库 函 数 : 
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#include<functional> 


functional 提供 了 如 下 的 基于 模板 的 比较 函数 对 象 。 
e equal to<Type>: 等 于 。 

• not equal to<Type>: 不 等 于 。 

e greater<Type>: МР. 

e greater equal<Type>: 大 于 等 于 。 

° less<Type>: 小 于 。 

° less_equal<Type>: 小 于 等 于 。 

创建 优先 队列 : 


priority_queue<int,vector<int>, less <int> >quel; // 最 大 值 优 先 
// 注 意 ">>" 会 被 认为 错误 , ">>" 是 右 移 运算 符 
// 所 以 这 里 用 空格 号 隔 开 ， 表 示 的 含义 不 同 


priority_queue<int,vector<int>, greater <int> >que2;// 最 小 值 优 先 


方法 2: 自 定 义 优 先 级 中 ， 队列 元 素 为 数值 型 。 


struct cmpl{ 
bool operator ()(int &a,int &b){ 
return a<b;// 最 大 值 优先 
} 
}; 
struct спр2{ 
bool operator () (int &a,int &5) { 
return a>b;// 最 小 值 优先 
} 


}; 

创建 优先 队列 : 

priority queue<int,vector<int>, cmpl1>que3;// 最 大 值 优 先 
priority_queue<int,vector<int>,cmp2>que4;// 最 小 值 优 先 


方法 3: 自 定义 优先 级 @， 队 列 元 素 为 结构 体型 。 


struct nodelf 
int x,y; // 结 构 体 中 的 成 员 
bool operator < (const nodel &a) const { 
return x<a.x;// 最 大 值 优先 
} 
}; 
struct node21 
int х,у; 
bool operator < (const node2 &a) const { 


return x>a.x;// 最 小 值 优先 


} 
创建 优先 队列 : 
priority_queue<nodel>que5; // 使 用 时 要 把 数据 定义 为 nodel 类 型 
priority_queue<node2>que6; // 使 用 时 要 把 数据 定义 为 node2 类 型 
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方法 4: 自 定 义 优先 级 @， 队 列 元 素 为 结构 体型 。 


struct node3{ 
int x,y; // 结 构 体 中 的 成 员 
}; 
bool operator < (сопѕї node3 ва, const node3 &b)// 在 结构 体外 面 定义 
{ 
return a.x<b.x; // 按 成 员 x 最 大 值 优先 
} 
struct поаей { 
int х,у; // 结 构 体 中 的 成 员 
}; 
bool operator <(сопзЕ node4 &а, const node4 &5) 
{ 
return a.y>b.y; // 按 成 员 у 最 小 值 优先 


} 
创建 优先 队列 : 


priority_queue<node3>que7; // 使 用 时 要 把 数据 定义 为 node3 类 型 
priority_queue<node4>que8; // 使 用 时 要 把 数据 定义 为 node4 类 型 


下 面 我 们 写 一 段 代码 来 测试 上 面 的 几 种 优先 队列 , 看 看 结果 如 何 ? 特别 注意 它们 的 定义 


和 使 用 方法 的 不 同 。 





/* 优 先 队 列 的 基本 使 用 */ 
#include <iostream> 
#include<functional> 
#include<queue> 
#include<vector> 
using namespace std; 
// 自 定义 优先 级 1， 数 值 类 型 
struct стр1{ 
bool operator () (int &a,int &5) { 
return a<b;// 最 大 值 优先 
} 
}; 
struct cmp21 
bool operator () (int &a,int &5) { 
return a>b;// 最 小 值 优 先 
} 
}; 
// 自 定义 优先 级 2, 结构 体 类 型 
struct nodel{ 
int x,y;// 结 构 体 中 的 成 员 
nodel() {} 
nodel (int _x,int у) // 为 方便 赋值 ， 采 用 构造 函数 
{ 
x 


ba 


ии 


=? 
}; 
bool operator < (const nodel ба) const { 


return x<a.x;// 按 成 员 x 最 大 值 优先 
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} 
}; 
struct поае2{ 
int x,y;// 结 构 体 中 的 成 员 
node2() {} 
node2 (int x,int _y) 
{ 
35 = x; 
y= я 
}; 
bool operator < (const node2 &a) const { 
return x>a.x;// 按 成 员 x 最 小 值 优先 
} 
}; 


// 自 定义 优先 级 3, 结构 体 类 型 
struct node3{ 
int х,у; // 结 构 体 中 的 成 员 
node3() {} 
node3 (int _x,int _y) 
{ 
х = ж 
ри 
}; 
}; 
bool operator <(сопзЕ node3 ва, const node3 &b) // 优 先 级 定义 在 结构 体外 面 
{ 
return a.x<b.x; // 按 成 员 x 最 大 值 优先 
} 


struct поае4{ 
int х,у; // 结 构 体 中 的 成 员 
node4() {} 
поае4 (int _x,int _у) 
{ 
x = x; 
w se ў? 
); 
}; 
bool operator <(сопзЕ node4 ба, const поае4 &5) 
{ 
return a.y>b.y; // 按 成 员 y 最 小 值 优 先 
} 


int а[]={15,7,32,26,97, 48,36,89, 6,49, 67,0}; 
int 6[]={1,2,5,6,9,8,6,9,7,19,27,0}; 


int main () 


{ priority_queue<int>que;// 采 用 默认 优先 级 构造 队列 
// 使 用 C++ 自 带 的 库 函 数 <functional>， 
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priority_queue<int,vector<int>,less<int> >quel;// 最 大 值 优 先 ,注意 “>>” 会 被 
认为 错误 ， 这 是 右 移 运算 符 ， 所 以 这 里 用 空格 号 隔 开 


priority queue<int,vector<int>,greater<int> >аче2; // 最 小 值 优先 


// 自 定义 优先 级 1 
priority queue<int,vector<int>,cmpl>que3; 
priority queue<int,vector<int>, cmp2>que4; 


// 自 定义 优先 级 2 
priority queue<nodel>que5; 
priority queue<node2>que6; 


// 自 定义 优先 级 3 
priority _ queue<node3>que7; 
priority queue<node4>que8; 


int iz 

for (1=О;а[1];1++) 

{//a[i] 为 0 时 停止 ,数组 最 后 一 个 数 为 0 
que.push (а[1]); 
quel.push (а[1]); 
que2.push (а[1]); 
que3.push (а[1]); 
que4.push (а[1]); 

} 

for (1=О;а [1] &&6[1];1++) 

{//a[i] 或 b[i] 为 0 时 停止 ,数组 最 后 一 个 数 为 0 
que5.push (nodel (a[i],b[i])); 
que6.push(node2(a[i],b[i])); 
que7.push(node3(a[il,b[i])); 
que8.push(node4(a[i],b[i])); 

) 


cout<<" 采 用 默认 优先 级 : "<<епа1; 

cout<<"Queue 0:"<<епа1; 

while (!que.empty()){ 
cout<<que.top()<<" "; 
que.pop(); 

} 

cout<<endl; 

cout<<endl; 


cout<<" 采 用 头 文件 \"functionalN" 内 定义 优先 级 : "<<епа1; 
cout<<"Queue 1:"<<епа1; 
while (!quel.empty()){ 
eout<<quel,top()<<" "; 
quel.pop (); 
} 
cout<<endl; 
cout<<"Queue 2:"<<епа1; 
while (!que2.empty()){ 
cout<<que2.top()<<" "; 
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que2.pop () ; 
} 
cout<<endl; 
cout<<end1; 


cout<<" 采 用 自 定义 优先 级 方式 1: "<<епа1; 

cout<<"Queue 3:"<<епа1; 

while (!que3.empty())( 
cout<<que3.top()<<" "; 
que3.pop () ; 

) 

cout<<endl; 

cout<<" Queue 4:"<<епа1; 

while (!que4.empty()){ 
cout<<que4.top()<<" "; 
que4.pop(); 

} 

cout<<endl; 

cout<<end1; 


cout<<" 采 用 自 定义 优先 级 方式 2: "<<епа1; 

cout<<"Queue 5:"<<епа1; 

while (!que5.empty()){ 
cout<<que5.top().x<<" "; 
аце5.рор (); 

} 

cout<<end1; 

cout<<"Queue 6:"<<епа1; 

while (!que6.empty ()){ 
cout<<que6.top().x<<" "; 
que6.pop(() ; 

) 

cout<<endl; 

cout<<end1; 


cout<<" 采 用 自 定义 优先 级 方式 3: "<<end1; 

cout<<"Queue 7:"<<епа1; 

while (!que7.empty()){ 
соиЕ<<апе7. вор () .х<<" "; 
аае7.рор(); 

} 

cout<<end1; 

cout<<"Queue 8:"<<епа1; 

while (!que8.empty ()){ 
ECOAE<<CGE8 top () .у<<" "; 
que8.pop(); 

) 

cout<<end1; 

return 0; 


= 


运行 结果 如 图 C-1 所 示 。 
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图 C-1 优先 队列 运行 结果 
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邻接 表 是 图 的 一 种 最 主要 存储 结构 ， 用 来 描述 图 上 的 每 一 个 点 。 对 图 的 每 个 顶点 建立 一 
个 容器 (n 个 顶点 建立 个 容器 )， 第 i 个 容器 中 的 结 点 包含 顶点 vi 的 所 有 邻接 顶点 。 
例如 ， 有 向 图 如 图 D-1 所 示 ， 其 邻接 表 如 图 D-2 所 示 。 


14 tst у м иехі W next 
EE 
PURSES 





图 D-1 有 向 图 C 图 D-2 邻接 表 
1. 数据 结构 
邻接 表 用 到 两 个 数据 结构 : 


(1) 一 个 是 头 结 点 表 ， 用 一 维 数组 存储 。 包 括 顶 点 和 指向 第 一 个 邻接 点 的 指针 。 

(2) 一 个 是 每 个 顶点 v 的 所 有 邻接 点 构成 一 个 线性 表 ， 用 单 链表 存储 。 无 向 图 称 为 顶点 
vi 的 边 表 ， 有 向 图 称 为 顶点 v; 作 为 弧 尾 的 出 边 表 ， 存 储 的 是 顶点 的 序号 ， 和 指向 下 一 个 边 的 
指针 。 

头 结 点 : 

struct Hnode( // 定 义 顶 点 类 型 


Node *first; // 指 向 第 一 个 邻接 点 
}; 


首先 创建 邻接 表 表 头 ， 初 始 化 每 个 结 点 的 第 一 个 邻接 点 first 为 NULL， 如 图 D-3 


struct Node { // 定 义 表 结 点 
int v; // 以 v 为 弧 头 的 顶点 编号 
int w; // 边 的 权 值 
Node *next; // 指 向 下 一 个 邻接 结 点 
}; 
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表 结 点 如 图 D-4 所 示 。 


PT 





арз 头 结 点 表 图 D-4 RAA 
2. 创建 邻接 表 
刚 开 始 的 时 候 把 顶点 表 初 始 化 ， 指 针 指 向 null。 然 后 邻接 点 的 表 结 点 插入 进来 ， 插 入 到 
first 指向 的 结 点 之 前 。 


(1) 输入 第 一 条 边 的 结 点 和 权 值 w、v、w 分 别 为 1、3、10。 
创建 一 条 边 ， 如 图 D-5 所 示 。 
对 应 的 表 结 点 ， 如 图 D-6 所 示 。 


70 v w next 
图 D-5 有 向 图 中 的 边 图 D-6 表 结 点 


将 表 结 点 链接 到 头 结 点 表 中 ， 如 图 D-7 所 示 。 

(2) 输入 第 二 条 边 的 结 点 和 权 值 u. v. w 分 别 为 1、2、12。 

创建 一 条 边 ， 如 图 D-8 所 示 。 

对 应 的 表 结 点 ， 如 图 D-9 所 示 。 

将 表 结 点 链接 到 头 结 点 表 中 ， 实 际 上 是 插入 到 1 号 顶点 的 邻接 单 链 表 的 表 头 ， 即 first 
指向 的 邻接 点 之 前 ， 如 图 D-10 所 示 。 

注意 : 由 于 后 输入 的 插入 到 了 单 链表 的 前 面 , 因此 输入 顺序 不 同 , 建立 的 单 链表 也 不 同 。 
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图 D-7 邻接 表 创 建 过 程 图 D-8 有 向 图 中 的 边 
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图 D-9 表 结 点 图 D-10 邻接 表 创建 过 程 


3. 输出 邻接 表 


void printg (int n)// 输 出 邻接 表 
{ 
соме =ne 邻接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 
for(int 1=1;1<=0;1++) 
{ 
Node *t=g[i].first; 
соцЕ<<"у"<<1<<"; wam 
while (t!=NULL) 
{ 
| cout<<" ["<<t->y<<" "<<t->w<<"] iis 
t=t->next; 








} 


cout<<end1; 


) 


4. 实战 演练 


//adjlist 
#include <iostream> 
using namespace std; 
const int N=10000; 
struct Node ( // 定 义 表 结 点 
int v; // 以 为 弧 头 的 顶点 编号 
int w; // 边 的 权 值 
Node *next; // 指 向 下 一 个 邻接 结 点 
}; 
struct Hnode{ // 定 义 顶 点 类 型 
Моде *first; // 指 向 第 一 个 邻接 点 
}; 
Нпоае g[N]; 
int п,м,і,ц,у, м; 


void insertedge (Hnode &p,int x,int у) // 插 入 一 条 边 


{ 
Node *q; 
а=пем (Моде); 
а->у=х; 
а->м=у; 
q->next=p. first; 
p.first=q; 

} 


void printg (int n)// 输 出 邻接 表 
{ 


cout<<"---------- 邻接 表 如 下 : ---------- "<<епа1; 


for(int і=1;і<=п;і++) 

{ 
Node *t=g[i].first; 
cout<<"v"<<i<<"; Ws 
while (t!=NULL) 
{ 


соцЕ<<" ["<<->у<<" "<<{Е->м<<"] 


t=t->next; 
) 
cout<<endl; 
} 
} 
int main () 
{ 
cout<<" 请 输入 顶点 数 n 和 边 数 m: "<<end1; 
cin >>n>>m; 
for (1=1; і<=п; i++) 
g[i] .first=NULL; 


, 
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cout<<" 请 依次 输入 每 条 边 的 两 个 顶点 u,v 和 边 的 权 值 w: "<<епа1; 
for (i=0;i<m; i++) 
{ 
Cin>>u>>v>>w; 
insertedge(g[u],v,w); 
/ /无 向 图 时 还 要 插入 一 条 反 向 边 
} 
printg (n) ;// 输 出 邻接 表 


return 0; 





} 
算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 
| ЛЛА п 和 边 数 m: 


а A u, у 和 边 的 权 值 w: 
1 
12 
8 
13 


Qn Q b. D (Q) Q) N = 
> Oy Q) OY S Qn > Ñ (2 
№ 


(3) 输出 


| [6 18] 
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若 某 个 家 族人 员 过 于 庞大 ， 要 判断 两 个 人 是 否 是 亲 威 ， 确 实 很 不 容易 。 给 出 某 个 亲戚 关 
系 图 ， 现 在 任意 给 出 两 个 人 ， 判 断 其 是 否 具有 亲戚 关系 。 规 定 : x 和 y КЖ, y 和 z 是 亲 
Bo Аха НКА. Ш х 和 y ERR ЯА х 的 亲 威 都 是 у 的 亲戚 ，y 的 亲戚 也 都 
是 x 的 亲戚。 

那么 如 何 很 快 判 断 两 个 人 是 否 是 亲戚 呢 ? 

1. HER 

并 查 集 是 一 种 树 型 的 数据 结构 ， 用 于 处 理 一 些 不 相交 集合 (Disjoint Sets) 的 合并 及 查询 
问题 。 主 要 有 以 下 3 种 操作 : 

(1) 初始 化 

把 每 个 点 所 在 集合 初始 化 为 其 自身 。 

(2) 查找 

查找 两 个 元 素 所 在 的 集合 ， 即 找 祖宗 。 注 意 : 查找 时 ， 采 用 递归 的 方法 找 其 祖宗 ， 祖 宗 集 
合 号 等 于 自己 时 即 停止 。 在 回归 时 ， 把 当前 结 点 到 祖宗 路 径 上 的 所 有 结 点 统一 为 祖宗 的 集合 号 。 

(3) 合并 

如 果 两 个 元 素 的 集合 号 不 同 ， 将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 注 意 : 合并 时 只 需要 把 一 个 
元 素 的 祖宗 集合 号 ， 改 为 另 一 个 元 素 的 祖宗 集合 号 。 擒 贼 先 扒 王 ， 只 改 祖宗 即 可 ! 


2. 完美 图 解 

假设 现在 有 7 个 人 ， 通 过 输入 亲戚 关系 图 ， 判 断 两 个 人 是 否 有 亲戚 关系 。 

(1) 初始 化 

把 每 个 人 的 集合 号 初始 化 为 其 自身 编号 ， 如 图 E-1 和 图 E-2 所 示 。 
м #39 
(2) © 


1 2 3 4 5 6 7 © o" OJ 
EEE or е 


图 E-1 集合 号 初始 化 图 E-2 祖宗 关系 图 


(2) 输入 亲戚 关系 2 和 7。 

(3) 查找 

查找 2 所 在 的 集合 号 为 2，7 所 在 的 集合 号 为 7。 

(4) 合并 

两 个 元 素 集 合 号 不 同 , 将 两 个 元 素 合并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
集合 号 ， 因 此 修改 father[7]=2， 如 图 E-3 和 图 E-4 所 示 。 
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图 E-3 集合 号 更 新 图 E-4 祖宗 关系 图 
(5) 输入 亲戚 关系 4 和 5。 
(6) 查找 
查找 4 所 在 的 集合 号 为 4，5 所 在 的 集合 号 为 5。 
(7) 合并 


两 个 元 素 集合 号 不 同 ,将 两 个 元 素 合并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 


集合 号 ， 因 此 修改 father[5]=4， 如 图 Е-5 和 图 E-6 所 示 。 
pe 
1 2 3 Р | f | > 
wi | 20) е S 


图 E-5 集合 号 更 新 图 E-6 祖宗 关系 图 


(8) 输入 亲戚 关系 3 和 7。 

(9) 查找 

查找 3 所 在 的 集合 号 为 3，7 所 在 的 集合 号 为 2。 

(10) 合并 

两 个 元 素 集合 号 不 同 ， 将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
合 号 ， 因 此 修改 father[3]=2， 如 图 E-7 和 图 E-8 所 示 。 





1 2 3 4 S 6 7 oj z о 
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图 E-7 集合 号 更 新 图 E-8 祖宗 关系 图 
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(11) 输入 亲戚 关系 4 和 7。 

(12) 查找 

查找 4 所 在 的 集合 号 为 4，7 所 在 的 集合 号 为 2。 

(13) 合并 

两 个 元 素 集合 号 不 同 , 将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
集合 号 。 因 此 修改 father[4]=2。 擒 贼 先 擒 王 ， 只 改 祖宗 即 可 ! 集合 号 为 4 的 有 两 个 结 点 ， 在 
此 只 需要 修改 这 两 个 结 点 中 的 祖宗 即 可 ， 并 不 需要 把 集合 号 为 4 的 所 有 结 点 都 检索 一 遍 ， 这 
正 是 并 查 集 的 巧妙 之 处 ， 如 图 E-9 和 图 E-10 所 示 。 





1 2 3 4 5 6 у 
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图 E-9 集合 号 更 新 图 E-10 祖宗 关系 图 
(14) 输入 亲戚 关系 3 和 4。 
(15) 查找 
查找 3 所 在 的 集合 号 为 2，4 所 在 的 集合 号 为 2。 
(16) 合并 


两 个 元 素 集合 号 相同 ， 什 么 也 不 做 。 

(17) 输入 亲 威 关系 5 和 7。 

(18) 查找 

查找 5 所 在 的 集合 号 时 ， 注 意 : 因为 5 的 集合 号 不 等 于 5， 因 此， 找 其 父亲 的 集合 号 为 
4, 4 的 父亲 集合 号 是 2，2 的 父亲 的 集合 号 等 于 2， 停 止 。 在 查找 返回 时 ， 把 当前 结 点 到 祖 
宗 路 径 上 的 所 有 结 点 集合 号 统一 为 祖宗 的 集合 号 。 

这 时 ，5 所 在 的 集合 号 更 新 为 祖宗 的 集合 号 2， 如 图 E-11 和 图 E-12 所 示 。 





1 2 3 4 5 6 7 
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图 E-11 集合 号 更 新 图 E-12 祖宗 关系 图 
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7 所 在 的 集合 号 为 2。 

(19) 合并 

两 个 元 素 集 合 号 相同 ， 什 么 也 不 做 。 

(20) 输入 亲戚 关系 5 和 6。 

(21) ER 

查找 5 所 在 的 集合 号 为 2，6 所 在 的 集合 号 为 6。 

(22) 合并 

两 个 元 素 集合 号 不 同 , 将 两 个 元 素 合 并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
合 号 ， 因 此 修改 father[6]=2， 如 图 E-13 和 图 E-14 所 示 。 





1 2 3 4 5 6 7 
man[ [а [8 [e [e [°| 
图 E-13， 集 合 号 更 新 图 E-14 祖宗 关系 图 


(23) 输入 亲戚 关系 2 和 3。 

(24) 查找 

查找 2 所 在 的 集合 号 为 2，3 所 在 的 集合 号 为 2。 

(25) 合并 

两 个 元 素 集合 号 相同 ， 什 么 也 不 做 。 

(26) 输入 亲戚 关系 1 和 2。 

(27) 查找 

查找 1 所 在 的 集合 号 为 1，2 所 在 的 集合 号 为 2。 

两 个 元 素 集 合 号 不 同 , 将 两 个 元 素 合并 为 一 个 集合 。 在 此 约定 把 小 的 集合 号 赋值 给 大 的 
集合 号 ， 因 此 修改 father[2]=1， 如 图 E-15 和 图 E-16 所 示 。 
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图 E-15 集合 号 更 新 图 E-16 祖宗 关系 图 
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假设 到 此 为 止 ， 亲 戚 关系 图 已 经 输入 完毕 。 

我 们 可 以 看 到 3、4、5、6、7 这 些 结 点 集合 号 并 没有 改 为 1， 这样 真 的 可 以 吗 ? 

现在 要 判断 5 和 2 是 不 是 亲戚 关系 : 需要 查找 5 的 父亲 2，2 的 父亲 1，1 的 父亲 是 1， 
搜索 停止 ， 那 么 5 到 其 祖宗 1 这 条 路 径 上 所 有 的 结 点 集合 号 更 新 为 1。2 的 祖宗 是 1, 1 的 祖 
宗 是 1， 搜 索 停止 ， 那 么 2 到 其 祖宗 1 这 条 路 径 上 所 有 的 结 点 集合 号 更 新 为 1。5 和 2 的 集 
合 号 都 为 1， 所 以 5 和 2 是 亲 威 关系 。 
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石子 合并 问题 最 小 得 分 递归 式 : 
= ‚11 
т [= анаар m[k +117 + wG, j) i<j 
s 四 中 表示 取得 最 优 解 Wiz[ 四 的 最 优 策略 位 置 。 
四 边 不 等 式 : 当 函 数 wli, RE wi Л+ щи, < ila wi, Ли < is < jl, # 
w 满足 四 边 形 不 等 式 。 如 图 F-1 和 图 F-2 所 示 。 


wiry] 





wliy] 
У] 
图 F-1 四边 不 等 式 坐 标 表 示 图 F-2 ”四 边 不 等 式 区 间 表 示 


四 边 不 等 式 的 坐标 表示 中 ，4+C 乏 8+DD。 

四 边 不 等 式 的 区 间 表 示 中 ， wi, j] + мі, < Ш, J] + wii j] ° 

区 间 包 含 关系 单调 : KAX wi JE wio ЛЬ /].i<i'< ;< 让 时 称 w 关于 区 
间 包 含 关 系 单调 。 

下 面 只 需要 证 明 3 个 问题 : 

(1) "р 思 满 足 四 边 不 等 式 。 

(2) mm[， 刀 也 满足 四 边 不 等 式 。 

G) sli, ЛАЖ. 

证 明 1: w[， 刀 满足 四 边 不 等 式 。 

在 石子 归并 问题 中 , 因为 м, j= Хай, ЭРЫ мі, + wlis =, j] + м, 77 MU wii, 


丰满 足 四 边 形 不 等 式 ， 同 时 由 a[]220, У [р ЛЯ АМ, 

证 明 2: т[2, 中 满足 四 边 不 等 式 。 

对 于 满足 四 边 形 不 等 式 的 单调 函数 w[i, 罗 ， 可 推 知 由 递归 式 定义 的 函数 mi 用 也 满足 
四 边 形 不 等 式 ， 即 ті, ;] + т, ;'] ті ;] + m[i, j| iSi Sjj’ 

数学 归纳 法 证 明 : 
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对 四 边 形 不 等 式 中 “长 度 ”1=j'-i 进行 归纳 : 
34 i Ў =, 不 等 式 显然 成 立 。 由 此 可 知 ， 当 11 8, ВА m[i, 用 满足 四 边 不 等 式 。 
下 面 分 两 种 情形 。 
情形 1: = 
在 这 种 情形 下 ， 四 边 形 不 等 式 简 化 为 反 三 角 不 等 式 : ть jmp ть ;]- 
设 友 min{plmD， 门 =m[i，P]+Hm[p+l， 门 +w[i， 门 }， 再 分 两 种 情形 kSj sk keje FH PÍ 
论 АЗИЯ, ©. 
kSj: 
ть j] + m[ J, j'| wli, j] + m[i,k] + m[k + 1, j] + m[ J, 7] 
< wi, j'] + т, + m[k + 1, Дату, 77 
< м, j'] + m[i,k] + m[k + 1, j'] 
=m{i,j'] 
情形 2: i<r<j<j;' 
设 у= тіп (p | т[Г, Лет, р]+т[р+1, Ле, Л} 
z= min {p |m[i, j/']|=m[i, pltmlp+l, 7]+wli, Л} 
仍 需 再 分 两 种 情形 讨论 ， 即 су E >>y。 下 面 只 讨论 z<y 的 情况 ，z>y 同 理 。 
由 i<<y=<;, Ж: 
m[;, j] + m[;', j']S w[i, j] + m[i,z] + m[z+1, j] + wli', j'| + m[i', y] + m[y+1, 77] 
< li, j'] + w|i', J] + m[i', y] + m[i, z] + m[z+1, j] + m[ y +1, 71 
< Wi, j'] + wi, j] + m[i', y] + m[i,z] + m[z+1, 71+ т[у+1, j] 
=ml|i, j'] + m[:', Л] 
综 上 所 述 ，ml[i, 中 满足 四 边 形 不 等 式 。 
证 明 3: sli, ЛАЗЕ. 
© sli; Л= min (k | т =m[i, K+tmlk+l, jļ+w[i; Л} 
由 函数 m[i, 满足 四 边 形 不 等 式 可 以 推出 函数 s[i, ЛЕНА, BD, 
sli sli, +1]<s[itl, j+1] > іу 
当 j=j 时 ， 单 调 性 显然 成 立 。 因 此 下 面 只 讨论 i< 的 情形 。 由 于 对 称 性 ， 只 要 证 明 s[i, 
Л=ЗЯ ;+1]- 
ть Л=т[ь Юте, ЛеЬ Ло WE s[;, ЛЭЯЬ j+1]， 只 要 证 明 对 于 所 有 i<k 
<k' <; H ть Л=ті, Л, Ч melis -+И<тИь НИМ. 
事实 上， 我 们 可 以 证 明 一 个 更 强 的 不 等 式 
mili, Л-те Л=ті j+1] mk[i; j+1] 


也 就 是 : 
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ть Лт Ь j+1]S mi, ;+1]m Áe [i, j] 
利用 递归 式 将 其 展开 整理 可 得 : mk, Лт, рт, Лт, ;+1], ZEE K< 
k'<j<j+1 时 的 四 边 形 不 等 式 。 
综 上 所 述 ， 当 w 满足 四 边 形 不 等 式 时 ， 函 数 [р 四 具有 单调 性 。 
于 是 ， 我 们 利用 s[i, 刀 的 单调 性 ， 得 到 优化 的 状态 转移 方程 为 : 
АР. 2: 
m= i min q ИН mk + Л н), i<j 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 ， 对 于 最 大 得 分 问题 ， 也 可 采用 同样 的 优化 方法 。 
改进 后 的 状态 转移 方程 所 需 的 计算 时 间 为 : 
$ У (1+ [2+ ъл) 


= o иены ый - D) 
=0(") 
上 述 方法 利用 四 边 形 不 等 式 推 出 最 优 决策 的 单调 性 ， 从 而 减少 每 个 状态 转移 的 状态 数 ， 
降低 算法 的 时 间 复 杂 度 。 


上 述 方法 是 具有 普遍 性 的 。 状 态 转移 方程 与 上 述 递 归 式 类 似 ， 且 wli, 四 满足 四 边 形 不 等 
式 的 动态 规划 问题 ， 都 可 以 采用 相同 的 优化 方法 ， 如 最 优 二 又 排序 树 等 。 
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例如 3 个 机 器 零件 的 解 空 间 树 ， 如 图 G-1 所 示 。 


3 个 结 点 
3*2 个 结 点 


3*241 个 结 点 





从 根 到 叶子 的 路 径 就 是 机 器 零件 的 一 个 加 工 顺序 ， 例 如 最 右 侧 路 径 (3，1，2)， 表 示 先 
加 工 3 号 零件 ， 再 加 工 1 号 零件 ， 最 后 加 工 2 号 零件 。 

那么 我 们 如 何 得 到 这 n 个 机 器 零件 号 的 排列 昵 ? 

(1) 1 与 1 交换， R (2, 3, = n) 的 排列 。 

(2) 2 与 1 交换 ， 求 (1，3，…，7) 的 排列 。 

(3) 3 与 1 交换 , 求 (2，1，…，n) 的 排列 。 

(n) 7 与 1 交换 ， 求 (2，3，…，1) 的 排列 。 

这 样 每 个 数 开头 一 次 ， 递 归 求 解 剩 下 序列 的 排列 ， 即 可 得 到 个 数 的 全 排列 。 

我 们 可 以 很 容易 得 到 3 个 数 的 排列 : 

(121513828, Ж (2, 3) 的 排列 。 

(2, 3) 的 排列 是 (2，3) 和 (3, 2), 4] 1 开头 的 排列 : 123, 132. 

(2) 251344, Ж (1, 3) 的 排列 。 

(1, 3) 的 排列 是 (1，3) 和 G, 1), 3] 2 开头 的 排列 : 213, 231. 

(3) 3 与 1 交换 ， 求 (2，1) 的 排列 。 

(2, 1) 的 排列 是 (2，1) 和 (1，2)， 得 到 3 开头 的 排列 :: 321, 312. 

可 以 看 出 每 个 数 与 第 一 个 数 的 交换 都 是 在 序列 1 2 3 的 基础 上 操作 的 ， 因 此 执行 完 交 换 
后 要 复位 成 123， 以 便 下 次 在 序列 1 2 3 的 基础 上 继续 操作 。 

那么 程序 具体 怎么 实现 呢 ? 

首先 初始 化 ，x[=i， 即 x[1]=1，x[2]=2，x[3]=3， 如 图 G-2 所 示 。 

(1) FA (1): for(int i=t:i<=n;i++)， 如 图 G-3 所 示 。 

因为 for 语句 , 我们 首先 执行 ==, 其 他 分 支 先 悬 空 等 待 。 然 后 交换 元 素 swap(x[t], x[;]); 
因为 =1, il, НАТ x[1] 与 x[1] 交 换 ， 交 换 完毕 ，x[1]=1， 生 成 一 个 新 结 点 BB， 如 图 G-4 
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和 图 G-5 所 示 。 
HI 
ЖИ 2] xB] FL = i3 
图 G-2 初始 化 图 G-3 扩展 A 


(2) 扩展 B (#=2): for(int i=t;i<=n;i++)， 如 图 G-6 所 示 。 


я я 





图 G-4 x[1] 与 x[1] 交 换 图 G-5 生成 B 图 G-6 扩展 B 


首先 执行 六 二 2， 其 他 分 支 先 悬空 等 待 。 然 后 交换 元 素 swap(x[/], xi, М2, 12, 
相当 于 x[2] 与 x[2] 交 换 ， 交 换 完 毕 ，x[2]=2， 生 成 一 个 新 结 点 C， 如 图 G-7 和 图 G-8 所 示 。 


Ñ 
x[1] x{2] х[3] 





图 G-7 x[2] 与 x[2] 交 换 图 G-8 生成 C 


(3) 扩展 C (#=3): for(int i=t;<=n;i++) 

首先 执行 i=r=3, МУ п=3, for 语句 无 其 他 的 分 支 。 然 后 交换 元 素 swap(x[t], xli). ËI 
为 3, 13, WAF x[3] 与 x[3] 交 换 ， 交 换 完毕 ，x[3]=3， 生 成 一 个 新 结 点 D， 如 图 G-9 和 
图 G-10 所 示 。 

(4) 扩展 D (24): zn， 输出 当前 排列 x[1]=1，x[2]=2，x[3]=3。 即 (1，2，3)。 

回溯 到 最 近 的 结 点 C， 回 溯 时 怎么 来 的 怎么 换 回 去 。 

因为 从 C—D, 执行 了 xf[3] 与 x[3] 交 换 ， 现 在 需要 换 回 去 ， 再 次 执行 交换 swap(x[3]，x[3])， 
如 图 G-11 所 示 。 
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i=3 


内 
x[1] 22] x[3] 





Ф 
| 


G-9 x[3] 与 x[3] 交 换 图 G-10 -生成 DD 


C 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 。 继 续 向 上 回溯 到 В. 

因为 从 B 一 C, 执行 了 x[2] 与 x[2] 交 换 , 现在 需要 换 回去 , 再 次 执行 交换 swap(x[2], х[2]), 
如 图 G-12 所 示 。 

回溯 到 В 的 排列 树 ， 如 图 G-13 所 示 。 





A й 
ХИ x[2] x[3] х 92 x[3] 
图 G-11 x[3]5 x[3] 6-12 x[2]5 x[2]% 3 图 G-13 ЕЈ В | 


为 什么 可 以 回溯 呢 ? 因为 我 们 刚才 执行 时 ，for 语句 的 其 他 分 支 在 悬空 等 待 状态 ， 当 深度 搜 
索 到 叶子 时 ， 将 回溯 回来 执行 这 些 悬 空 等 待 的 分 支 。B 结 点 还 有 一 个 悬空 的 分 支 3) 待 生 成 ， 
重新 扩展 B。 注 意 : 回溯 重新 扩展 时 ， 不 再 重新 执行 for 语句 ， 只 执行 待 生成 的 悬空 分 支 。 

(5) ЕЯ ЛЕ ВАН (2). | 

六 3， 然 后 交换 元 素 swap(x[t/], xli, 9 二 2、 关 3， 相 当 于 x[2] 与 x[3] 交 换 ， 交 换 完毕 ， 
x[2]=3，x[3]=2， 生 成 一 个 新 结 点 E， 如 图 G-14 和 图 G-15 所 示 。 

(6) УЖЕ (13): for(int i=t;i<=n;i++)。 

首先 执行 i=t=3, AX п=3, for 语句 无 其 他 的 分 支 。 然 后 交换 元 素 swap(x[4], x[i) A 
为 3, i=3, 相当 于 x[3] 与 x[3] 交 换 ，, 因为 在 第 (6) 步 的 交换 中 x[3]=2, 因此 交换 后 ; x[3]=2， 


生成 一 个 新 结 点 FE。 如 图 G-16 和 图 G-17 所 示 。 


и” x 
x[1] x[2] x[3] 


G-14 x[2] 与 x[3] 交 换 


я 
ЖИ 22] x[3] 
3 












图 G-16 х[3]5 x[3] 交 换 
(7) 扩展 F 4). 
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图 G-15 生成 E 





G-17 生成 F 


zn， 输出 当前 排列 x[1]=1，x[2]=3,，x[3]=2， 即 (1，3，2)。 
(8) 回溯 到 最 近 的 结 点 卫 ， 回 溯 时 怎么 来 的 怎么 换 回去 。 
ЛМ Е-Е, 执行 了 x[3] 与 x[3] 交 换 , 现在 需要 换 回 去 , 再 次 执行 交换 swap(x[3], х[3]), 


如 图 G-18 所 示 。 


此 时 x[3]=2。 卫 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 。 继 续 向 上 回溯 到 B。 
因为 从 B 一 E, 执行 了 x[2] 与 x[3] 交 换 , 现在 需要 换 回 去 , 再 次 执行 交换 swap(x[2], x[3])， 


如 图 G-19 所 示 。 


й 
хм х2] х3] 


3 


G-18 x[3]5 x[3] 交 换 


№ 
x[l] x[2] x[3] 


图 G-19 x[2] 与 x[3] 交 换 
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此 时 х[2]=2, х[3]=3. В 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 ， 继 续 向 上 回 
МА. 

因为 从 А-В, 执行 了 x[1] 与 x[1] 交 换 , 现在 需要 换 回去 , 再 次 执行 交换 swap(x[1], х[1]), 
如 图 G-20 所 示 。 

此 时 x[1]=1，x[2]=2，x[3]=3。 人 恢复 到 初始 状态 ， 如 图 G-21 所 示 。 


= 





#2 


я 
х1] х2] x{3] 





图 G-20 x[1] 与 x[1] 交 换 图 G-21 回溯 到 A 


A 结 点 还 有 下 一 个 悬空 的 分 支 〈 关 2) FER. 

(9) 重新 扩展 A 结 点 (三 1)。 

六 2， 然 后 交换 元 素 swap(x[t/], x[i]), AA A1 i=2, ЖУ x[1] 与 x[2] 交 换 ， 交 换 完毕 ， 
x[1]=2，x[2]=1， 生 成 一 个 新 结 点 G， 如 图 G-22 和 图 G-23 所 示 。 


= 


и 
x[1] 342] 213] 
3 





6-22 x[1] 与 x[2] 交 换 G-23 生成 G 


(10) FÈ G (2): for(int i=t;i<=n;i++)， 如 图 G-24 所 示 。 

首先 执行 关 二 2， 其 他 分 支 先 悬空 等 待 。 然 后 交换 元 素 swap(x[t], x[i) AA 1=2. 22, 
相当 于 x[2] 与 x[2] 交 换 ， 因 为 在 第 (9) 步 的 交换 中 x[2]=1， 因 此 交换 后 ，x[2]=T， 生 成 一 个 
新 结 点 HH， 如 图 G-25 和 图 G-26 所 示 。 
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A 
Хх x[2] x[3] 


图 G-24 扩展 G 6-25 x[2] 与 x[2] 交 换 








图 G-26 生成 H 
(11) 扩展 H (#=3): for(int i=t;i<=n;i+-+), 
首先 执行 ==3, 因为 n=3, for 语句 无 其 他 的 分 支 。 然 后 交换 元 素 swap(x[#], х[1), 因为 上 3、 
六 3， 相 当 于 x[3j 与 x[3] 交 换 ， 交 换 后 ，x[3]=3， 生 成 新 结 点 I， 如 图 G-27 和 图 G-28 所 示 。 


А 
x[1] х2] х3] 
2 





В 0-27 х[3]5 x[3] 交 换 图 G-28 生成 I 
(12) 扩展 I (4). 
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Рт, УНЕ) x[1]=2，x[2]=1，x[3]=3， 即 (2, 1, 3). 

(13) волн Н, ЕНА ЖАО А 3825. 

因为 从 Н-Т, 执行 了 x[3] 与 x[3] 交 换 , 现在 需要 换 回 去 , 再 次 执行 交换 swap(x[3], х[3]), 
如 图 G-29 所 示 。 

也 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 。 继 续 向 上 回溯 到 С. 

因为 从 а-н, 执行 了 x[2] 与 x[2] 交 换 , 现在 需要 换 回 去 , 再 次 执行 交换 swap(x[2], x[2])， 
如 图 G-30 和 图 G-31 所 示 。 





Я Я 3 
x[l] x[2] x[3] хі 22] x[3] e 
Э 
2 gp : ; 





G-29 xf[3] 与 x[3] 交 换 图 G-30 x[2j 与 x[2] 交 换 图 G-31 回溯 到 G 


G 结 点 还 有 一 个 悬空 的 分 支 3) 待 生成 ， 重 新 扩展 G. 

(14) 重新 扩展 (2). 

六 3， 然 后 交换 元 素 swap(x[t], xli. AA 2, #53, ЯН: x[2]5 х[3] 5, ЗЕ, 
x[2]=3，x[3]=1， 生 成 一 个 新 结 点 J， 如 图 G-32 和 图 G-33 所 示 。 





Ea К 
| 





图 G-32 x[2] 与 x[3] 交 换 图 G-33 ”生成 J 


(15) 扩展 J (#=3): for(int i=t;i<=n;i++) 
我 们 首先 执行 二 六 3， 因 为 п=3, for 语句 无 其 他 的 分 支 。 然 后 交换 元 素 swap(x[/], xli) 
因为 3、 二 3， 相 当 于 x[3] 与 x[3] 交 换 ， 因 为 在 第 (14) 步 的 交换 中 x[3]=1， 因 此 交换 后 ， 
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x[3]=1， 生 成 新 结 点 K， 如 图 G-32 和 图 G-33 所 示 。 


я 
x[1] xD2] x[3] 


G-34 x[3] 与 x[3] 交 换 G-35 ЕК 








(16) 扩展 K (#=4). 

zn， 输出 当前 排列 x[1]=2，x[2]=3，x[3]=1， 即 (2，3，1)。 

(17) 回溯 到 最 近 的 结 点 J， 回溯 时 怎么 来 的 怎么 换 回 去 。 

因为 从 J 一 K, 执行 了 x[3] 与 x[3] 交 换 , 现在 需要 换 回去 , 再 次 执行 交换 swap(x[3], х[3]), 
如 图 G-36 所 示 。 

J 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 。 继 续 向 上 回溯 到 G. 

因为 从 G—J, 执行 了 x[2] 与 x[3] 交 换 , 现在 需要 换 回去 , 再 次 执行 交换 swap(x[2], х 3], 
如 图 G-37 所 示 。 


a 
sl 3] ab] 


я 
ЖИ х0] 431. 
F yA | 2 





0-36 x[3] 与 x[3] 交 换 6-37 x[2] 与 x[3] 交 换 


G 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 。 继 续 向 上 回溯 到 А. 

因为 A 一 G， 执行 了 x[1] 与 x[2] 交 换 ， 现 在 需要 换 回 去 ， 再 次 执行 交换 swap(x[1], х[2]), 
如 图 G-38 所 示 。 

此 时 x[1]=1，x[2]=2，x[3]=3。 恢 复 到 初始 状态 。A 结 点 还 有 下 个 悬空 的 分 支 (3) ff 
生成 ， 如 图 G-39 所 示 。 

(18) НЯ ЛЕ АА 1). 

3， 然后 交换 元 素 swap(x[t], x[i) У 1. 23, WAF x[1] 与 x[3] 交 换 ， 交 换 完 毕 ， 
x[1]=3，x[3]=1， 生 成 一 个 新 结 点 L， 如 图 G-40 和 图 G-41 所 示 。 

(19) FEL (#=2): for(int i=t;i<=n;i++) WB G-42 所 示 。 
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к N 
х[1] 22] “x[3J 

| 3 

图 G-38 x[1] 与 x[2] 交 换 图 G-39 回溯 到 A 
tl 
E3 
=2 

г е 

x[1] x[2] [3] 






2 





G-40 x[1] 与 x[3] 交 换 图 G-41 生成 L 





G-42 扩展 L 


首先 执行 二 六 2， 其 他 分 支 先 悬空 等 待 。 然 后 交换 元 素 swap(x[4]，x[])， 因 为 2, i=2, 
相当 于 x[2] 与 x[2] 交 换 ， 交 换 后 ，x[2]=2， 生 成 一 个 新 结 点 M， 如 图 G-43 和 图 G-44 所 示 。 

(20) 扩展 M (3): for(int i=t;i<=n;i++), 

首先 执行 3, Е п=3, for 语句 无 其 他 的 分 支 。 然 后 交换 元 素 swap(x[/], xA). A 
3, #3, 相当 于 x[3] 与 x[3] 交 换 , 因为 在 第 (19) 步 的 交换 中 x[3]=1, 因此 交换 后 ,xz[3]=1， 
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生成 一 个 新 结 点 N， 如 图 G-45 和 图 G-46 所 示 。 








ун 
xl #2] xÜ] 
Н 0-43 x[2] 与 x[2] 交 换 图 G-44 生成 M 
tl A 
я 
x[1] 22] 2х3] 
| 

G-45 x[3] 与 x[3] 交 换 G-46 生成 N 


(21) 扩展 N (=. 

En， 输 出 当前 排列 x[1]=3，x[2]=2，x[3]=1， 即 (3, 2, 1). 

(22) 回溯 到 最 近 的 结 点 M. 

回溯 时 怎么 来 的 怎么 换 回 去 ， 因 为 从 M—N, 执行 了 x[3] 与 x[3] 交 换 , 现在 需要 换 回去 ， 
再 次 执行 交换 swap(x[3]，x[3])， 如 图 G-47 所 示 。 

M 没有 甚 空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 。 继 续 向 上 回溯 到 工 。 

因为 从 L 一 M, 执行 了 x[2] 与 x[2] 交 换 , 现在 需要 换 回去 , 再 次 执行 交换 swap(x[2], x[2])， 
如 图 G-48 所 示 。 

继续 向 上 回溯 到 LL, L 结 点 还 有 一 个 悬空 的 分 支 (3) 待 生 成 ， 重新 扩展 L， 如 图 G-49 
所 示 。 
(23) 重新 扩展 L (=2): 六 3， 然 后 交换 元 素 swap(x[t]，x[i])。 
B =2, 23, НАТ x[2] 与 x[3] 交 换 ， 因 为 在 第 (22) 步 的 交换 中 x[1]=3， 因 此 交换 
后 ，x[3]=1， 交 换 完毕 ，x[2]=1，x[3]=2， 生 成 一 个 新 结 点 O0， 如 图 G-50 和 图 G-51 所 示 。 
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内 
ЖИ xD] А < 2х2] х3] 
Е 0-47 x[3] 与 x[3] 交 换 图 G-48 x[2] 与 x[2] 交 换 图 G-49 回溯 到 工 
= 
e2 

K S t=3 
l] x 3 
х1] 22] al3] E 
3 

图 G-50 х[2]5 x[3] 交 换 图 G-51 生成 0 


(24) 扩展 (13): for(int i=t;i<=n;i++); 

首先 执行 ==3, AJI п=3, for 语句 无 其 他 的 分 支 。 然 后 交换 元 素 swap(x[/], x[i) A 
为 Е3, #3, 相当 于 x[3] 与 x[3] 交 换 , 因为 在 第 (23) 步 的 交换 中 x[3]=2, 因此 交换 后 , x[3]=2， 
生成 一 个 新 结 点 P， 如 图 G-52 和 图 G-53 所 示 。 


я 
х 22] 23] 
3 





图 G-52 x[3] 与 x[3] 交 换 图 G-53 生成 P 
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(25) 扩展 P (4). 

zn， 输 出 当前 排列 x[1]=3，x[2]=1，x[3]=2， 即 (3, 1, 2). 

(26) 回溯 到 最 近 的 结 点 О. 

回溯 时 怎么 来 的 怎么 换 回去 ， 因 为 从 0 一 P， 执 行 了 x[3] 与 x[3] 交 换 ， 现 在 需要 换 回去 ， 
再 次 执行 交换 ѕуар(х[3], х[3]), #1 С-54 所 示 。 

O 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 。 继 续 向 上 回溯 到 工 ， 因 为 从 工 一 0， 
执行 了 x[2] 与 x[3] 交 换 ， 现 在 需要 换 回 去 ， 再 次 执行 交换 swap(x[2]，x[3])。 如 图 G-55 所 示 。 

此 时 x[1]=3，x[2]=2，x[3]=1。 工 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 生成 ， 成 为 死结 点 。 继 续 
向 上 回潮 到 A, 我 们 从 A 一 L,x[1] 与 x[3] 交 换 ,现在 需要 换 回 去 ,再 次 执行 交换 操作 swap(x[1]， 
x[3])， 如 图 G-56 所 示 。 





С © N 
ЖИ xD] x[3] ЖИ х2] |3] с Е x] 
€E Са mm 
图 G-54 x[3] 与 x[3] 交 换 图 6-55 x[2] 与 x[3] 交 换 图 6-56 x[1] 与 x[3] 交 换 


此 时 x[1]=1，x[2]=2，x[3]=3。 恢 复 到 初始 状态 。A 结 点 没有 悬空 的 分 支 ， 孩 子 已 全 部 
生成 ， 成 为 死结 点 ， 所 有 的 结 点 已 成 为 死结 点 ， 算 法 结束 。 
程序 代码 如 下 : 


//program G-1 

#include <iostream> 
#define Mx 50 

using namespace std; 

int x[MX]; // 解 分 量 


int п; 


void myarray (int t) 
{ 
if (t>n) 
{ 
for(int i=1;i<=n;i++) // 输出 排列 
бое" Ry 
cout<<end1; 
return ; 
) 
for(int i=t;i<=n;i++) // ЖЖ 
{ 
| 
змар (x[t],x[i]); // 交换 
пуаггау (6+1); // 继续 深 搜 
swap (х[6],х[1]); // 回溯 时 反 操 作 
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{ 





} 


int main() 


cout << "输入 排列 的 元 素 个 数 n GR 1..n 的 排列 ) : " << endl; 
cin>>n; 
for(int i=l;i<=n;i++) // 初 始 化 

x[i]=i; 


myarray(1); 


return 0; 


算法 实现 和 测试 
(1) 运行 环境 
Code::Blocks 
(2) 输入 


3 





Q о N N P P> 


2 


н N (Q) F Q 


3 


N P F Q N 


输入 排列 的 元 素 个 数 n GR 1..n 的 排列 ) : 


(3) 输出 
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有 nn 个 机 器 零件 的 集合 记 为 S={7， 克 ，…，. 岂 ， 设 最 优 加 工 方案 第 一 个 加 工 的 零件 为 
i 当 第 一 台 机 器 加 工 零件 ;时 ， 第 二 台 机 器 需要 上 时 间 空 闲 下 来 。 该 加 工 方案 第 一 个 零件 开 
始 在 第 一 台 机 器 上 加 工 到 最 后 一 个 零件 在 第 二 台 机 器 上 结束 所 需要 的 总 时 间 为 7 (5, г), йд 
图 H-1 所 示 。 上 有 两 种 情况 ， 可 能 比 不 小， 也 可 能 比 丰 大 。 

接 下 来 ， 当 第 一 台 机 器 加 工 余下 集合 S- 全 的 零件 时 ， 第 二 人 台 机 器 需要 r 时间 空 闲 下 来 ， 
如 图 H-2 所 示 。 


第 一 台 机 器 M: Ej 


l t J 
第 二 台 机 器 M2: { t 


图 H-1 加 工 零 件 i 时 M; 需 要 1 时 间 空 闲 H-2 加 工 余下 零件 时 М, 需要 :时 间 空 闲 





这 个 空闲 时 间 tF toi (第 一 种 情况 )， 或 者 等 于 ния (第 二 种 情况 )。 


ly ә ОРЕ, 

+->, 
Вр: 

t'=t, +maxt{t—t,,0} 
那么 总 的 加 工时 间 为 : 


T(S,t)=t; +T(S – {i},t') 
=t; +T(S – (ü,t,, +maxí(t—t,,,0)) 
因为 不 知道 第 一 个 加 工 的 零件 ;是 多 少 ， 因 此 可 以 是 S 中 的 任何 一 个 零件 编号 ， 那 么 
最 优 解 〈 最 少 的 加 工时 间 ) 递归 式 为 : 
T(S,t) = тіп, +Т(5 – (yt, + тах —1,,0})} 


集合 S 有 n! 种 加 工 顺序 ， 但 对 于 其 中 的 两 个 零件 编号 i、j 来 说 ， 只 有 两 种 方案 : 
a) 先 加 工 i， 再 加 工 j。 
(2) Г, SWI i, 
这 两 种 方案 哪 种 是 最 优 的 呢 ? 
通过 下 面 推导 可 以 比较 分 析出 来 。 
方案 1 СЕЛ: 
T(S,t)=t; +T(S -&@},6, + max {t —t,,,0)) 
=t; +4, +T(S- (i, Jy,t,, +max{t'—t;,0}) 
t' =t, +max{t— t; 0} 
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T(S,t)=t; +Т($ — {i},t,; +max{t—t,,0}) 
=l +4, +Т(5 – (ü, jy,t,, + тах {6 + тах{1-1,,0}-1,,0}) 
整理 后 面 一 项 ， 令 其 为 1,: 
t; =b;+max{t; + тах {7 – 0,0—4,0} 
=t; +t, —4, + тах {тах {t – 4,0,4, — tx} 
=h; +b; 一 机 十 maX 攻 一 在 0, 有 一 万 
=h; +t,, +max{t-t; -hj —hj ti) 

ЖЕ. 第 1 步 到 第 2 步 ，max BERRADA -h max 外 面 的 减 4 -h AAF 
tih). Ж2 步 到 第 3 步 ， 两 者 求 最 大 值 后 ， 再 与 第 三 个 数 求 最 大 值 ， 相 当 于 三 者 求 最 大 
值 。 第 3 步 到 第 4 步 ，max 里 面 的 三 项 都 减 4,，max 外 面 的 加 #,。 

方案 1 的 加 工时 间 为 : 

T(S,t)=t; +1, +T(S-{i,j},t;) 
=a 

ВЖЕ AJA i): 

把 方案 1 的 加 工时 间 公 式 г. у 交换 即 可 得 到 。 

方案 2 的 加 工时 间 为 : 

Т($,1) =1, +t; +T(S – (1, /},2,) 

=, + + mt hh 

可 以 看 出 ， 方 案 1 和 方案 2 РСЕ Е, ЖЕ, 中 的 max 最 后 两 项 。 
如 果 方 案 1 和 方案 2 优 ， 则 : 

тах {1 ,,-1,) < max{-t,—t,;} 
两 边 同 时 乘 以 -1; 

min {f ta} Z min 全 大) 

因此 ， 方 案 1 和 方案 2 优 的 充分 必要 条 件 是 : 


min {й jst} Z min(t,,,t, 1 


„1 


关键 边 的 次 数 





附录 | 增 广 路 中 称 为 关键 边 的 次 数 | 583 


在 残余 网 络 中 ， 如 果 一 条 增 广 路 径 上 的 可 增 广 量 是 该 路 径 上 边 (u，v) 的 残余 容量 ， 则 
МД (и, v) 为 增 广 路 径 上 的 关键 边 。 

如 图 I-1 所 示 ， 一 条 可 增 广 路 径 P: 1 一 2 一 4 一 6， 这 条 增 广 路 径 的 可 增 广 量 为 8( 增 广 路 
径 上 所 有 边 的 残余 容量 最 小 值 )，2 一 4 这 条 边 的 残余 容量 正好 是 可 增 广 量 ， 那 么 2 一 4 就 是 
关键 边 。 

沿 着 增 广 路 径 P 了 增加 流量 8 后 ， 残 余 网 络 如 图 I-2 所 示 。 





图 I-1 残余 网 络 G 图 I-2 残余 网 络 G' Е) 


增 流 后 ， 关 键 边 从 残余 网 络 中 消失 ! 其 反 向 边 〈4，2) 出 现 。 

而 且 任何 一 条 增 广 路 径 都 至 少 存在 一 条 关键 边 。 其 实 增 广 路 径 上 残余 容量 最 小 的 边 就 是 
关键 边 ， 如 果 有 多 个 边 都 是 最 小 的 ， 那 关键 边 就 有 多 个 ， 如 图 I-1 所 示 ， 如 果 边 4 一 6 的 残余 
容量 也 是 8， 那 么 就 有 两 条 关键 边 。 

МЕНЯ: 残余 网 络 中 ， 每 条 边 称 为 关键 边 的 次 数 最 多 为 |V/2 次 。 

残余 网 络 中 ,任意 一 条 边 (u，v)， 当 第 一 次 成 为 关键 边 时 ，s 到 v 的 最 短路 径 等 于 s 到 


и 的 最 短路 径 加 1， 因 为 增 广 路 径 都 是 最 短路 径 。 即 : 
9(5,у)=0(5, и) +1 

如 图 I-3 所 示 。 @ @ 

沿 着 该 增 广 路 径 增 流 后 ， 关 键 边 u, v) MR 一 5 
余 网 络 中 消失 。 其 反 向 边 Cv, u) 出 现 。 Ф 

ВА, 10 (и, у) 消失 后 还 会 不 会 再 出 现 呢 ? 
什么 时 候 会 “重出 江湖 ”? 

残余 网 络 中 的 边 有 3 种 情况 : 

(1) 有 的 边 永 远 不 能 成 为 关键 边 。 例 如 图 1-1 中 的 1 一 2，3 一 2 等 边 。 因 为 找到 3 条 增 广 
路 径 后 达到 最 大 流 ，1 一 2 一 4 一 6，1 一 3 一 5 一 6，1 一 3 一 5 一 4 一 6。 

(2) 有 的 边 只 能 成 为 一 次 关键 边 。 增 流 后 就 消失 了 ， 而 且 永 不 再 出 现 ， 例 如 图 I-1 中 的 
2—4 10. 

(3) 有 的 边 可 以 多 次 成 为 关键 边 。 第 一 次 成 为 关键 边 , 增 流 后 消失 , 但 过 一 段 又 出 现 了 ， 


1-3 增 广 路 径 Pl 
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再 次 成 为 关键 边 ， 如 图 1-4 和 图 I-5 所 示 。 





1-4 (и, v) 第 一 次 成 为 关键 边 图 I-5 жй (и, у) 消失 


什么 时 候 边 (uw，v) 会 再 次 出 现 呢 ? 

如 果 又 找到 了 一 条 增 广 路 径 P:， 如 图 1-6 所 示 。 

此 时 ，s 到 и 的 最 短路 径 等 于 s 到 vw 的 最 短路 径 加 1， 即 : 
O'(s,u)=0'"(s,v)+1 

那么 沿 增 广 路 径 P, 增 流 后 ，(u，v) 会 再 次 出 现 ， 如 图 I-7 所 示 。 


-n a ---_. 


图 I-6 增 广 路 径 P; # 1-7 М) (и, v) 再 次 出 现 


因为 下 一 次 找到 的 最 短路 径 大 于 等 于 前 一 次 找到 的 最 短路 径 ， 即 : 
ó '(s,v) > ó(s,v) 
因此 ， 
ô'(s,u)=8'(s,v)+1 > ó(s,v)+1 
又 因为 6(s,v)=6(s,u)+1， 所 以 ， 
6'(5,и) = ó(s,u)+ 2 
ЕЯ, (и, у) 下 一 次 成 为 关键 边 时 ， 从 源 点 到 u 的 距离 至 少 增加 了 两 个 单位 ， 而 
从 源 点 s 21] u 的 最 初 距 离 至 少 为 0， 从 到 и 的 最 短路 径 上 的 中 间 结 点 中 不 可 能 包括 结 点 s. 
u、t。 因 此 ， 一 直到 成 为 不 可 到 达 的 结 点 前 ， 其 距离 最 多 为 |W-2， 因 为 每 次 成 为 关键 边 ， 
距离 至 少 增加 两 个 单位 ， 那 么 (u，v) 第 一 次 成 为 关键 边 后 ， 还 可 以 至 多 成 为 关键 边 
(И-2)/2=И/2-1Х. (u, v) 成 为 关键 边 的 总 次 数 最 多 为 | 用 /2。 
因为 每 条 边 都 有 可 能 成 为 关键 边 ， 达 到 最 多 次 数 | 所 2， 所 以 关键 边 总 数 为 O(VE)。 每 条 
增 广 路 至 少 有 一 条 关键 边 ， 也 就 是 说 最 多 会 有 O(VE) 条 增 广 路 ， 而 找到 一 条 增 广 路 的 时 间 为 
O(E)， 因 此 Edmonds-Karp 算法 的 总 运行 时 间 为 O(VE”)。 
而 重 贴标签 算法 ， 找 到 一 条 增 广 路 的 时 间 是 О(И), 最 多 会 执行 O(VE) 次 ， 因 为 关键 边 的 
总 数 为 O(VE)。 因 此 总 的 时 间 复 杂 度 为 O(V'E), HP УЖ АЖ, Е 为 边 的 数量 。 


.J 


最 大 流 最 小 荐 
定理 
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最 大 流 最 小 制定 理 (max-flow min-cut the-orem) 是 网 络 流 理论 中 的 重要 定理 。 它 是 图 论 
中 的 一 个 核心 定理 。 

关于 判定 流 的 最 大 性 的 定理 ,任何 网 络 中 最 大 流 的 流量 等 于 最 小 割 的 容量 ， 简 称 为 最 大 
流 最 小 割 定 理 。 它 描述 了 最 大 流 的 特征 ， 图 论 中 的 很 多 结果 在 适当 选择 网 络 后 ， 都 可 以 由 这 
个 定理 推出 。 

割 : 是 网 络 中 顶点 的 划分 ， 它 把 网 络 中 的 所 有 顶点 划分 成 8S 和 了 两 个 集合 ， 源 点 ES， 
С гЄТ, W СИТ ($, T). 

如 图 J-1 所 示 ， 源 点 为 s， 汇 点 为 tf。 有 一 条 切割 线 把 图 中 的 结 点 切割 成 了 两 部 分 S= fs， 


У, у2}, T={ Уз, У4, 1} 





Ј-1 ği 


割 的 净 流 量 f (S, T): 切割 线 切 中 的 边 中 ， 从 5S 到 了 的 边 的 流量 减 去 从 7 到 S 的 边 的 
流量 。 
如 图 1 Бїх, SIRERE f (S, T) =3+5-1=7。 从 5S 到 TT 的 边 w 一 Ww 一 wy， 流量 为 
3 和 5， 从 T 到 5 的 边 уу, МЕЖ. 

割 的 容量 c (S, T): 切割 线 切 中 的 边 中 ， 从 SS 到 了 的 边 的 容量 之 和 。 

如 图 本 1 Вто, ЗНА с ($, T) =8+13=21. JA S ТЕ уф уз, уу, ЖЖ 
和 13. 

ЖЖ: 割 的 容量 不 计算 反 向 边 〈7 到 8 的 边 ) 的 容量 。 

一 个 网 络 有 很 多 切 制 ， 最 小 割 是 容量 最 小 的 切割 。 

引 理 : 如 果 /是 网 络 G 的 一 个 流 ，CUT (S, T) 为 G 的 任意 一 个 制 ， 那 么 流量 f 的 值 等 
于 割 的 净 流 量 f (S, Т). 

/f(S,T)=| f | 

如 图 J-2 (а) 所 示 ， 割 的 净 流 量 f CS, T) =3+4=7。 如 图 J-2 (b) Мод, НЫ f 

(S, T) =4+1+6-4-0=7。 
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大 家 可 以 画 出 任意 一 个 制 ， 会 发 现 所 有 制 的 净 流 量 + (S$，7) 都 等 于 流量 /的 值 。 
切割 线 容量 - 、 Pe 容量 - 流量 








J-2 РН 


推论 : 如 果 f 是 网 络 G 的 一 个 流 ，CUT (S, T) 为 G 的 任意 一 个 制 ， 那 么 f 的 值 不 超过 
割 的 容量 c (S, Т). 
| f [=S (5,7) 
由 于 所 有 的 流 值 小 于 等 于 割 的 容量 , 那么 我 们 把 流 值 和 割 的 容量 用 图 表示 出 来 , 如 图 J-3 
所 示 。 


--- 
> --- 


<— 


БҸ = 
"="... 


图 J-3 #J0J BNF ЖЕ 


МЕ 1-3 可 以 看 出 ， 所 有 的 净 流 量 小 于 等 于 割 的 容量 ， 网 络 中 的 最 大 流 不 超过 任何 割 的 
容量 ， 流 值 最 大 只 能 达到 最 小 割 容量 ， 即 流 值 不 超过 上 确 界 〈 最 小 上 界 )。 
最 大 流 最 小 制定 理 : 如 果 了 是 网 络 G НУК, СОТ ($, T) 为 G 的 最 小 制 ， 那 么 最 
大 流 ,1 的 值 等 于 最 小 割 的 容量 (5, Т). 
| s. F Cain (87) 
因此 ， 在 很 多 问题 中 ， 如 果 需 要 得 到 最 小 制 ， 只 需要 求 出 最 大 流 即 可 。 
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异步 社区 的 来 历 


异步 社区 (www.epubit.com.cn) 是 人 民 邮 电 
出 版 社 旗下 IT 专业 图 书 旗舰 社区 ， 于 2015 年 8 
月 上 线 运营 。 

异步 社区 依托 于 人 民 邮 电 出 版 社 20 余年 的 
IT 专业 优质 出 版 资源 和 编辑 策划 团队 ， 打 造 传统 
出 版 与 电子 出 版 和 自 出 版 结合 、 纸 质 书 与 电子 书 
结合 、 传 统 印 刷 与 POD 按 需 印 刷 结合 的 出 版 平台 ， 
提供 最 新 技术 资讯 ， 为 作者 和 读者 打造 交流 互动 ”| ”|g — ЕЧ 


Free eBook 
的 平台 。 
名 Masa р |=. asss Еа 


社区 里 都 有 什么 ? 

















我 们 出 版 的 图 书 涵盖 主流 IT 技术 ， 在 编程 语言 、Web 技术 、 数 据 科学 等 领域 有 众多 经 典 畅 销 图 书 。 
社区 现 已 上 线 图 书 1000 余 种 ， 电 子 书 400 多 种 ， 部 分 新 书 实现 纸 书 、 电 子 书 同步 出 版 。 我 们 还 会 定期 发 
布 新 书 书 讯 。 


社区 内 提供 随 书 附 赠 的 资源 ， 如 书 中 的 案例 或 程序 源 代码 。 
另外 ， 社 区 还 提供 了 大 量 的 免费 电子 书 ， 只 要 注册 成 为 社区 用 户 就 可 以 免费 下 载 。 


很 多 图 书 的 作 译 者 已 经 入 驻 社区 ， 您 可 以 关注 他 们 ， 咨 询 技 术 问题 ， 可 以 阅读 不 断 更 新 的 技术 文章 ， 
听 作 译 者 和 编辑 畅 聊 好 书 背 后 有 趣 的 故事 ， 还 可 以 参与 社区 的 作者 访谈 栏目 ， 向 您 关注 的 作者 提出 采访 


题目 。 


灵活 优惠 的 购书 


您 可 以 方便 地 下 单 购买 纸 质 图 书 或 电子 图 书 ， 纸 质 图 书 直接 从 人 民 邮 电 出 版 社 书库 发 货 ， 电 子 书 提供 
多 种 阅读 格式 。 
对 于 重 磅 新 书 ， 社 区 提供 预 售 和 新 书 首发 服务 ， 用 户 可 以 第 一 时 间 买 到 心仪 的 新 书 。 
用 户 帐户 中 的 积分 可 以 用 于 购书 优惠 。100 积分 =1 元， 购买 图 书 时 ， 在， 
入 可 使 用 的 积分 数值 ， 即 可 扣 减 相应 金额 。 





特别 优惠 


购买 本 书 的 读者 专 享 异步 社区 购书 优惠 券 。 


使 用 方法 : 注册 成 为 社区 用 户 ， 在 下 单 购书 时 输入 
用 优惠 码 ”， 即 可 在 原 折扣 基础 上 享受 全 单 9 折 优惠 。 (订单 满 39 元 即 可 使 用 ， 本 优惠 券 只 可 使 


用 一 次 ) 


社区 独家 提供 纸 质 图 书 和 电子 书 组 合 购买 方式 ， 


价格 优惠 ， 一 次 购买 ， 多 种 阅读 选择 。 


社区 里 还 可 以 做 什么 ? 


您 可 以 在 图 书页 面 下 方 提交 勘误 ， 每 条 
与 书稿 的 审 校 和 翻译 工作 。 
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勘误 被 确认 后 可 以 获得 100 积分 。 热 心 勘误 的 读者 还 有 机 会 参 


社区 提供 基于 Markdown 的 写作 环境 ， 喜 欢 写作 的 您 可 以 在 此 一 试 身手 ， 在 社区 里 分 享 您 的 技术 心得 
和 读书 体会 ， 更 可 以 体验 自 出 版 的 乐趣 ， 轻 松 实现 出 版 的 梦想 。 


如 果 成 为 社区 认证 作 译 者 ， 还 可 以 享受 异步 社区 提供 的 作者 专 享 特色 服务 。 


您 可 以 掌握 IT 圈 的 技术 会 议 资讯 ， 更 有 机 会 免费 获 赠 大 会 门票 。 
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扫描 任意 二 维 码 都 能 找到 我 们 : 
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contact@epubit.com.cn 








”QQ 群 : 436746675 








CONE = (VDA = ИЕН Ha |= 
7 lN > 0 N. 02-4 
ABSOLUTE VALUE | F 





异步 社区 www.epubit.com.cn 
新 浪 微 博 @ 人 邮 异 步 社区 
投稿 /反馈 邮箱 contact@epubit.com.cn 
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